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Исследована 𝑛-мерная система обыкновенных дифференциальных уравнений, содержа-
щая постоянную диагональную матрицу с вещественными собственными значениями,
двухпозиционную релейную нелинейность гистерезисного типа с параметром и непре-
рывную периодическую функцию возмущения с параметром. В случае специального
вида вектора обратной связи (один ненулевой элемент) получены условия на парамет-
ры системы, обеспечивающие существование единственного двухточечно-колебательного
периодического решения с периодом, кратным периоду функции возмущения. Уста-
новлена функциональная зависимость параметра нелинейности от параметра функции
возмущения. Изучено влияние значений параметра функции возмущения на существова-
ние решения. Предложен алгоритм нахождения параметров системы и момента первого
переключения реле для случая, когда период решения задан. Теоретические результа-
ты, в том числе разработанный алгоритм, проиллюстрированы на примере трёхмерной
системы.

Ключевые слова: система обыкновенных дифференциальных уравнений, релейная нели-
нейность с гистерезисом, периодическая функция возмущения, двухточечно-колебатель-
ное периодическое решение, точки и моменты переключения, пространство параметров
системы

DOI: 10.31857/S0374064124120021, EDN: IPTIYC

ВВЕДЕНИЕ

Автоматические системы с релейными элементами охватывают широкий класс систем
регулирования (см., например, [1–6]), различные типы релейных элементов представлены
в монографии [7, c. 52]. В некоторых задачах теории автоматического управления и регу-
лирования математические модели релейных систем описываются системами обыкновенных
дифференциальных уравнений (см., например, [2–4]). Системы с реле являются существен-
но нелинейными [7, c. 11], поэтому аналитическое исследование их моделей — непростая
задача [4]. В данной статье рассматривается неидеальное реле, операторное представление
которого дано в монографии [8, с. 181].

Релейные системы могут обладать больши́м быстродействием (быстрые переключения)
вследствие интенсивного управляющего воздействия, которое может стать причиной воз-
никновения незатухающих колебаний (автоколебаний). Во многих системах режим автоко-
лебаний нежелателен, поэтому для его устранения их подвергают внешнему периодическому
воздействию [7, c. 12]. При условии захватывания частоты в динамике системы возникает
требуемое гармоническое или субгармоническое вынужденное колебание с периодом, равным
или кратным периоду внешнего воздействия соответственно.
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В данной работе рассматривается многомерная система обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений первого порядка в канонической форме с постоянной диагональной матрицей
в линейной её части, релейным гистерезисом и непрерывной периодической функцией воз-
мущения в нелинейной части. Вектор обратной связи имеет специальный вид, а именно,
один ненулевой элемент. В этом случае поверхности разрыва располагаются ортогонально
одной из осей в пространстве состояний системы. Изучаются непрерывные двухточечно-
колебательные периодические решения с двумя точками переключения на поверхностях
разрыва в пространстве состояний системы и возвращением изображающей точки решения
в каждую из точек переключения за одно и то же время (период).

Настоящая статья продолжает аналитическое исследование, начатое в работе [9] и раз-
витое в [10–12], по вопросу существования в такой системе периодических решений с перио-
дом, равным или кратным периоду функции возмущения. В [9] впервые даны определения
двухточечно-колебательного решения, момента первой встречи с поверхностью переключения
(поверхностью разрыва) и в случае неустойчивой линейной части системы доказана теорема
существования решения с периодом, равным периоду функции возмущения. В [10] рассмот-
рена вещественная симметричная матрица системы с кратными собственными значениями
и получены условия существования решения. В статье [11] разработан алгоритм выбора
параметров нелинейности как управления, при которых система имеет единственное асимп-
тотически орбитально устойчивое периодическое решение с двумя точками переключения
за период, кратный периоду функции возмущения. В [12] доказан критерий существования
единственного периодического решения с заданным периодом.

Согласно [7, c. 12] для разработки релейных автоматических систем необходимо уметь
определять зависимость их режима работы от параметров отдельных элементов (в том чис-
ле релейных), а также вида и параметров внешнего воздействия. В связи с этим здесь
рассматривается система с двумя параметрами в нелинейной части, относительно которых
исследуется существование решения, при этом линейная часть системы может быть как
устойчивой, так и неустойчивой, поскольку допускается наличие у матрицы одного положи-
тельного собственного значения. Получена новая теорема и предложен алгоритм нахождения
значений параметров системы, которые отвечают существованию решения системы.

В последние годы для анализа нелинейных систем активно используется компьютерное
моделирование, которое позволяет за короткое время исследовать большое число вариантов
проектируемой системы и различных режимов её работы. Вычислительные эксперименты,
как разновидность такого моделирования, использованы в настоящей работе и частично
описаны в п. 5. Результаты данного исследования можно использовать при разработке
автоматических релейных систем с гистерезисом на первых этапах компьютерного модели-
рования.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим модель релейной автоматической системы в виде приведённой (неособое
преобразование см., например, в [12]) 𝑛-мерной системы обыкновенных дифференциальных
уравнений

𝑋̇ =𝐴0𝑋+𝐵0𝑢(𝜎)+𝐾0𝑓(𝑡), 𝜎=(Γ, 𝑋), (1)

где 𝑋 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
Т — вектор состояний системы; 𝐴0 — диагональная матрица с просты-

ми, ненулевыми, вещественными собственными значениями 𝜆𝑖, 𝑖= 1, 𝑛; 𝐵0 = (𝑏01, . . . , 𝑏
0
𝑛)

Т и
𝐾0=(𝑘01, . . . , 𝑘

0
𝑛)

Т — постоянные, ненулевые, вещественные векторы; Γ=(𝛾1, . . . , 𝛾𝑛)
Т — посто-

янный, ненулевой, вещественный вектор, определяющий обратную связь в системе; (Γ, 𝑋) —
скалярное произведение векторов Γ и 𝑋.
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Рис. 1. Характеристика реле
с положительным гистерезисом

Разрывным оператором 𝑢(𝜎) задана характеристика двухпозиционного реле с веществен-
ными пороговыми нижним ℓ1 и верхним ℓ2 значениями, вещественными значениями выхо-
да 𝑚1, 𝑚2 (пусть 𝑚1 <𝑚2) и положительным гистерезисом (рис. 1). Согласно [8, c. 182]
неидеальное реле является детерминированным преобразова-
телем, определённым на всех непрерывных входах. Описание
реле далее приведём в соответствии с [13]. Непрерывная вход-
ная функция 𝜎(𝑡), 𝑡⩾ 𝑡0, преобразуется в выходную кусочно-
непрерывную функцию 𝑢(𝑡), определяемую по формуле

𝑢(𝑡)=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑚1, если (𝜎(𝑡)⩽ ℓ1)∨(𝜎(𝑡)∈ (ℓ1, ℓ2)∧𝜎(𝜉(𝑡))= ℓ1),

𝑚2, если (𝜎(𝑡)⩾ ℓ2)∨(𝜎(𝑡)∈ (ℓ1, ℓ2)∧𝜎(𝜉(𝑡))= ℓ2),

𝑢0, если 𝜎(𝜏)∈ (ℓ1, ℓ2) для любого 𝜏 ∈ [𝑡0, 𝑡),

где 𝜉(𝑡) = sup{𝜏 : 𝜏 ⩽ 𝑡, 𝜎(𝜏) = ℓ1∨𝜎(𝜏) = ℓ2} и 𝑢0 = 𝑢(𝑡0)∈ {𝑚1,𝑚2}. Допустимыми состоя-
ниями реле называют все пары (𝜎, 𝑢) ∈ R2, удовлетворяющие условию (𝑢 =𝑚1∧𝜎 < ℓ2)∨
∨(𝑢=𝑚2∧𝜎>ℓ1). В релейных автоматических системах функция 𝜎(𝑡) задаёт управляющий
сигнал, 𝑢(𝑡) — управляющее воздействие.

Функция возмущения 𝑓(𝑡) задаётся определённой на 𝑡⩾ 0 непрерывной, периодической
функцией вида

𝑓(𝑡)= 𝑓0+𝑓1 sin(𝜔𝑡+𝜙1)+𝑓2 sin(2𝜔𝑡+𝜙2),

где 𝑓0, 𝑓1, 𝑓2, 𝜔, 𝜙1 и 𝜙2 — вещественные постоянные, причём 𝑓1 ̸=0, 𝜔>0. Период функции
𝑓(𝑡) равен 𝑇 =2𝜋/𝜔.

Ниже приведём общие сведения и определения из [9, 12] в обозначениях данной работы.
Определение 1. Точкой переключения называется состояние системы (1), при котором

входная функция 𝜎(𝑡) достигает одного из пороговых значений ℓ𝜇, 𝜇 = 1, 2, а выходная
функция 𝑢(𝑡) при этом меняет значение выхода 𝑚1 на 𝑚2 или наоборот.

Определение 2. Гиперплоскостью (поверхностью) переключения называется гиперплос-
кость

𝐿𝜇= {𝑋 ∈R𝑛 : (Γ, 𝑋)= ℓ𝜇}, 𝜇=1, 2.

Определение 3. Если в некоторый момент времени 𝑡′ изображающая точка принадле-
жит гиперплоскости 𝐿𝜇, 𝜇=1, 2, то наименьший момент времени 𝑡′′>𝑡′, в который изобра-
жающая точка принадлежит гиперплоскости 𝐿3−𝜇, называется моментом первой встречи
изображающей точки с 𝐿3−𝜇.

Определение 4. Решение 𝑋(·) системы (1) называется двухточечно-колебательным с
периодом возврата 𝑇𝑟 на поверхность переключения, если в пространстве состояний суще-
ствуют точки переключения 𝑋1 и 𝑋2, в каждую из которых изображающая точка решения
возвращается через время 𝑇𝑟, т.е. если 𝑋1=𝑋0 или 𝑋2=𝑋0, то для любого 𝜅∈N выполняется
равенство 𝑋0=𝑋(𝑡0+𝜅𝑇𝑟), где 𝑡0⩾ 0 — начальный момент времени, 𝑇𝑟 > 0.

Определение 5. Двухточечно-колебательное с периодом возврата 𝑇𝑟 решение 𝑋(·) систе-
мы (1) называется 𝑇𝑟-двухточечно-колебательным простейшего поведения, если существуют
вещественные положительные числа 𝜏1 и 𝜏2 такие, что 𝜏1+𝜏2=𝑇𝑟, и точки 𝑋1∈𝐿1 и 𝑋2∈𝐿2,
для которых выполняются следующие условия: 1) 𝑋(𝑡0+𝜅𝑇𝑟)=𝑋1 и 𝑋(𝑡0+𝜏1+𝜅𝑇𝑟)=𝑋2,
𝜅∈N∪{0}; 2) для всех 𝜅∈N∪{0} на полуинтервале Δ1

𝜅=[𝑡0+𝜅𝑇𝑟, 𝑡0+𝜏1+𝜅𝑇𝑟) имеет место
равенство 𝑢=𝑚1, а на полуинтервале Δ2

𝜅= [𝑡0+𝜏1+𝜅𝑇𝑟, 𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟) — равенство 𝑢=𝑚2.
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Заметим, что определение 5 выделяет из множества всевозможных двухточечно-колеба-
тельных решений такие, для которых на каждом временно́м промежутке [𝑡0+𝜅𝑇𝑟,𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟)
изображающая точка только один раз попадает в 𝑋1 и 𝑋2. В общем случае таких попаданий
может быть больше.

В настоящей статье решение системы (1) рассматривается в соответствии с опреде-
лением 5 в классе определённых на полуоси 𝑡 ⩾ 𝑡0 непрерывных вектор-функций 𝑋(𝑡) с
начальным условием 𝑋(𝑡0) =𝑋1 таким, что 𝜎(𝑡0) = (Γ, 𝑋1) = ℓ1. Решение будем называть
Ψ-периодическим, Ψ> 0, если 𝑋(𝑡+Ψ)=𝑋(𝑡) для всех 𝑡⩾ 𝑡0. В точке 𝑋𝜇, 𝜇=1, 2, происхо-
дит “сшивание” траекторий, заданных разными правыми частями системы (1) с 𝑢(𝜎) =𝑚1

или 𝑢(𝜎) =𝑚2. Число 𝜏𝜇 называется временем перехода изображающей точки решения из
точки 𝑋𝜇 в точку 𝑋3−𝜇, а времена перехода и точки переключения — параметрами ре-
шения. Согласно определению 3 значение 𝑡0+𝜏1+𝜅𝑇𝑟 является моментом первой встречи с
гиперплоскостью 𝐿2, а значение 𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟 — моментом первой встречи с 𝐿1.

Следуя методу сечений пространства параметров [14, с. 22], рассмотрим вектор Γ в спе-
циальном виде, а именно, с одним ненулевым элементом, что соответствует сечению первого
рода. Пусть 𝑠 — индекс ненулевого элемента. Тогда систему (1) перепишем в координатном
виде

𝑥̇𝑖=𝜆𝑖𝑥𝑖+𝑏
0
𝑖𝑢(𝜎)+𝑘

0
𝑖 𝑓(𝑡), 𝜎= 𝛾𝑠𝑥𝑠, 𝑖=1, 𝑛. (2)

Здесь и далее 𝑏0𝑠, 𝑘0𝑠 , 𝛾𝑠 — ненулевые элементы.
При таком выборе вектора Γ поверхности переключения ориентированы ортогонально

оси 𝑥𝑠 в пространстве состояний системы (2) и утверждение 𝑋𝜇∈𝐿𝜇 равносильно выполнению
равенства 𝛾𝑠𝑥

𝜇
𝑠 = ℓ𝜇, 𝜇=1, 2.

Полагаем, что собственные значения матрицы 𝐴0, элементы векторов 𝐵0, 𝐾0, постоянные
𝛾𝑠, 𝑚1, 𝑚2, ℓ1 нелинейности и постоянные 𝑓0, 𝑓1, 𝑓2, 𝜔, 𝜙2 функции возмущения заданы, а
постоянные 𝜙1 и ℓ2 являются параметрами системы (2). Отметим, что параметр 𝜙1 описывает
фазу основной (ненулевой) составляющей периодического возмущения, а параметр ℓ2 опре-
деляет ширину петли гистерезиса (зоны неоднозначности) и положение гиперплоскости 𝐿2

в пространстве состояний системы.
Ставится следующая задача: исследовать пространство параметров системы (2) и найти

области в этом пространстве, которые соответствуют существованию решения с начальным
условием 𝑥𝑖(𝑡0) = 𝑥1𝑖 и периодом возврата 𝑇𝑟, кратным периоду 𝑇 функции возмущения, а
также установить функциональные зависимости параметров системы и параметров решения.

Для аналитического представления решения используем формулу Коши

𝑥𝑖(𝑡)= 𝑒𝜆𝑖(𝑡−𝜈)𝑥𝑖(𝜈)+

𝑡ˆ

𝜈

𝑒𝜆𝑖(𝑡−𝜏)
(︀
𝑏0𝑖𝑚𝜇+𝑘

0
𝑖 𝑓(𝜏)

)︀
𝑑𝜏, 𝑖=1, 𝑛, 𝜇=1, 2,

где 𝜈 — начальный момент времени.

2. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ РЕШЕНИЯ

Систему (2) представим в виде двухмерной подсистемы для 𝑖= 𝑠

𝑥̇𝑠(𝑡)=𝜆𝑠𝑥𝑠(𝑡)+𝑏
0
𝑠𝑢(𝜎)+𝑘

0
𝑠𝑓(𝑡), 𝜎(𝑡)= 𝛾𝑠𝑥𝑠(𝑡) (3)

и остальных уравнений для 𝑖= 𝑗

𝑥̇𝑗(𝑡)=𝜆𝑗𝑥𝑗(𝑡)+𝑏
0
𝑗𝑢(𝜎)+𝑘

0
𝑗 𝑓(𝑡), 𝑗=1, 𝑛, 𝑗 ̸= 𝑠. (4)
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Рассмотрим систему (3). Согласно определению 5 справедливы равенства

𝜎(𝑡0+𝜅𝑇𝑟)=𝜎(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟)= ℓ1, 𝜎(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1)= ℓ2. (5)

Далее выпишем решение задачи

𝜎̇(𝑡)=𝜆𝑠𝜎(𝑡)+𝛾𝑠(𝑏
0
𝑠𝑢(𝑡)+𝑘

0
𝑠𝑓(𝑡)), 𝜎(𝑡0)= ℓ1.

Используя формулу Коши, имеем

𝜎(𝑡)= 𝑒𝜆𝑠(𝑡−𝜈)𝜎(𝜈)+𝛾𝑠

𝑡ˆ

𝜈

𝑒𝜆𝑠(𝑡−𝜏)(𝑏0𝑠𝑚1+𝑘
0
𝑠𝑓(𝜏)) 𝑑𝜏, 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟, 𝑡∈Δ1

𝜅,

𝜎(𝑡)= 𝑒𝜆𝑠(𝑡−𝜈)𝜎(𝜈)+𝛾𝑠

𝑡ˆ

𝜈

𝑒𝜆𝑠(𝑡−𝜏)(𝑏0𝑠𝑚2+𝑘
0
𝑠𝑓(𝜏)) 𝑑𝜏, 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜏1, 𝑡∈Δ2

𝜅. (6)

После соответствующих подстановок в (6) согласно равенствам (5) и замены переменной в
интегралах получим

ℓ2= 𝑒𝜆𝑠𝜏1ℓ1+𝛾𝑠

𝜏1ˆ

0

𝑒𝜆𝑠(𝜏1−𝜉)(𝑏0𝑠𝑚1+𝑘
0
𝑠𝑓(𝑡0+𝜅𝑇𝑟+𝜉))𝑑𝜉,

ℓ1= 𝑒𝜆𝑠𝜏2ℓ2+𝛾𝑠

𝜏2ˆ

0

𝑒𝜆𝑠𝜉(𝑏0𝑠𝑚2+𝑘
0
𝑠𝑓(𝑡0+(𝜅+1)𝑇𝑟−𝜉))𝑑𝜉. (7)

По условию задачи период возврата кратен периоду функции возмущения, т.е. 𝑇𝑟= 𝑘𝑇 ,
𝑘∈N, поэтому функция возмущения и, значит, интегралы в (7) не зависят от 𝜅∈N∪{0}.

Введём обозначения

𝑄𝑖(𝜏,𝑚𝜇)= (𝑏0𝑖𝑚𝜇+𝑘
0
𝑖 𝑓0)/𝜆𝑖+𝑘

0
𝑖𝐻𝑖(𝜏), 𝑖=1, 𝑛, 𝜇=1, 2,

𝐻𝑖(𝜏)=
𝑓1 sin(𝜔𝜏+𝜙1+𝛿

1
𝑖 )√︁

𝜆2𝑖 +𝜔
2

+
𝑓2 sin(2𝜔𝜏+𝜙2+𝛿

2
𝑖 )√︁

𝜆2𝑖 +4𝜔2
, 𝜏 ∈R, (8)

где 𝛿𝛼𝑖 =arctg(𝛼𝜔/𝜆𝑖)+𝜋𝑞𝑖, 𝛼=1, 2, причём 𝑞𝑖=0 при 𝜆𝑖> 0 и 𝑞𝑖=1 при 𝜆𝑖< 0.
Система равенств (7) после интегрирования с учётом (8) при 𝑖= 𝑠 принимает вид

ℓ2=(ℓ1+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1))𝑒
𝜆𝑠𝜏1 −𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1,𝑚1),

ℓ1=(ℓ2+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1,𝑚2))𝑒
𝜆𝑠𝜏2 −𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚2). (9)

Условия на параметры системы (9), при которых существуют 𝜏1 ∈ (0, 𝑇𝑟) и 𝜏2=𝑇𝑟−𝜏1 в
случае, когда 𝑇𝑟 = 𝑘𝑇 , 𝑘∈N, устанавливает

Теорема. Пусть при некотором 𝑘∈N справедливы следующие условия:
1) значение параметра 𝜙1 удовлетворяет неравенствам

𝑚1<𝐿<𝑚2, (10)

𝛾𝑠
(︀
𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1)𝑒

𝜆𝑠𝜏1 −𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1,𝑚1)
)︀
>ℓ1

(︀
1−𝑒𝜆𝑠𝜏1

)︀
, (11)
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где
𝐿=− 1

𝑏0𝑠

(︂
𝜆𝑠ℓ1
𝛾𝑠

+𝑘0𝑠𝑓0+𝜆𝑠𝑘
0
𝑠𝐻𝑠(𝑡0)

)︂
,

𝜏1= 𝑘𝑇 +𝜆−1
𝑠 lnΩ, Ω=

𝑚2−𝑚1

(𝑒𝜆𝑠𝑘𝑇 −1)𝐿+𝑚2−𝑚1𝑒𝜆𝑠𝑘𝑇
; (12)

2) значение параметра ℓ2 вычисляется по формуле

ℓ2=(ℓ1+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1))𝑒
𝜆𝑠𝜏1 −𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1,𝑚1); (13)

3) выполняются неравенства

ℓ2−(ℓ1+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0,𝑚1))𝑒
𝜆𝑠(𝑡−𝑡0)+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0+ 𝑡,𝑚1)> 0, 𝑡∈Δ1

0,

ℓ1−(ℓ2+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1,𝑚2))𝑒
𝜆𝑠(𝑡−𝜏1−𝑡0)+𝛾𝑠𝑄𝑠(𝑡0+𝜏1+ 𝑡,𝑚2)< 0, 𝑡∈Δ2

0.

Тогда существует единственное 𝑇𝑟-двухточечно-колебательное простейшего поведения ре-
шение системы (2) для 𝑖=1, 𝑛, 𝜅∈N∪{0}:

𝑥𝑖(𝑡)=

{︃
𝑒𝜆𝑖(𝑡−𝜈)(𝑥1𝑖 +𝑄𝑖(𝜈,𝑚1))−𝑄𝑖(𝜈+ 𝑡,𝑚1), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑘𝑇, 𝑡∈Δ1

𝜅,

𝑒𝜆𝑖(𝑡−𝜈)(𝑥2𝑖 +𝑄𝑖(𝜈,𝑚2))−𝑄𝑖(𝜈+ 𝑡,𝑚2), 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑘𝑇 +𝜏1, 𝑡∈Δ2
𝜅,

где
𝑥𝜇𝑠 = ℓ𝜇/𝛾𝑠, 𝜇=1, 2,

𝑥1𝑗 =
𝑒𝜆𝑗𝑘𝑇

1−𝑒𝜆𝑗𝑘𝑇

(︂
𝑏0𝑗 (𝑚2−𝑚1)

𝜆𝑗𝑒𝜆𝑗𝜏1
+𝑄𝑗(𝑡0,𝑚1)

)︂
−𝑄𝑗(𝑡0,𝑚2),

𝑥2𝑗 = 𝑒𝜆𝑗𝜏1(𝑥1𝑗+𝑄𝑗(𝑡0,𝑚1))−𝑄𝑗(𝑡0+𝜏1,𝑚1), 𝑗=1, 𝑛, 𝑗 ̸= 𝑠, (14)

𝑄𝑗(𝜏,𝑚𝜇) определяется по формуле (8), в которой 𝑖= 𝑗.
Доказательство. Рассмотрим систему равенств (9) с 𝜏2=𝑘𝑇−𝜏1 как систему уравнений

относительно переменной 𝜏1 ∈ (0, 𝑘𝑇 ) при некотором 𝑘∈N. После сложения двух уравнений
этой системы получим уравнение, из которого однозначно выражается значение 𝜏1. Если
имеют место неравенства (10), то 0<𝑒−𝜆𝑠𝑘𝑇 <Ω< 1 при 𝜆𝑠> 0 и 1<Ω<𝑒−𝜆𝑠𝑘𝑇 при 𝜆𝑠< 0.
Отсюда следует, что первое равенство из (12) имеет смысл и 𝜏1∈ (0, 𝑘𝑇 ). Полученное значе-
ние 𝜏1 является решением системы (9), если удовлетворяет первому уравнению системы (9),
что равносильно выполнению равенства (13). По предположению должно выполняться нера-
венство ℓ2 > ℓ1. Если в последнем неравенстве ℓ2 заменить выражением из (13), то после
преобразования получим соотношение (11).

Теперь докажем непосредственно теорему. Пусть имеют место условия 1), 2) теоремы
и 𝜏2= 𝑘𝑇 −𝜏1. Тогда значение 𝜏1, определяемое равенством (12), является решением систе-
мы (9) и принадлежит интервалу (0, 𝑘𝑇 ). При этом, как следует из неравенств (10) и (11),
выполнено предположение, что 𝑚2>𝑚1 и ℓ2>ℓ1.

Пусть выполняется условие 3) теоремы. Поскольку первое неравенство равносильно нера-
венству ℓ2−𝜎(𝑡) > 0 для всех 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡0+ 𝜏1), второе — неравенству ℓ1−𝜎(𝑡) < 0 для всех
𝑡∈ [𝑡0+𝜏1, 𝑡0+𝑘𝑇 ), то значение 𝑡0+𝜏1 является моментом первой встречи с 𝐿2, а значение
𝑡0+𝑘𝑇 — с 𝐿1, и справедливы равенства 𝜎(𝑡0+𝜏1)= ℓ2 и 𝜎(𝑡0+𝜏1+𝜏2)=𝜎(𝑡0+𝑘𝑇 )= ℓ1. Исходя
из построения системы (9) с начальным условием 𝜎(𝑡0) = ℓ1 и 𝑇𝑟 = 𝑘𝑇 , приходим к равен-
ствам (5) для любого 𝜅∈N∪{0} и, значит, к равенствам 𝑥𝜇𝑠 = ℓ𝜇/𝛾𝑠, 𝜇=1, 2, и утверждению
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теоремы относительно решения системы (2) для 𝑖=𝑠. Единственность решения 𝑥𝑠(𝑡) следует
из того, что значение его параметра 𝜏1 определяется однозначно при некотором заданном
𝑘∈N.

Рассмотрим теперь уравнения (4). После их интегрирования с учётом (8) для 𝑖= 𝑗 при
известном значении 𝜏1 получим выражения для любого 𝜅∈N∪{0}:

𝑥𝑗(𝑡)= 𝑒𝜆𝑗(𝑡−𝜈)(𝑥𝑗(𝜈)+𝑄𝑗(𝜈,𝑚1))−𝑄𝑗(𝜈+ 𝑡,𝑚1), 𝑡∈Δ1
𝜅, 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑘𝑇,

𝑥𝑗(𝑡)= 𝑒𝜆𝑗(𝑡−𝜈)(𝑥𝑗(𝜈)+𝑄𝑗(𝜈,𝑚2))−𝑄𝑗(𝜈+ 𝑡,𝑚2), 𝑡∈Δ2
𝜅, 𝜈= 𝑡0+𝜅𝑘𝑇 +𝜏1. (15)

Согласно условию 1) определения 5 должны выполняться равенства

𝑥𝑗(𝑡0+𝜅𝑘𝑇 )=𝑥𝑗(𝑡0+(𝜅+1)𝑘𝑇 )=𝑥1𝑗 , 𝑥𝑗(𝑡0+𝜅𝑘𝑇 +𝜏1)=𝑥2𝑗 . (16)

После подстановок (16) в выражения (15) получим

𝑥2𝑗 =(𝑥1𝑗+𝑄𝑗(𝑡0,𝑚1))𝑒
𝜆𝑗𝜏1 −𝑄𝑗(𝑡0+𝜏1,𝑚1),

𝑥1𝑗 =(𝑥2𝑗+𝑄𝑗(𝑡0+𝜏1,𝑚2))𝑒
𝜆𝑗𝜏2 −𝑄𝑗(𝑡0,𝑚2). (17)

Из (17) при ненулевых 𝜆𝑗 значения 𝑥1𝑗 и 𝑥2𝑗 определяются однозначно. Таким образом,
получены формулы (15) для решения системы (2) при 𝑖= 𝑗 и начальных значений 𝑥1𝑗 и 𝑥2𝑗 ,
что совместно с формулами для 𝑥𝑠(𝑡) и 𝑥1𝑠, 𝑥2𝑠 отражено в утверждении теоремы. Теорема
доказана.

3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДОПУСТИМЫХ ЗНАЧЕНИЙ
ПАРАМЕТРА ФУНКЦИИ ВОЗМУЩЕНИЯ

По условию задачи 𝜙1 является параметром функции возмущения. Рассмотрим 𝐿 как
функцию от этого параметра:

𝐿(𝜙1)=𝑃𝐿 sin(𝜔𝑡0+𝜙1+𝛿
1
𝑠)+𝐶𝐿, (18)

где

𝑃𝐿=− 𝜆𝑠𝑘
0
𝑠𝑓1

𝑏0𝑠
√︀
𝜆2𝑠+𝜔

2
, 𝐶𝐿=− 1

𝑏0𝑠

(︂
𝜆𝑠ℓ1
𝛾𝑠

+𝑘0𝑠𝑓0+
𝜆𝑠𝑘

0
𝑠𝑓2 sin(𝜔𝑡0+𝜙2+𝛿

2
𝑠)√︀

𝜆2𝑠+4𝜔2

)︂
.

Далее воспользуемся равенством (12) и выпишем 𝜏1 как функцию от параметра 𝜙1:

𝜏1(𝜙1)=𝐶1
𝜏 −𝜆−1

𝑠 ln
(︀
𝑃𝜏 sin(𝜔𝑡0+𝜙1+𝛿

1
𝑠)+𝐶

2
𝜏

)︀
, (19)

где 𝐶1
𝜏 = 𝑘𝑇 +𝜆−1

𝑠 ln(𝑚2−𝑚1), 𝑃𝜏 =(𝑒𝜆𝑠𝑘𝑇 −1)𝑃𝐿, 𝐶2
𝜏 =(𝑒𝜆𝑠𝑘𝑇 −1)𝐶𝐿+𝑚2−𝑚1𝑒

𝜆𝑠𝑘𝑇 .
Отсюда получим

𝑒𝜆𝑠𝜏1(𝜙1)=
𝑒𝜆𝑠𝑘𝑇 (𝑚2−𝑚1)

𝑃𝜏 sin(𝜔𝑡0+𝜙1+𝛿1𝑠)+𝐶
2
𝜏

.

Воспользуемся равенством (13) и выпишем функцию

ℓ2(𝜙1)=𝜆−1
𝑠 𝛾𝑠𝑏

0
𝑠(𝑚1−𝐿(𝜙1))𝑒

𝜆𝑠𝜏1(𝜙1)−𝜆−1
𝑠 𝛾𝑠(𝑏

0
𝑠𝑚1+𝑘

0
𝑠𝑓0)−𝛾𝑠𝑘0𝑠𝐻𝑠(𝑡0+𝜏1(𝜙1))

или с учётом введённых выше обозначений

ℓ2(𝜙1)=
𝑃 1
ℓ2
sin(𝜔𝑡0+𝜙1+𝛿

1
𝑠)+𝐶

1
ℓ2

𝑃𝜏 sin(𝜔𝑡0+𝜙1+𝛿1𝑠)+𝐶
2
𝜏

+𝐶2
ℓ2 +

+𝑃 2
ℓ2 sin(𝜔𝑡0+𝜙1+𝛿

1
𝑠+𝜔𝜏1(𝜙1))+𝑃

3
ℓ2 sin(2𝜔𝑡0+𝜙2+𝛿

2
𝑠+2𝜔𝜏1(𝜙1)), (20)
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где коэффициенты вычисляются по формулам

𝑃 1
ℓ2 =−𝜆−1

𝑠 𝛾𝑠𝑏
0
𝑠𝑃𝐿(𝑚2−𝑚1)𝑒

𝜆𝑠𝑘𝑇 , 𝐶1
ℓ2 =𝜆−1

𝑠 𝛾𝑠𝑏
0
𝑠(𝑚2−𝑚1)𝑒

𝜆𝑠𝑘𝑇 (𝑚1−𝐶𝐿),

𝐶2
ℓ2 =−𝜆−1

𝑠 𝛾𝑠(𝑏
0
𝑠𝑚1+𝑘

0
𝑠𝑓0), 𝑃 2

ℓ2 =− 𝛾𝑠𝑘
0
𝑠𝑓1√︀

𝜆2𝑠+𝜔
2
, 𝑃 3

ℓ2 =− 𝛾𝑠𝑘
0
𝑠𝑓2√︀

𝜆2𝑠+4𝜔2
.

Для определения допустимых значений параметра 𝜙1, удовлетворяющих условиям 1) и 2)
теоремы, предлагается использовать следующий порядок действий.

1. Вычисляем постоянные 𝑃𝐿, 𝐶𝐿 и строим функцию 𝐿(𝜙1) по формуле (18).
2. Находим 𝐿inf =min{𝑃𝐿+𝐶𝐿,−𝑃𝐿+𝐶𝐿}, 𝐿sup=max{𝑃𝐿+𝐶𝐿,−𝑃𝐿+𝐶𝐿}, и если неравен-

ства 𝐿inf >𝑚1, 𝐿sup<𝑚2 справедливы, то заключаем, что неравенства (10) выполняются для
любого 𝜙1 ∈ [0, 2𝜋). В противном случае решаем неравенство (10) относительно 𝜙1. Имеем
𝑚1−𝐶𝐿<𝑃𝐿 sin(𝜔𝑡0+𝜙1+𝛿

1
𝑠)<𝑚2−𝐶𝐿, откуда 𝜙1 ∈𝐷⊂ [0, 2𝜋), где

𝐷=

{︃
(arcsin(𝑀1), arcsin(𝑀2))∪(𝜋−arcsin(𝑀2), 𝜋−arcsin(𝑀1)), если 𝑃𝐿> 0,

(arcsin(𝑀2), arcsin(𝑀1))∪(𝜋−arcsin(𝑀1), 𝜋−arcsin(𝑀2)), если 𝑃𝐿< 0,

𝑀𝜇=(𝑚𝜇−𝐶𝐿)/𝑃𝐿−𝛿1𝑠−𝜔𝑡0, 𝜇=1, 2.
3. Задаём 𝑘∈N. Вычисляем постоянные 𝑃 1

𝜏 , 𝐶1
𝜏 , 𝐶2

𝜏 , строим функцию 𝜏1(𝜙1) по форму-
ле (19) и находим множество значений 𝐸(𝜏1)⊂ (0, 𝑘𝑇 ), отвечающих множеству допустимых
значений 𝜙1.

4. Строим непрерывную функцию ℓ2(𝜙1) по формуле (20). Находим для неё нижнюю
оценку

ℓ𝑛2 =
−|𝑃 1

ℓ2
|+𝐶1

ℓ2

|𝑃𝜏 |+𝐶2
𝜏

+𝐶2
ℓ2 −|𝑃 2

ℓ2 |−|𝑃 3
ℓ2 |,

и если ℓ𝑛2 >ℓ1, то имеет место неравенство (11) для любого допустимого 𝜙1. В случае если
ℓ𝑛2 ⩽ ℓ1, то находим её наименьшее значение на отрезке [0, 2𝜋] по формуле

ℓinf2 =min
{︀
ℓ2(0), ℓ2(2𝜋), ℓ

min
2

}︀
, (21)

где ℓmin
2 = ℓ2(𝜙

min
1 ) — глобальный (абсолютный) минимум функции ℓ2(𝜙1) в точке 𝜙min

1 , и
если ℓinf2 > ℓ1, то имеет место неравенство (11) для любого допустимого 𝜙1. В противном
случае решаем неравенство ℓ2(𝜙1)> ℓ1, которое равносильно неравенству (11), и находим
𝜙1 ∈𝐷1⊂ [0, 2𝜋).

5. Заключаем, что определены допустимые значения 𝜙1, при которых условия 1) и 2)
теоремы выполняются.

4. ВЫЧИСЛЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ СИСТЕМЫ И РЕШЕНИЯ

Неравенства в условии 3) теоремы (далее условия переключения) представим в следующем
виде:

ℓ2−𝜎(𝑡)> 0 для 𝑡∈Δ1
0, (22)

ℓ1−𝜎(𝑡)< 0 для 𝑡∈Δ2
0, (23)

где функция 𝜎(𝑡) задаётся равенствами (6).
Допустим, что справедливы условия 1), 2) теоремы и для параметра 𝜙1 определён ин-

тервал допустимых значений [𝜙0
1, 𝜙

*
1]. Значение 𝜏1, определяемое равенством (12), является

временем перехода с 𝐿1 на 𝐿2, а значение 𝑡0+𝜏1 — моментом переключения лишь тогда,
когда выполняются условия переключения.
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Ниже предлагается алгоритм, с помощью которого можно найти подходящее значение
параметра 𝜙1 из интервала допустимых значений, рассчитанных по формуле

𝜙𝑟1=𝜙0
1+(𝜙*

1−𝜙0
1)𝑟/𝑚, 𝑟=0,𝑚, 𝑚∈N, (24)

и соответствующие ему момент переключения 𝑡0+𝜏1(𝜙1) при заданном периоде 𝑘𝑇 и верхнее
пороговое значение ℓ2(𝜙1).

Алгоритм.
1. Задаём значения 𝑟=0 и 𝑚∈N.
2. Рассчитываем 𝜏1(𝜙

𝑟
1) и ℓ2(𝜙

𝑟
1) по формулам (19) и (20) соответственно.

3. Задаём точность 𝜀> 0 и шаг ℎ⩾ 𝜀.
4. Рассчитываем значения функции 𝜎(𝑡) по формуле (6), разность ℓ2(𝜙

𝑟
1)−𝜎(𝑡) для 𝑡∈

∈ [𝑡0, 𝑡0+𝜏1(𝜙
𝑟
1)+ℎ] с шагом ℎ и переходим к п. 5.

4.1. Задаём новый шаг ℎ1 =0.1ℎ, рассчитываем значения функции 𝜎(𝑡) по формуле (6)
и разность ℓ2(𝜙

𝑟
1)−𝜎(𝑡) для 𝑡∈ (𝑡0+𝜏

1, 𝑡0+𝜏
1+ℎ) с шагом ℎ1; далее переопределяем шаг по

формуле ℎ=ℎ1 и переходим к п. 5.
5. Находим значение 𝑡0+ 𝜏1 переменной 𝑡, которое удовлетворяет условиям ℓ2(𝜙

𝑟
1)−

−𝜎(𝑡0+𝜏1)> 0 и ℓ2(𝜙
𝑟
1)−𝜎(𝑡0+𝜏1+ℎ)< 0. Если ℓ2(𝜙

𝑟
1)−𝜎(𝑡0+𝜏1)<𝜀, то переходим к п. 6, в

противном случае, когда ℓ2(𝜙
𝑟
1)−𝜎(𝑡0+𝜏1)⩾ 𝜀, переходим к п. 4.1.

6. Вычисляем разность 𝜌1= 𝜏1(𝜙
𝑟
1)−𝜏1.

6.1. Если 𝜌1<𝜀, то заключаем, что 𝑡0+𝜏1(𝜙
𝑟
1) является моментом первого переключения

с точностью до 𝜀 и переходим к п. 7.
6.2. Если 𝜀⩽ 𝜌1<ℎ, то возвращаемся к п. 4.1.
6.3. Если 𝜌1⩾ℎ, то приходим к выводу, что условие переключения (22) не выполняется,

значение 𝑡0+𝜏1(𝜙𝑟1) не является моментом первого переключения; задаём следующее значение
индекса 𝑟1= 𝑟+1 и переопределяем его по формуле 𝑟= 𝑟1. Если 𝑟⩽𝑚, то вычисляем 𝜙𝑟1 по
формуле (24) и возвращаемся к п. 2. Если 𝑟 >𝑚, то переходим к п. 11.

7. Рассчитываем значения функции 𝜎(𝑡) по формуле (6) и разность ℓ1−𝜎(𝑡) для 𝑡 ∈
∈ [𝑡0+𝜏1(𝜙

𝑟
1), 𝑡0+𝑘𝑇 +ℎ] с шагом ℎ и переходим к п. 8.

7.1. Задаём новый шаг ℎ1 =0.1ℎ, рассчитываем значения функции 𝜎(𝑡) по формуле (6)
и разность ℓ1(𝜙

𝑟
1)−𝜎(𝑡) для 𝑡∈ (𝑡0+𝜏1(𝜙

𝑟
1)+𝜏

2, 𝑡0+𝜏1(𝜙
𝑟
1)+𝜏

2+ℎ) с шагом ℎ1; далее пере-
определяем шаг по формуле ℎ=ℎ1 и переходим к п. 9.

8. Находим значение 𝑡0+𝜏1(𝜙
𝑟
1)+𝜏

2 переменной 𝑡, которое удовлетворяет неравенствам
ℓ1−𝜎(𝑡0+ 𝜏1(𝜙

𝑟
1)+ 𝜏2) < 0 и ℓ1−𝜎(𝑡0+ 𝜏1(𝜙

𝑟
1)+ 𝜏2+ℎ) > 0. Если выполняется неравенство

ℓ1−𝜎(𝑡0+ 𝜏1(𝜙𝑟1)+ 𝜏2)>−𝜀, то переходим к п. 9, иначе, когда ℓ1−𝜎(𝑡0+ 𝜏1(𝜙𝑟1)+ 𝜏2)⩽−𝜀,
переходим к п. 7.1.

9. Вычисляем разность 𝜌2= 𝑘𝑇 −𝜏1(𝜙𝑟1)−𝜏2.
9.1. Если 𝜌2<𝜀, то заключаем, что 𝑡0+𝑘𝑇 является моментом второго переключения с

точностью до 𝜀 и переходим к п. 10.
9.2. Если 𝜀⩽ 𝜌2<ℎ, то возвращаемся к п. 7.1.
9.3. Если 𝜌2⩾ℎ, то приходим к выводу, что условие переключения (23) не выполняется,

значение 𝑡0+𝑘𝑇 не является моментом переключения, а 𝑘𝑇 — периодом решения; задаём
следующее значение индекса 𝑟1= 𝑟+1 и переопределяем его по формуле 𝑟= 𝑟1. Если 𝑟⩽𝑚,
то вычисляем 𝜙𝑟1 по формуле (24) и возвращаемся к п. 2. Если 𝑟>𝑚, то переходим к п. 11.

10. Завершаем алгоритм выводом: для значения 𝜙𝑟1 параметра 𝜙1 и верхнего порогового
значения ℓ2(𝜙

𝑟
1) условия переключения выполняются, причём значения 𝑡0+𝜏1(𝜙

𝑟
1) и 𝑡0+𝑘𝑇

являются моментами переключения, а 𝑘𝑇 — периодом решения с точностью до 𝜀.
11. Завершаем алгоритм выводом: условия переключения не выполняются, 𝑡0+𝜏1(𝜙𝑟1) и

𝑡0+𝑘𝑇 не являются моментами переключения с заданной точностью для 𝑟=0,𝑚.
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5. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОЙ РЕАЛИЗАЦИИ

Рассмотрим систему

𝑥̇1=0.1𝑥1+𝑢(𝜎)−2𝑓(𝑡), 𝑥̇2=−𝑥2+𝑢(𝜎)+𝑓(𝑡), 𝑥̇3=−2𝑥3+𝑢(𝜎)+0.5𝑓(𝑡), 𝜎=−0.14𝑥1. (25)

Здесь 𝑢=−1.11 и 𝜎<ℓ2 или 𝑢=5.3 и 𝜎>0.75, 𝑓(𝑡)=1+2 sin(𝑡+𝜙1)+5 sin(2𝑡) с периодом 𝑇 =2𝜋.
Найдём значения параметров 𝜙1 и ℓ2, при которых существует решение (25) с начальным
моментом времени 𝑡0 и периодом возврата, равным или кратным периоду функции 𝑓(𝑡), т.е.
𝑇𝑟 =2𝜋𝑘, 𝑘∈N.

Сначала найдём допустимые значения параметра 𝜙1, удовлетворяющие условиям 1) и 2)
теоремы (условиям замкнутости траектории) согласно порядку действий, предложенных в
п. 3. Расчёты выполнены в формате двойной точности (16 цифр), а результаты представлены
с тремя десятичными знаками.

1. Пусть 𝑡0=0. По формуле (18) строим функцию 𝐿(𝜙1)= 0.398 sin(𝜙1+1.471)+3.034.
2. Находим 𝐿inf =2.636>−1.11 и 𝐿sup =3.432< 5.3. Неравенства (10) выполняются для

любого 𝜙1 ∈ [0, 2𝜋).
3. Пусть 𝑘=1. По формуле (19) строим функцию

𝜏1(𝜙1)= 24.861−10 ln (0.348 sin(𝜙1+1.471)+10.034)

и eё график (рис. 2, а). Множеством значений 𝐸(𝜏1), отвечающих множеству допустимых
значений параметра 𝜙1, является отрезок [1.462, 2.153]∈ (0, 2𝜋).

Рис. 2. Графики функций 𝜏1(𝜙1) (а) и ℓ2(𝜙1) (б )

4. По формуле (20) cтроим функцию (рис. 2, б )

ℓ2(𝜙1)=
6.695 sin(𝜙1+1.471)+69.715

0.348 sin(𝜙1+1.471)+10.034
−4.354+

+0.699 sin
(︀
−51.244+20 ln(0.348 sin(𝜙1+1.471)+10.034)

)︀
+

+0.557 sin
(︀
−𝜙1−26.332+10 ln(0.348 sin(𝜙1+1.471)+10.034)

)︀
.

Имеем ℓ2(𝜙1) ⩾ ℓ𝑛2 = 0.460, а значит, ℓ𝑛2 < 0.75 = ℓ1. В этом случае находим наименьшее
значение функции ℓ2(𝜙1) на отрезке [0, 2𝜋] по формуле (21). Итак, ℓ2(0) = ℓ2(2𝜋) = 3.563 и
ℓmin
2 =ℓ2(3.584)=2.072. Тогда ℓinf2 =2.072>0.75=ℓ1, а значит, имеет место неравенство (11) для
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любого допустимого 𝜙1. Множеством значений 𝐸(ℓ2), отвечающих множеству допустимых
значений параметра 𝜙1, является отрезок [2.072, 3.999].

5. Заключаем, что условия 1) и 2) теоремы выполняются для любого 𝜙1 ∈ [0, 2𝜋).
Далее представим результаты численной реализации предложенного в п. 4 статьи алго-

ритма по нахождению параметров системы и решения.
Рассмотрим пример 1 с выполнением условий переключения (22), (23).
1. Задаём 𝑟=0 (т.е. 𝜙𝑟1=𝜙0

1=0) и 𝑚=6.
2. По формулам (19) и (20) находим 𝜏1(0)= 1.462 и ℓ2(0)= 3.563 соответственно.
3. Задаём 𝜀=10−3 и ℎ=0.1.
4. Рассчитываем значения функции 𝜎(𝑡) по формуле (6) и разность 3.563−𝜎(𝑡) для

𝑡∈ [0, 1.562] с шагом ℎ и переходим к п. 5.
4.1. Задаём новый шаг ℎ1 =0.01, рассчитываем значения функции 𝜎(𝑡) по формуле (6)

и разность 3.563−𝜎(𝑡) для 𝑡 ∈ (1.4, 1.5) с шагом ℎ1 = 0.01; далее переопределяем шаг по
формуле ℎ=ℎ1 и переходим к п. 5.1.

4.2. Задаём новый шаг ℎ1=0.001, рассчитываем значения функции 𝜎(𝑡) по формуле (6)
и разность 3.563−𝜎(𝑡) для 𝑡∈ (1.46, 1.47) с шагом ℎ1=0.001; далее переопределяем шаг по
формуле ℎ=ℎ1 и переходим к п. 5.2.

5. Значение 𝑡0+𝜏1=1.4 удовлетворяет неравенствам 3.563−𝜎(1.4)=0.107>0, 3.563−𝜎(1.5)=
=−0.060<0, и поскольку 3.563−𝜎(1.4)=0.107> 10−3, то возвращаемся к п. 4.1.

5.1. Значение 𝑡0+𝜏1=1.46 удовлетворяет неравенствам 3.563−𝜎(1.46)=0.004> 0, 3.563−
−𝜎(1.47)=−0.012< 0, и так как 3.563−𝜎(1.46)=0.004> 10−3, то возвращаемся к п. 4.2.

5.2. Значение 𝑡0+𝜏1=1.462 удовлетворяет неравенствам 3.563−𝜎(1.462)=0.000>0, 3.563−
−𝜎(1.463)=−0.000< 0, и поскольку 3.563−𝜎(1.462)=0.000< 10−3, то переходим к п. 6.

6. Находим 𝜌1= 𝜏1(0)−𝜏1=1.462−1.462=0.000.
6.1. Имеем 𝜌1<10−3, а значит, 𝑡0+𝜏1(0)=1.462 является моментом первого переключения

с точностью до 10−3; переходим к п. 7.
7. Рассчитываем значения функции 𝜎(𝑡) по формуле (6) и разность 0.750−𝜎(𝑡) для

𝑡∈ [1.462, 2𝜋+ℎ] с шагом ℎ; переходим к п. 8.
7.1. Задаём новый шаг ℎ1=0.01, рассчитываем значения функции 𝜎(𝑡) по формуле (6) и

разность 0.750−𝜎(𝑡) для 𝑡∈ (6.262, 6.362) с шагом ℎ1; далее переопределяем шаг по формуле
ℎ=ℎ1 и переходим к п. 8.1.

7.2. Задаём новый шаг ℎ1=0.001, рассчитываем значения функции 𝜎(𝑡) по формуле (6) и
разность 0.750−𝜎(𝑡) для 𝑡∈ (6.282, 6.292) с шагом ℎ1; далее переопределяем шаг по формуле
ℎ=ℎ1 и переходим к п. 8.2.

8. Значение 𝑡0+𝜏1(0)+𝜏2=6.262 удовлетворяет неравенствам 0.750−𝜎(6.262)=−0.008<0,
0.750−𝜎(6.362)=0.020> 0, а поскольку −0.008<−10−3=−𝜀, то переходим к п. 7.1.

8.1. Значение 𝑡0+𝜏1(0)+𝜏2=6.282 удовлетворяет неравенствам 0.750−𝜎(6.282)=−0.000<0,
0.750−𝜎(6.292)=0.000> 0, и так как −0.000>−10−3=−𝜀, то переходим к п. 9.

8.2. Значение 𝑡0+𝜏1(0)+𝜏2=6.283 удовлетворяет неравенствам 0.750−𝜎(6.283)=−0.000<0,
0.750−𝜎(6.284)=0.000> 0, и поскольку −0.000>−10−3=−𝜀, то переходим к п. 9.1.

9. Имеем разность 𝜌2=2𝜋−6.282=0.001, поскольку 𝜀⩽ 𝜌2<ℎ, то возвращаемся к п. 7.2.
9.1. Имеем 𝜌2 = 2𝜋− 6.283 = 0.000 < 10−3, а значит, 𝑡0+2𝜋 = 6.283 является моментом

второго переключения с точностью до 10−3 и переходим к п. 10.
10. Вывод: условия переключения выполняются; 𝑡0+𝜏1 = 𝑡0+𝜏

1 =1.462 и 𝑡0+2𝜋=6.283
являются моментами переключения с точностью до 𝜀=10−3 для 𝜙0

1=0 и ℓ2=3.563.
Рассмотрим теперь пример 2 с нарушением условия переключения (23).
1. Задаём 𝑟=1, т.е. 𝜙𝑟1=𝜙1

1=𝜋/3.
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2. Значения 𝜏1(𝜋/3)= 1.601 и ℓ2(𝜋/3)= 3.998 находим по формулам (19) и (20) соответ-
ственно.

3. Задаём 𝜀=10−3 и ℎ=0.001.
4. Рассчитываем значения функции 𝜎(𝑡) по формуле (6) и разность 3.998−𝜎(𝑡) для

𝑡∈ [0, 1.602] с шагом ℎ и переходим к п. 5.
5. Значение 𝑡0+𝜏1=1.601 удовлетворяет неравенствам 3.998−𝜎(1.601)=0.000>0, 3.998−

−𝜎(1.602)=−0.000< 0, и поскольку 0.000< 10−3, то переходим к п. 6.
6. Находим разность 𝜌1= 𝜏1(𝜋/3)−𝜏1=1.601−1.601=0.000.
6.1. Имеем 𝜌1< 10−3, а значит 𝑡0+𝜏1(𝜋/3)= 1.601 является моментом первого переклю-

чения с точностью до 10−3 и переходим к п. 7.
7. Рассчитываем значения функции 𝜎(𝑡) по формуле (6) и разность 0.750−𝜎(𝑡) для

𝑡∈ [1.601, 2𝜋+ℎ] с шагом ℎ и переходим к п. 8.
8. Значение 𝑡0+𝜏1(𝜋/3)+𝜏2=6.219 удовлетворяет неравенствам 0.750−𝜎(6.219)=−0.000<0,

0.750−𝜎(6.220)=0.000> 0, и так как −0.000>−10−3=−𝜀, то переходим к п. 9.
9. Разность 𝜌2 = 2𝜋− 6.219 = 0.064 > 10−3 удовлетворяет неравенству 𝜌2 ⩾ ℎ, а значит

условие переключения (23) не выполняется; значение 𝑡0+2𝜋=6.283 не является моментом
второго переключения с точностью до 10−3; задаём следующее значение индекса 𝑟1=𝑟+1=2
и переопределяем его по формуле 𝑟=𝑟1. Поскольку 𝑟=2⩽6, то вычисляем 𝜙𝑟1 по формуле (24)
и возвращаемся к п. 2.

Результаты вычисления параметров системы и решения представлены в таблице. Коор-
динаты точек переключения рассчитаны по формулам (14) в случае, когда выполнены оба
условия переключения. Таким образом, среди значений параметра 𝜙1 из отрезка [0, 2𝜋] с
шагом, равным 𝜋/3, для 𝑚=6 найдены два значения 𝜙0

1=𝜙
6
1=0 и 𝜙5

1=5𝜋/3, при которых
выполняются все условия теоремы, а значит установлены значения параметров системы,
при которых существуют 2𝜋-периодические решения системы (25).

Таблица. Значения параметров системы и решения для 𝑚=6, 𝜀=10−3

Параметр
𝜙1

0 𝜋/3 2𝜋/3 𝜋/2 4𝜋/3 5𝜋/3

𝜏1 1.462 1.601 1.945 2.153 2.006 1.660

ℓ2 3.563 3.998 3.339 2.203 2.268 2.974

𝑥11 −5.357 — — — — −5.357

𝑥21 −25.451 — — — — −21.247

𝑥12 3.260 — — — — 2.882

𝑥22 4.419 — — — — 2.646

𝑥13 2.074 — — — — 1.828

𝑥23 0.987 — — — — 0.381

На рис. 3 представлена траектория 2𝜋-периодического двухточечно-колебательного реше-
ния системы (25) для значения 𝜙1=0 c точками переключения 𝑋1=(−5.357, 3.260, 2.074)T,
𝑋2=(−25.451, 4.419, 0.987)T. Гиперплоскости переключения 𝐿1 и 𝐿2 задаются уравнениями
−0.14𝑥1=0.750 и −0.14𝑥1=3.563 соответственно (ориентированы ортогонально оси 𝑥1). Изоб-
ражающая точка решения начинает своё движение в 𝑋1 ∈𝐿1 при 𝑡0=0, за время 𝜏1=1.462
попадает в 𝑋2∈𝐿2, затем за 𝜏2=4.821 возвращается в начальную точку 𝑋1. Далее движение
от 𝐿1 до 𝐿2 и обратно повторяется по этой траектории.
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Рис. 3. Траектория 2𝜋-периодического решения
системы (25)

Рис. 4. Значения параметра 𝜙1

На рис. 4 приведены значения параметра 𝜙1 из отрезка [0, 2𝜋] с шагом, равным 0.01𝜋, для
𝑚=200 на окружности большего радиуса, когда выполняется условие переключения (22),
на окружности меньшего радиуса, когда выполняется условие переключения (23).
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The object of research is an 𝑛-dimensional system of ordinary differential equations that contains
a constant diagonal matrix with real eigenvalues, two-position relay nonlinearity of hysteresis type
with a parameter and a continuous periodic perturbation function with a parameter. In the case of
a special type of feedback vector (one non-zero element), we obtain conditions for system parameters
that ensure the existence of a unique two-point oscillatory periodic solution with a period multiple
of the perturbation function period. We establish a functional dependence of the nonlinearity para-
meter on the perturbation function parameter. Influence of perturbation function parameter values
on the existence of the solution is investigated. We offer an algorithm for seeking system parameters
and the instant of the first relay switching in the case when the solution period is given. Theoreti-
cal results, including the proposed algorithm, are illustrated by the example of a three-dimensional
system.

Keywords: system of ordinary differential equations, relay nonlinearity with hysteresis, periodic pertur-
bation function, two-point oscillatory periodic solution, switching points and instants, system parameter
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