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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть R обозначает числовую прямую, Λ=(0,+∞), Λ=[0,+∞), 𝑉 — вещественное беско-
нечномерное гильбертово пространство с нормой ‖·‖. Определим симметричные билинейные
формы 𝑎 : 𝑉 ×𝑉 →R, 𝑏 : 𝑉 ×𝑉 →R и 𝑐 : 𝑉 ×𝑉 →R, удовлетворяющие условиям:

1) для любого элемента 𝑣∈𝑉 и фиксированных положительных констант 𝛼1 и 𝛼2 спра-
ведливы соотношения положительной определённости и ограниченности

𝛼1‖𝑣‖2⩽ 𝑎(𝑣, 𝑣)⩽𝛼2‖𝑣‖2;

2) для любого ненулевого элемента 𝑣 ∈ 𝑉 выполняется неравенство положительности
𝑏(𝑣, 𝑣)> 0;

3) для слабо сходящейся последовательности 𝑣𝑖 в пространстве 𝑉 при 𝑖→∞ к некоторому
элементу 𝑣 ∈𝑉 (𝑣𝑖⇀𝑣) имеет место сходимость 𝑏(𝑣𝑖, 𝑣𝑖)→ 𝑏(𝑣, 𝑣) при 𝑖→∞;

4) справедливо представление 𝑐(𝑢, 𝑣)=𝑓(𝑢)𝑓(𝑣) для любых элементов 𝑢, 𝑣∈𝑉, где 𝑓 : 𝑉 →
→R — линейный ограниченный функционал, такой что codim𝑉0=1, 𝑉0={𝑣 : 𝑣∈𝑉, 𝑓(𝑣)=0}.

В работе изучается класс математических моделей нагруженных механических систем
[1–3], которые формулируются в виде следующей параметрической задачи на собственные
значения в гильбертовом пространстве.

Задача 1. При фиксированных 𝜉, 𝜇∈Λ найти 𝜆=𝜆(𝜉, 𝜇)∈R и 𝑢=𝑢(𝜉, 𝜇)∈𝑉 ∖{0} такие,
что

𝑎(𝑢, 𝑣)+𝜉𝑐(𝑢, 𝑣)=𝜆(𝑏(𝑢, 𝑣)+𝜇𝑐(𝑢, 𝑣)), 𝑣 ∈𝑉.
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Для данного класса математических моделей гильбертово пространство 𝑉 определяется
как прямое произведение пространств Соболева [4, 5]. Физические параметры задачи 𝜉, 𝜇∈Λ
задают параметры нагружения механической системы конструкция–груз–опора, 𝜇 — масса
присоединённого груза, 𝜉 — коэффициент упругости опоры присоединённого груза. Собствен-
ные значения задачи 𝜆=𝜆(𝜉, 𝜇) определяют резонансные частоты колебаний, а собственные
элементы задачи 𝑢=𝑢(𝜉, 𝜇) — резонансные формы колебаний.

Чтобы исследовать асимптотические свойства решений на границе интервала Λ, введём
следующие вспомогательные задачи.

Задача 2. Найти число 𝜈 ∈R и элемент 𝑤∈𝑉0 ∖{0} такие, что

𝑎(𝑤, 𝑣)= 𝜈𝑏(𝑤, 𝑣), 𝑣 ∈𝑉0.

Задача 3. При фиксированных значениях 𝜉 ∈Λ и 𝜇∈Λ найти 𝜈0 = 𝜈0(𝜉, 𝜇)∈R и 𝑤0 =
=𝑤0(𝜉, 𝜇)∈𝑉 ∖{0} такие, что

𝑎(𝑤0, 𝑣)+𝜉 𝑐(𝑤0, 𝑣)= 𝜈0 𝜇 𝑐(𝑤0, 𝑣), 𝑣 ∈𝑉.

Задача 4. Найти элемент 𝑣0 ∈𝑉 такой, что

𝑎(𝑣0, 𝑣)= 𝑓(𝑣), 𝑣 ∈𝑉. (1)

Существуют [6] конечнократные собственные значения 𝜆𝑘=𝜆𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑘=0, 1, . . ., задачи 1,
занумерованные в порядке неубывания (𝜆𝑘 →∞, 𝑘→∞), и соответствующие ортонормиро-
ванные собственные элементы 𝑢𝑘=𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑘=0, 1, . . ., такие, что 𝑎(𝑢𝑖, 𝑢𝑗)+𝜉 𝑐(𝑢𝑖, 𝑢𝑗)=𝜆𝑖𝛿𝑖𝑗 ,
𝑏(𝑢𝑖, 𝑢𝑗)+𝜇 𝑐(𝑢𝑖, 𝑢𝑗)= 𝛿𝑖𝑗 , где 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера, 𝑖, 𝑗=0, 1, . . .

Существуют [6] конечнократные собственные значения 𝜈𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . ., задачи 2, зану-
мерованные в порядке неубывания (𝜈𝑘 →∞, 𝑘→∞), и соответствующие ортонормирован-
ные собственные элементы 𝑤𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . ., такие, что 𝑎(𝑤𝑖, 𝑤𝑗) = 𝜈𝑖𝛿𝑖𝑗 , 𝑏(𝑤𝑖, 𝑤𝑗) = 𝛿𝑖𝑗 при
𝑖, 𝑗=1, 2, . . .

Единственное простое собственное значение 𝜈0(𝜉, 𝜇) и единственный нормированный соб-
ственный элемент 𝑤0(𝜉, 𝜇), такой что 𝑓(𝑤0(𝜉, 𝜇))=1/

√
𝜇, задачи 3 определяются [5] форму-

лами
𝜈0(𝜉, 𝜇)=

𝜉

𝜇
+

1

𝜇 𝑓(𝑣0)
, 𝑤0(𝜉, 𝜇)=

𝑣0√
𝜇 𝑓(𝑣0)

, (2)

где 𝑣0 — единственное решение вариационного уравнения (1).
Для 𝜉, 𝜇∈Λ введём следующие обозначения:

𝑎(𝜉, 𝑢, 𝑣)= 𝑎(𝑢, 𝑣)+𝜉𝑐(𝑢, 𝑣), 𝑏(𝜇, 𝑢, 𝑣)= 𝑏(𝑢, 𝑣)+𝜇𝑐(𝑢, 𝑣), 𝑢, 𝑣 ∈𝑉,

𝑅(𝜉, 𝜇, 𝑣)=
𝑎(𝜉, 𝑣, 𝑣)

𝑏(𝜇, 𝑣, 𝑣)
, 𝑣 ∈𝑉 ∖{0},

𝑊⊥(𝜇)= {𝑣 : 𝑣 ∈𝑉, 𝑏(𝜇, 𝑣, 𝑤)= 0, 𝑤∈𝑊},

где 𝑊 — подпространство пространства 𝑉.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Для фиксированного 𝜉 ∈Λ справедлива сходимость 0<𝜈0(𝜉, 𝜇)−𝜆0(𝜉, 𝜇)→ 0
при 𝜇→∞, 𝑤0(𝜉, 𝜇)−𝑢0(𝜉, 𝜇)→ 0 в 𝑉 при 𝜇→∞, если 𝑓(𝑢0(𝜉, 𝜇))> 0.

Доказательство. Применяя принцип минимума теоремы 2 из работы [6], получаем

𝜆0(𝜉, 𝜇)=𝑅(𝜉, 𝜇, 𝑢0(𝜉, 𝜇))= min
𝑣∈𝑉 ∖{0}

𝑅(𝜉, 𝜇, 𝑣)⩽𝑅(𝜉, 𝜇, 𝑤0(𝜉, 1))<
1

𝜇
𝜈0(𝜉, 1)= 𝜈0(𝜉, 𝜇)→ 0
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при 𝜇→∞, 𝑓(𝑤0(𝜉, 1))=1. Кроме того, выполняется неравенство 𝜇𝜆0(𝜉, 𝜇)<𝜈0(𝜉, 1), а также
𝜆0(𝜉, 𝜇)<𝜈0(𝜉, 𝜇) и 𝜆0(𝜉, 𝜇)→ 0 при 𝜇→∞. Полагая ̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇)=√

𝜇𝑢0(𝜉, 𝜇), будем иметь

𝛼1‖̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇)‖2⩽ 𝑎(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇), ̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇))+𝜉𝑐(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇), ̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇))=𝜇𝜆0(𝜉, 𝜇)<𝜈0(𝜉, 1).

Поэтому из любой последовательности 𝜇′ → ∞ можно выделить подпоследовательность
𝜇′′ → ∞ такую, что ̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇)⇀ ̃︀𝑤 в 𝑉, 𝑓(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇)) → 𝑓( ̃︀𝑤), 𝜇𝜆0(𝜉, 𝜇) → ̃︀𝜈 при 𝜇 = 𝜇′′ → ∞,
где ̃︀𝑤 ∈ 𝑉. С учётом условия нормировки 𝑏(𝑢0(𝜉, 𝜇), 𝑢0(𝜉, 𝜇))+𝜇𝑐(𝑢0(𝜉, 𝜇), 𝑢0(𝜉, 𝜇)) = 1 полу-
чим 𝜇−1𝑏(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇), ̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇))+𝑐(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇), ̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇))=1. Переходя здесь к пределу при 𝜇=𝜇′′→∞,
выводим 𝑐( ̃︀𝑤, ̃︀𝑤)= 1, следовательно, 𝑓( ̃︀𝑤)= 1.

Совершая для любого элемента 𝑣 ∈𝑉 предельный переход в вариационном уравнении

𝑎(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇), 𝑣)+𝜉𝑐(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇), 𝑣)=𝜆0(𝜉, 𝜇)(𝑏(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇), 𝑣)+𝜇𝑐(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇), 𝑣))
при 𝜇=𝜇′′→∞, получаем равенство 𝑎( ̃︀𝑤, 𝑣)+𝜉𝑐( ̃︀𝑤, 𝑣)= ̃︀𝜈𝑐( ̃︀𝑤, 𝑣) для любого элемента 𝑣 ∈𝑉,
где ̃︀𝑤∈𝑉 ∖{0}. Следовательно, ̃︀𝜈 и ̃︀𝑤 являются решениями задачи 3 при 𝜇=1, ̃︀𝜈= 𝜈0(𝜉, 1),̃︀𝑤=𝑤0(𝜉, 1), 𝑓(𝑤0(𝜉, 1))= 1. Установлено также, что 𝜈0(𝜉, 1)−𝜆0(𝜉, 𝜇)𝜇→ 0 при 𝜇=𝜇′′→∞.

Пусть для последовательности 𝜇′→∞ существует положительная константа 𝑐 такая, что
𝜈0(𝜉, 1)−𝜆0(𝜉, 𝜇)𝜇⩾𝑐 при 𝜇=𝜇′→∞. Тогда из последовательности 𝜇′→∞ выделим, как и вы-
ше, подпоследовательность 𝜇′′→∞, которая приводит к противоречию 𝜈0(𝜉, 1)−𝜆0(𝜉, 𝜇)𝜇→ 0
при 𝜇 = 𝜇′′ → ∞. Теперь для произвольной последовательности 𝜇′ → ∞ имеем 𝜈0(𝜉, 1)−
−𝜆0(𝜉, 𝜇)𝜇→ 0 при 𝜇=𝜇′→∞, т.е. 𝜈0(𝜉, 1)−𝜆0(𝜉, 𝜇)𝜇→ 0 при 𝜇→∞.

Обозначим 𝜀(𝜉, 𝜇)= 𝜈0(𝜉, 1)−𝜆0(𝜉, 𝜇)𝜇, тогда 𝜀(𝜉, 𝜇)→ 0 при 𝜇→∞. Так как 𝜀(𝜉, 𝜇)𝜇−1=
= 𝜈0(𝜉, 1)𝜇

−1−𝜆0(𝜉, 𝜇) = 𝜈0(𝜉, 𝜇)−𝜆0(𝜉, 𝜇), выводим 0<𝜈0(𝜉, 𝜇)−𝜆0(𝜉, 𝜇) = 𝜀(𝜉, 𝜇)𝜇−1 → 0 при
𝜇→∞.

Сходимость ̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇)→ ̃︀𝑤 в 𝑉 при 𝜇=𝜇′′→∞ ( ̃︀𝑤=𝑤0(𝜉, 1)) вытекает из соотношений

𝛼1‖̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇)− ̃︀𝑤‖2⩽ 𝑎(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇)− ̃︀𝑤, ̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇)− ̃︀𝑤)+𝜉𝑐(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇)− ̃︀𝑤, ̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇)− ̃︀𝑤)=
=𝜆0(𝜉, 𝜇)𝑏(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇), ̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇))+𝜆0(𝜉, 𝜇)𝜇𝑐(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇), ̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇))−2𝜆0(𝜉, 𝜇)𝑏(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇), ̃︀𝑤)−

−2𝜆0(𝜉, 𝜇)𝜇𝑐(̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇), ̃︀𝑤)+𝜈0(𝜉, 1)→ 𝜈0(𝜉, 1)−2𝜈0(𝜉, 1)+𝜈0(𝜉, 1)=0

при 𝜇= 𝜇′′ →∞. В силу простоты 𝜈0(𝜉, 1) имеем ‖̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 1)‖→ 0 при 𝜇→∞. По-
этому 𝛿(𝜉, 𝜇) = ‖̃︀𝑢0(𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 1)‖=

√
𝜇 ‖𝑢0(𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇)‖→ 0 при 𝜇→∞. Следовательно,

‖𝑢0(𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇)‖= 𝛿(𝜉, 𝜇)𝜇−0.5→ 0 при 𝜇→∞, 𝑓(𝑢0(𝜉, 𝜇))> 0, 𝜇∈Λ. Теорема доказана.
Отметим, что согласно теореме 1 основная собственная частота (основной тон) систе-

мы конструкция–груз–опора приближается с ростом массы груза 𝜇 к собственной частоте
𝜔(𝜉, 𝜇) системы опора–груз–опора 𝜔(𝜉, 𝜇)=

√︀
𝜈0(𝜉, 𝜇)=

√︀
(𝜉+κ)/𝜇, κ=(𝑓(𝑣0))

−1, где κ и 𝜉 —
коэффициенты упругости опор [4].

Теорема 2. Для фиксированного 𝜉 ∈ Λ имеет место сходимость 0⩽ 𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)−𝜈𝑘 → 0
при 𝜇→∞, 𝑘 ∈N. Из любой последовательности 𝜇′ →∞ можно выделить подпоследова-
тельность 𝜇′′ →∞, для которой существуют ортонормированные собственные элементы
𝑤𝑘, 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑘 ∈ N, такие, что 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)→ 𝑤𝑘 в 𝑉 (𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)) =𝑂(1/𝜇)) при 𝜇= 𝜇′′ →∞,
𝑏(𝑤𝑘, 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)) > 0, 𝑘 ∈ N. Для простого 𝜈𝑘 выполняется сходимость 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇) → 𝑤𝑘 в 𝑉
(𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))=𝑂(1/𝜇)) при 𝜇→∞, 𝑏(𝑤𝑘, 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))> 0, 𝑘∈N.

Доказательство. Пусть 𝑘=1. Для подпространства 𝐸𝑘(𝜉, 𝜇) = span{𝑢0(𝜉, 𝜇), 𝑢1(𝜉, 𝜇), . . .
. . . , 𝑢𝑘−1(𝜉, 𝜇)} имеем (𝐸𝑘(𝜉, 𝜇))

⊥(𝜇) = span{𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑢𝑘+1(𝜉, 𝜇), . . .}. Из условия ортогональ-
ности 𝑏(𝑢𝑖(𝜉, 𝜇), 𝑢𝑗(𝜉, 𝜇))+𝜇𝑐(𝑢𝑖(𝜉, 𝜇), 𝑢𝑗(𝜉, 𝜇)) = 𝛿𝑖𝑗 для 𝑖, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑘 вытекает линейная
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независимость системы элементов 𝑢0(𝜉, 𝜇), 𝑢1(𝜉, 𝜇), . . . , 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇) из 𝐸𝑘+1(𝜉, 𝜇). Введём систе-
му элементов 𝑣𝑖(𝜉, 𝜇) = 𝑢𝑖(𝜉, 𝜇)− 𝑐𝑖𝑢0(𝜉, 𝜇), 𝑐𝑖 = 𝑓(𝑢𝑖(𝜉, 𝜇))/𝑓(𝑢0(𝜉, 𝜇)), 𝑖= 1, 2, . . . , 𝑘, принад-
лежащую 𝐸𝑘+1(𝜉, 𝜇). Так как 𝑓(𝑣𝑖(𝜉, 𝜇)) = 0, то элементы 𝑣𝑖(𝜉, 𝜇), 𝑖= 1, 2, . . . , 𝑘, принадле-
жат 𝑉0. Покажем, что система элементов 𝑣𝑖(𝜉, 𝜇), 𝑖= 1, 2, . . . , 𝑘, является линейно незави-
симой системой из подпространства 𝐸𝑘+1(𝜉, 𝜇)∩𝑉0. Действительно, из равенств 𝛼1𝑣1(𝜉, 𝜇)+
+𝛼2𝑣2(𝜉, 𝜇)+ . . .+𝛼𝑘𝑣𝑘(𝜉, 𝜇) =𝛼0𝑢0(𝜉, 𝜇)+𝛼1𝑢1(𝜉, 𝜇)+𝛼2𝑢2(𝜉, 𝜇)+ . . .+𝛼𝑘𝑢𝑘(𝜉, 𝜇) = 0, где 𝛼0 =
=−𝛼1𝑐1−𝛼2𝑐2−. . .−𝛼𝑘𝑐𝑘, следует 𝛼𝑖=0, 𝑖=0, 1, . . . , 𝑘. А это означает выполнение требуемого
свойства линейной независимости.

Поскольку в подпространстве 𝐸𝑘+1(𝜉, 𝜇)∩𝑉0 содержится линейно независимая система
элементов 𝑣𝑖(𝜉, 𝜇), 𝑖=1, 2, . . . , 𝑘, то размерность подпространства 𝐸𝑘+1(𝜉, 𝜇)∩𝑉0 не меньше,
чем 𝑘. Следовательно, при 𝜇∈Λ согласно теоремам 2 и 3 из работы [6] выводим

𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)= max
𝑣∈𝐸𝑘+1(𝜉,𝜇)∖{0}

𝑅(𝜉, 𝜇, 𝑣)⩾ max
𝑣∈𝐸𝑘+1(𝜉,𝜇)∩𝑉0∖{0}

𝑅(𝜉, 𝜇, 𝑣)⩾ 𝜈𝑘,

𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)= min
𝑣∈(𝐸𝑘(𝜉,𝜇))⊥(𝜇)∖{0}

𝑅(𝜉, 𝜇, 𝑣)⩽𝑅(𝜉, 𝜇, ̃︀𝑤(𝜉, 𝜇)),
где ̃︀𝑤(𝜉, 𝜇)=𝑤𝑘−

∑︀𝑘−1
𝑖=0 𝑏(𝑤𝑘, 𝑢𝑖(𝜉, 𝜇))𝑢𝑖(𝜉, 𝜇)∈ (𝐸𝑘(𝜉, 𝜇))

⊥(𝜇)∖{0} при 𝜇→∞, ̃︀𝑤(𝜉, 𝜇)→𝑤𝑘 в 𝑉,
𝛽𝑘(𝜉, 𝜇)=𝑅(𝜉, 𝜇, ̃︀𝑤(𝜉, 𝜇))→ 𝜈𝑘 при 𝜇→∞. Поэтому получим 𝜈𝑘 ⩽𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)⩽𝛽𝑘(𝜉, 𝜇)→ 𝜈𝑘 при
𝜇→∞. Отсюда заключаем, что 𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)→ 𝜈𝑘 при 𝜇→∞.

Поскольку 𝛼1‖𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)‖2 ⩽ 𝑎(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))+𝜉𝑐(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)) = 𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)⩽ 𝜆𝑘(𝜉, 0), то
‖𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)‖2⩽𝜆𝑘(𝜉, 0)/𝛼1. Следовательно, из любой последовательности 𝜇′→∞ можно выде-
лить подпоследовательность 𝜇′′→∞ такую, что 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)⇀𝑤 в 𝑉 (𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))→𝑓(𝑤)) при 𝜇=
=𝜇′′→∞, где 𝑤∈𝑉. Поэтому из равенства 𝑎(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑣)+𝜉𝑐(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑣)−𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)𝑏(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑣)=
=𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)𝜇 𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)) 𝑓(𝑣) для 𝑣 ∈𝑉, 𝑓(𝑣) ̸=0, получим 𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))=𝑂(1/𝜇) при 𝜇=𝜇′′→∞.
Отсюда 𝑓(𝑤)=0 и 𝑤∈𝑉0. Из равенства 𝑏(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))+𝜇 𝑐(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))=1 выводим
𝑏(𝑤,𝑤)= 1 и 𝑤 ̸=0.

Итак, существует элемент 𝑤∈𝑉0 такой, что 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)⇀𝑤 в 𝑉 (𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))→0) при 𝜇=𝜇′′→
→∞. Предельный переход в уравнении 𝑎(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑣) = 𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)𝑏(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑣) для любого эле-
мента 𝑣 ∈𝑉0 при 𝜇=𝜇′′ →∞ приводит к равенству 𝑎(𝑤, 𝑣)= 𝜈𝑘𝑏(𝑤, 𝑣) для любого элемента
𝑣 ∈𝑉0, поэтому 𝜈𝑘 и 𝑤=𝑤𝑘 являются решениями задачи 2.

Сходимость 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)→𝑤 в 𝑉 при 𝜇=𝜇′′→∞, 𝑤=𝑤𝑘 вытекает из соотношений

𝛼1‖𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)−𝑤‖2⩽ 𝑎(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)−𝑤, (𝜉, 𝜇)−𝑤)+𝜉𝑐(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)−𝑤, 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)−𝑤)=

=𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)𝑏(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))+𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)𝜇𝑐(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))−2𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)𝑏(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑤)+𝜈𝑘 → 0.

Повторив предыдущие рассуждения для номеров 𝑘⩾ 2, получим утверждение теоремы.
Теорема 3. Для фиксированного 𝜇∈Λ имеет место сходимость 0⩽ 𝜈𝑘+1−𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)→ 0

при 𝜉→∞, 𝑘=0, 1, . . . Из любой последовательности 𝜉′→∞ можно выделить подпоследова-
тельность 𝜉′′ →∞, для которой существуют ортонормированные собственные элементы
𝑤𝑘, 𝑘=1, 2, . . ., и 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑘=0, 1, . . ., такие, что 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)→𝑤𝑘+1 в 𝑉 (𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))=𝑂(1/𝜉))
при 𝜉= 𝜉′′→∞, 𝑏(𝑤𝑘+1, 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))>0, 𝑘=0, 1, . . . Для простого числа 𝜈𝑘+1 выполняется сходи-
мость 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)→𝑤𝑘+1 в 𝑉 (𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))=𝑂(1/𝜉)) при 𝜉→∞, 𝑏(𝑤𝑘+1, 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))> 0, 𝑘=0, 1, . . .

Доказательство теоремы проводится аналогично доказательству теоремы 2.
Теорема 4. При достаточно малых |𝜉− 𝜁| и |𝜇−𝜂| ортонормированные собственные

элементы 𝑢𝑘(𝜉, 𝜇) и 𝑢𝑘(𝜁, 𝜂) можно выбрать так, чтобы выполнялись следующие оценки
возмущения:

|𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)−𝜆𝑘(𝜁, 𝜂)|⩽ 𝑐(|𝜉−𝜁|+ |𝜇−𝜂|), ‖𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)−𝑢𝑘(𝜁, 𝜂)‖⩽ 𝑐(|𝜉−𝜁|+ |𝜇−𝜂|),
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где константа 𝑐 не зависит от величин |𝜉−𝜁| и |𝜇−𝜂|, направления собственных элементов
выбраны согласно неравенству 𝑏(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑢𝑘(𝜁, 𝜂))> 0, 𝜉, 𝜇, 𝜁, 𝜂 ∈Λ.

Доказательство теоремы проводится аналогично доказательствам лемм 1 и 2 из ра-
боты [7].

Теорема 5. Пусть 𝑀 = [𝛼, 𝛽), 0⩽𝛼<𝛽⩽+∞. Пусть при фиксированном 𝜉 ∈Λ собст-
венное значение 𝜆𝑘(𝜉, 𝜇) является простым для всех 𝜇∈𝑀 . Тогда 𝜆𝑘(𝜉, 𝜇), 𝜇∈𝑀 , будет либо
непрерывной убывающей функцией при 𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)) ̸= 0, 𝜇 ∈𝑀 , либо постоянной функцией
при 𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))= 0, 𝜇∈𝑀 .

Пусть при фиксированном 𝜇∈Λ собственное значение 𝜆𝑘(𝜉, 𝜇) является простым для
всех 𝜇 ∈𝑀 . Тогда 𝜆𝑘(𝜉, 𝜇), 𝜉 ∈𝑀 , будет либо непрерывной возрастающей функцией при
𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)) ̸=0, 𝜉 ∈𝑀 , либо постоянной функцией при 𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))= 0, 𝜉 ∈𝑀 .

Доказательство проводится аналогично доказательству леммы 3 из работы [5].
Результаты теорем 1–5 обобщают результаты работ [4, 5] на случай задачи 1 в абстракт-

ном гильбертовом пространстве 𝑉.
Введём конечномерные подпространства 𝑉ℎ гильбертова пространства 𝑉 размерности

𝑁 =𝑁ℎ, удовлетворяющие следующему условию:
5) имеет место сходимость 𝜀ℎ(𝑣)= inf𝑣ℎ∈𝑉ℎ

‖𝑣−𝑣ℎ‖→0 при ℎ→0 и для любого элемента 𝑣
из пространства 𝑉.

Обозначим 𝐸ℎ(𝑊 )= sup𝑤∈𝑊, ‖𝑤‖=1 𝜀ℎ(𝑤), где 𝑊 — подпространство пространства 𝑉.
Задачи 1–4 будем аппроксимировать следующими конечномерными задачами.
Задача 1h. При фиксированных 𝜉, 𝜇∈Λ найти 𝜆ℎ=𝜆ℎ(𝜉, 𝜇)∈R и 𝑢ℎ=𝑢ℎ(𝜉, 𝜇)∈𝑉ℎ ∖{0}

такие, что
𝑎(𝑢ℎ, 𝑣ℎ)+𝜉𝑐(𝑢ℎ, 𝑣ℎ)=𝜆ℎ(𝑏(𝑢ℎ, 𝑣ℎ)+𝜇𝑐(𝑢ℎ, 𝑣ℎ)), 𝑣ℎ ∈𝑉ℎ. (3)

Задача 2h. Для 𝑉0ℎ=𝑉0∩𝑉ℎ найти 𝜈ℎ ∈R и 𝑤ℎ ∈𝑉0ℎ ∖{0} такие, что

𝑎(𝑤ℎ, 𝑣ℎ)= 𝜈ℎ𝑏(𝑤ℎ, 𝑣ℎ), 𝑣ℎ ∈𝑉0ℎ. (4)

Задача 3h. Для заданных 𝜉 ∈Λ и 𝜇∈Λ найти 𝜈ℎ0 = 𝜈ℎ0 (𝜉, 𝜇)∈R и 𝑤ℎ
0 =𝑤ℎ

0 (𝜉, 𝜇)∈𝑉ℎ ∖{0}
такие, что

𝑎(𝑤ℎ
0 , 𝑣

ℎ)+𝜉 𝑐(𝑤ℎ
0 , 𝑣

ℎ)= 𝜈ℎ0 𝜇 𝑐(𝑤
ℎ
0 , 𝑣

ℎ), 𝑣ℎ ∈𝑉ℎ.

Задача 4h. Найти элемент 𝑣ℎ0 ∈𝑉ℎ такой, что

𝑎(𝑣ℎ0 , 𝑣
ℎ)= 𝑓(𝑣ℎ), 𝑣ℎ ∈𝑉ℎ. (5)

Существуют [6] собственные значения 𝜆ℎ𝑘 =𝜆
ℎ
𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑘=0, 1, . . . , 𝑁−1, задачи 1h, зануме-

рованные в порядке неубывания, и соответствующие собственные элементы 𝑢ℎ𝑘 = 𝑢ℎ𝑘(𝜉, 𝜇),
𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1, такие, что 𝑎(𝑢ℎ𝑖 , 𝑢

ℎ
𝑗 )+ 𝜉 𝑐(𝑢ℎ𝑖 , 𝑢

ℎ
𝑗 ) = 𝜆ℎ𝑖 𝛿𝑖𝑗 , 𝑏(𝑢

ℎ
𝑖 , 𝑢

ℎ
𝑗 )+𝜇 𝑐(𝑢ℎ𝑖 , 𝑢

ℎ
𝑗 ) = 𝛿𝑖𝑗 при

𝑖, 𝑗=0, 1, . . . , 𝑁−1.
Существуют [6] собственные значения 𝜈ℎ𝑘 , 𝑘=1, 2, . . . , 𝑁−1, задачи 2h, занумерованные в

порядке неубывания, и соответствующие собственные элементы 𝑤ℎ
𝑘 , 𝑘=1, 2, . . . , 𝑁−1, такие,

что 𝑎(𝑤ℎ
𝑖 , 𝑤

ℎ
𝑗 )= 𝜈ℎ𝑖 𝛿𝑖𝑗 , 𝑏(𝑤

ℎ
𝑖 , 𝑤

ℎ
𝑗 )= 𝛿𝑖𝑗 при 𝑖, 𝑗=1, 2, . . . , 𝑁−1.

Единственное простое собственное значение 𝜈ℎ0 (𝜉, 𝜇) и единственный нормированный соб-
ственный элемент 𝑤ℎ

0 (𝜉, 𝜇) (𝑓(𝑤ℎ
0 (𝜉, 𝜇))= 1/

√
𝜇) задачи 3h определяются [5] формулами

𝜈ℎ0 (𝜉, 𝜇)=
𝜉

𝜇
+

1

𝜇 𝑓(𝑣ℎ0 )
, 𝑤ℎ

0 (𝜉, 𝜇)=
𝑣ℎ0√

𝜇 𝑓(𝑣ℎ0 )
, (6)

где 𝑣ℎ0 — единственное решение вариационного уравнения (5). Формулы (6) являются ко-
нечномерными аналогами формул (2).
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Теорема 6. Для заданного 𝜉∈Λ имеет место сходимость 0<𝜈ℎ0 (𝜉, 𝜇)−𝜆ℎ0(𝜉, 𝜇)→ 0 при
𝜇→∞, 𝑤ℎ

0 (𝜉, 𝜇)−𝑢ℎ0(𝜉, 𝜇)→ 0 в 𝑉ℎ при 𝜇→∞, если 𝑓(𝑢ℎ0(𝜉, 𝜇))> 0.
Теорема 7. Для фиксированного 𝜉∈Λ имеет место сходимость 0⩽𝜆ℎ𝑘(𝜉, 𝜇)−𝜈ℎ𝑘 → 0 при

𝜇→∞, 𝑘=1, 𝑁−1. Из любой последовательности 𝜇′ →∞ можно выделить подпоследова-
тельность 𝜇′′ →∞, для которой существуют ортонормированные собственные элементы
𝑤ℎ
𝑘 , 𝑢

ℎ
𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑘=1, 𝑁−1, такие, что 𝑢ℎ𝑘(𝜉, 𝜇)→𝑤ℎ

𝑘 в 𝑉ℎ (𝑓(𝑢ℎ𝑘(𝜉, 𝜇))=𝑂(1/𝜇)) при 𝜇=𝜇′′→∞,
𝑏(𝑤ℎ

𝑘 , 𝑢
ℎ
𝑘(𝜉, 𝜇))>0, 𝑘=1, 𝑁−1. Для простого числа 𝜈ℎ𝑘 выполняется сходимость 𝑢ℎ𝑘(𝜉, 𝜇)→𝑤ℎ

𝑘

в 𝑉ℎ (𝑓(𝑢ℎ𝑘(𝜉, 𝜇))=𝑂(1/𝜇)) при 𝜇→∞, 𝑏(𝑤ℎ
𝑘 , 𝑢

ℎ
𝑘(𝜉, 𝜇))> 0, 𝑘=1, 𝑁−1.

Теорема 8. Для фиксированного 𝜇∈Λ имеет место сходимость 0⩽ 𝜈ℎ𝑘+1−𝜆ℎ𝑘(𝜉, 𝜇)→ 0

при 𝜉→∞, 𝑘=1, 𝑁−2. Из любой последовательности 𝜉′→∞ можно выделить подпоследо-
вательность 𝜉′′→∞, для которой существуют ортонормированные собственные элементы
𝑤ℎ
𝑘 , 𝑘=1, 𝑁−1, и 𝑢ℎ𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑘=1, 𝑁−2, такие, что 𝑢ℎ𝑘(𝜉, 𝜇)→𝑤ℎ

𝑘+1 в 𝑉ℎ (𝑓(𝑢ℎ𝑘(𝜉, 𝜇))=𝑂(1/𝜉))
при 𝜉=𝜉′′→∞, 𝑏(𝑤ℎ

𝑘+1, 𝑢
ℎ
𝑘(𝜉, 𝜇))>0, 𝑘=1, 𝑁−2. Для простого 𝜈ℎ𝑘+1 выполняется сходимость

𝑢ℎ𝑘(𝜉, 𝜇)→𝑤ℎ
𝑘+1 в 𝑉ℎ (𝑓(𝑢ℎ𝑘(𝜉, 𝜇))=𝑂(1/𝜉)) при 𝜉→∞, 𝑏(𝑤ℎ

𝑘+1, 𝑢
ℎ
𝑘(𝜉, 𝜇))> 0, 𝑘=1, 𝑁−2.

Теоремы 6–8 являются конечномерными аналогами теорем 1–3 и доказываются анало-
гично.

Через 𝑐 будем обозначать различные постоянные, не зависящие от ℎ.
Теорема 9. Предположим, что собственное значение 𝜆𝑘(𝜉,𝜇) задачи 1 имеет кратность 𝑟,

т.е. 𝜆𝑘−1(𝜉, 𝜇)<𝜆𝑘(𝜉, 𝜇)=𝜆𝑘+1(𝜉, 𝜇)= . . .=𝜆𝑘+𝑟−1(𝜉, 𝜇)<𝜆𝑘+𝑟(𝜉, 𝜇), 𝑢𝑖(𝜉, 𝜇), 𝑖= 𝑘, 𝑘+𝑟−1, —
соответствующие собственные элементы, 𝜆ℎ𝑖 (𝜉, 𝜇), 𝑢

ℎ
𝑖 (𝜉, 𝜇), 𝑖=𝑘, 𝑘+𝑟−1, — приближения

по конечномерной схеме (3).
Тогда при достаточно малых ℎ ортонормированные собственные элементы 𝑢𝑖(𝜉, 𝜇) и

𝑢ℎ𝑖 (𝜉, 𝜇), 𝑖= 𝑘, 𝑘+𝑟−1, можно выбрать так, чтобы выполнялись оценки погрешности

0⩽𝜆ℎ𝑖 (𝜉, 𝜇)−𝜆𝑖(𝜉, 𝜇)⩽ 𝑐𝐸2
ℎ(𝑈𝑘(𝜉, 𝜇)), ‖𝑢ℎ𝑖 (𝜉, 𝜇)−𝑢𝑖(𝜉, 𝜇)‖⩽ 𝑐𝐸ℎ(𝑈𝑘(𝜉, 𝜇)),

где 𝑈𝑘(𝜉,𝜇) — собственное подпространство, соответствующее 𝜆𝑘(𝜉,𝜇), 𝑏(𝑢ℎ𝑖 (𝜉,𝜇),𝑢𝑖(𝜉,𝜇))>0,
𝑖= 𝑘, 𝑘+𝑟−1.

Доказательство теоремы проводится аналогично доказательствам теорем 8 и 9 из ра-
боты [8].

Теорема 10. Предположим, что собственное значение 𝜈𝑘 задачи 2 имеет кратность 𝑟
(𝜈𝑘−1<𝜈𝑘 = 𝜈𝑘+1= . . .= 𝜈𝑘+𝑟−1<𝜈𝑘+𝑟), 𝑤𝑖, 𝑖= 𝑘, 𝑘+𝑟−1, — соответствующие собственные
элементы, 𝜈ℎ𝑖 , 𝑤ℎ

𝑖 , 𝑖= 𝑘, 𝑘+𝑟−1, — приближения по конечномерной схеме (4).
Тогда при достаточно малых ℎ ортонормированные собственные элементы 𝑤𝑖 и 𝑤ℎ

𝑖 ,
𝑖= 𝑘, 𝑘+𝑟−1, можно выбрать так, чтобы выполнялись оценки погрешности

0⩽ 𝜈ℎ𝑖 −𝜈𝑖⩽ 𝑐𝐸2
ℎ(𝑊𝑘), ‖𝑤ℎ

𝑖 −𝑤𝑖‖⩽ 𝑐𝐸ℎ(𝑊𝑘),

где 𝑊𝑘 — собственное подпространство, соответствующее 𝜈𝑘, 𝑏(𝑤ℎ
𝑖 , 𝑤𝑖)> 0, 𝑖= 𝑘, 𝑘+𝑟−1.

Доказательство теоремы проводится аналогично доказательствам теорем 8 и 9 из ра-
боты [8].

Теорема 11. Выполняются оценки погрешности

0⩽ 𝜈ℎ0 (𝜉, 𝜇)−𝜈0(𝜉, 𝜇)⩽ 𝑐𝜀2ℎ(𝑤0(𝜉, 𝜇)), ‖𝑤ℎ
0 (𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇)‖⩽ 𝑐𝜀ℎ(𝑤0(𝜉, 𝜇)),

если ℎ достаточно мало.
Доказательство. При фиксированном 𝜇 ∈ Λ обозначим 𝑐(𝜇, 𝑢, 𝑣) = 𝜇𝑐(𝑢, 𝑣) для любых

элементов 𝑢, 𝑣 ∈𝑉. По теореме 2 из [6] выполняются соотношения

𝜈0(𝜉, 𝜇)= min
𝑣∈𝑉, 𝑓(𝑣)̸=0

𝑎(𝜉, 𝑣, 𝑣)

𝑐(𝜇, 𝑣, 𝑣)
⩽ min

𝑣ℎ∈𝑉ℎ, 𝑓(𝑣ℎ) ̸=0

𝑎(𝜉, 𝑣ℎ, 𝑣ℎ)

𝑐(𝜇, 𝑣ℎ, 𝑣ℎ)
= 𝜈ℎ0 (𝜉, 𝜇).
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Применив формулы (2) и (6), получим

0⩽ 𝜈ℎ0 (𝜉, 𝜇)−𝜈0(𝜉, 𝜇)=
1

𝜇 𝑓(𝑣ℎ0 )
− 1

𝜇 𝑓(𝑣0)
=
𝑓(𝑣0)−𝑓(𝑣ℎ0 )
𝜇 𝑓(𝑣ℎ0 )𝑓(𝑣0)

⩽ 𝑐‖𝑣ℎ0 −𝑣0‖⩽ 𝑐𝜀ℎ(𝑣0)⩽ 𝑐𝜀ℎ(𝑤0(𝜉, 𝜇)).

Тогда

‖𝑤ℎ
0 (𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇)‖=

⃦⃦⃦⃦
𝑣ℎ0√

𝜇 𝑓(𝑣ℎ0 )
− 𝑣0√

𝜇 𝑓(𝑣0)

⃦⃦⃦⃦
⩽

⃦⃦⃦⃦
𝑣ℎ0 −𝑣0√
𝜇 𝑓(𝑣ℎ0 )

⃦⃦⃦⃦
+

⃦⃦⃦⃦
𝑣0√

𝜇 𝑓(𝑣ℎ0 )
− 𝑣0√

𝜇 𝑓(𝑣0)

⃦⃦⃦⃦
=

=

⃦⃦⃦⃦
𝑣ℎ0 −𝑣0√
𝜇 𝑓(𝑣ℎ0 )

⃦⃦⃦⃦
+

⃦⃦⃦⃦
√
𝜇𝑣0

(︂
1

𝜇 𝑓(𝑣ℎ0 )
− 1

𝜇 𝑓(𝑣0)

)︂⃦⃦⃦⃦
⩽

⩽ 𝑐‖𝑣ℎ0 −𝑣0‖+𝑐(𝜈ℎ0 (𝜉, 𝜇)−𝜈0(𝜉, 𝜇))⩽ 𝑐‖𝑣ℎ0 −𝑣0‖⩽ 𝑐𝜀ℎ(𝑣0)⩽ 𝑐𝜀ℎ(𝑤0(𝜉, 𝜇)).

Пусть 𝑃ℎ : 𝑉 →𝑉ℎ — ортопроектор, задаваемый равенством 𝑎(𝜉, 𝑢−𝑃ℎ𝑢, 𝑣
ℎ)=0 для любо-

го элемента 𝑣ℎ ∈ 𝑉ℎ при 𝑢 ∈ 𝑉. Тогда справедлива оценка погрешности проектирования
‖𝑢−𝑃ℎ𝑢‖⩽ 𝑐𝜀ℎ(𝑢) для элемента 𝑢∈𝑉.

Проведём следующие преобразования:

(𝜈ℎ0 (𝜉, 𝜇)−𝜈0(𝜉, 𝜇))𝑐(𝜇, 𝑃ℎ𝑤0(𝜉, 𝜇), 𝑤
ℎ
0 (𝜉, 𝜇))=

= 𝑎(𝜉, 𝑃ℎ𝑤0(𝜉, 𝜇), 𝑤
ℎ
0 (𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇))−𝜈0(𝜉, 𝜇)𝑐(𝜇, 𝑃ℎ𝑤0(𝜉, 𝜇), 𝑤

ℎ
0 (𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇))=

=𝑎(𝜉,𝑃ℎ𝑤0(𝜉,𝜇)−𝑤0(𝜉,𝜇),𝑤
ℎ
0 (𝜉,𝜇)−𝑤0(𝜉,𝜇))−𝜈0(𝜉,𝜇)𝑐(𝜇,𝑃ℎ𝑤0(𝜉,𝜇)−𝑤0(𝜉,𝜇),𝑤

ℎ
0 (𝜉,𝜇)−𝑤0(𝜉,𝜇)).

С помощью оценки погрешности проектирования для выражений в правой и левой частях
установим оценки

|𝑎(𝜉, 𝑃ℎ𝑤0(𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇), 𝑤
ℎ
0 (𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇))|⩽

⩽ 𝑐‖𝑃ℎ𝑤0(𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇)‖ ‖𝑤ℎ
0 (𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇)‖⩽ 𝑐𝜀2ℎ(𝑣0),

|𝑐(𝜇, 𝑃ℎ𝑤0(𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇), 𝑤
ℎ
0 (𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇))|⩽

⩽ 𝑐‖𝑃ℎ𝑤0(𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇)‖ ‖𝑤ℎ
0 (𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇)‖⩽ 𝑐𝜀2ℎ(𝑣0),

𝑐(𝜇, 𝑃ℎ𝑤0(𝜉, 𝜇), 𝑤
ℎ
0 (𝜉, 𝜇))= 𝑐(𝜇, 𝑃ℎ𝑤0(𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇), 𝑤

ℎ
0 (𝜉, 𝜇))+𝑐(𝜇,𝑤0(𝜉, 𝜇), 𝑤

ℎ
0 (𝜉, 𝜇))=

= 𝑐(𝜇, 𝑃ℎ𝑤0(𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇), 𝑤
ℎ
0 (𝜉, 𝜇))+𝑐(𝜇,𝑤0(𝜉, 𝜇), 𝑤

ℎ
0 (𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇))+𝑐(𝜇,𝑤0(𝜉, 𝜇), 𝑤0(𝜉, 𝜇))⩾

⩾ 1−𝑐‖𝑃ℎ𝑤0(𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇)‖−𝑐‖𝑤ℎ
0 (𝜉, 𝜇)−𝑤0(𝜉, 𝜇)‖⩾ 1−𝑐 𝜀ℎ(𝑣0)⩾ 𝑐.

В результате получаем, что 0⩽ 𝜈ℎ0 (𝜉, 𝜇)−𝜈0(𝜉, 𝜇)⩽ 𝑐𝜀2ℎ(𝑣0)⩽ 𝑐𝜀2ℎ(𝑤0(𝜉, 𝜇)). Теорема доказана.
Резонансными кривыми для исходной задачи 1 будем называть функции 𝜆𝑘 = 𝜆𝑘(𝜉, 𝜇),

𝑘⩾ 0, 𝜉, 𝜇 ∈Λ, при фиксированном первом или втором аргументе. Теоретические исследо-
вания свойств резонансных кривых привели к разбиению класса математических моделей,
определяемого задачей 1, на следующие три группы.

Группа 1 характеризуется строго монотонным поведением всех резонансных кривых без
точек пересечения. К этой группе относятся задачи, в которых собственные значения 𝜆𝑘 =
= 𝜆𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑘 ⩾ 0, 𝜉, 𝜇 ∈ Λ, являются простыми, а соответствующие собственные элементы
удовлетворяют условию 𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇)) ̸=0, 𝑘⩾ 0, 𝜉, 𝜇∈Λ.

В группе 2 дополнительно могут возникать отдельные резонансные кривые, описываемые
постоянными функциями. К этой группе относятся задачи, в которых собственные значения
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𝜆𝑘 =𝜆𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑘⩾ 0, 𝜉, 𝜇∈Λ, являются простыми, а некоторые соответствующие собственные
элементы могут удовлетворять условию 𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))= 0, 𝑘⩾ 0, 𝜉, 𝜇∈Λ.

В группе 3 различные резонансные кривые могут иметь общие точки пересечения и
состоять из участков со строго монотонным поведением и участков с постоянными значени-
ями резонансных частот. К этой группе относятся задачи, в которых некоторые собственные
значения 𝜆𝑘 =𝜆𝑘(𝜉, 𝜇), 𝑘⩾ 0, 𝜉, 𝜇∈Λ, могут быть кратными, а некоторые соответствующие
собственные элементы могут удовлетворять условию 𝑓(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))= 0, 𝑘⩾ 0, 𝜉, 𝜇∈Λ.

Типичные представители одномерных и двумерных математических моделей этих трёх
групп указаны в работе [4]. Асимптотические формулы (2) и их конечномерные аналоги
(6) позволяют строить эффективные численные методы вычисления основной резонансной
частоты и основной резонансной формы колебаний нагруженной механической системы.
Высокая эффективность в реализации этих численных методов [4] достигается за счёт того,
что решение задачи 1 на собственные значения или её конечномерного аналога 1h заменяется
решением краевой задачи 4 или её конечномерного аналога 4h. При этом время решения
конкретных прикладных задач на ЭВМ сокращается в 10–15 раз [4].

3. ПРИМЕНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

В качестве примера использования полученных теоретических результатов обратимся к
задаче механики тонкостенных конструкций. Рассмотрим задачу о собственных колебаниях
изотропной квадратной пластины с жёстко присоединённым грузом на упругой опоре с
граничными условиями защемления по контуру пластины.

Пусть Ω= (0, 1)× (0, 1) — область срединной поверхности пластины с границей Γ, Ω=
= [0, 1]× [0, 1], 𝐸(𝑥) — модуль Юнга, 𝜈(𝑥) — коэффициент Пуассона, 𝑑(𝑥) — толщина пла-
стины,

𝐷(𝑥)=
𝐸(𝑥)(𝑑(𝑥))3

12(1−(𝜈(𝑥))2)

— цилиндрическая жёсткость, 𝜌(𝑥) — плотность в точке 𝑥∈Ω.
В точке 𝑧 ∈ Ω жёстко присоединён груз массой 𝜇, который опирается на опору с ко-

эффициентом упругости 𝜉. Обозначим через 𝑔(𝑥, 𝑡) нормальные отклонения точки 𝑥∈Ω в
момент времени 𝑡. Тогда собственные вибрации системы пластина–груз–опора описываются
функцией

𝑔(𝑥, 𝑡)=𝑢(𝑥) sin(𝜔𝑡+𝜙), 𝑥∈Ω, 𝑡 > 0, (7)

где 𝜔 и 𝜙 — постоянные величины. При этом выполняются дифференциальное уравнение

𝐿𝑔(𝑥, 𝑡)+𝜌(𝑥)𝑑(𝑥)𝑔𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)= 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑥∈Ω, 𝑡 > 0, (8)

и краевое условие

𝑔(𝑥, 𝑡)=
𝜕𝑔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑛
=0, 𝑥∈Γ, 𝑡 > 0, (9)

где 𝜕/𝜕𝑛 — производная вдоль внешней нормали к границе Γ квадратной области Ω, 𝐿 обо-
значает дифференциальный оператор теории изотропных пластин вида

𝐿𝑔= 𝜕11𝐷(𝜕11𝑔+𝜈𝜕22𝑔)+𝜕22𝐷(𝜕22𝑔+𝜈𝜕11𝑔)+2𝜕12𝐷(1−𝜈)𝜕12𝑔,

𝜕𝑖𝑗 =𝜕𝑖𝜕𝑗 , 𝑖, 𝑗=1, 2, 𝜕𝑖=𝜕/𝜕𝑥𝑖, 𝑔𝑡𝑡(𝑥, 𝑡)=𝜕2𝑔(𝑥, 𝑡)/𝜕𝑡2, воздействие на пластину груза и упру-
гой опоры моделируется функцией в правой части вида 𝑓(𝑥, 𝑡)=−(𝜉𝑔(𝑧, 𝑡)+𝜇𝑔𝑡𝑡(𝑧, 𝑡))𝛿(𝑥−𝑧)
с дельта-функцией 𝛿(𝑥−𝑧), сосредоточенной в точке 𝑧 [1–3, 9, 10].
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Подставляя функцию (7) в уравнение (8) и условие (9), приходим при 𝜆=𝜔2 к задаче:
найти собственные значения 𝜆 и собственные функции 𝑢(𝑥), 𝑥∈Ω, такие, что

𝐿𝑢+𝜉𝛿(𝑥−𝑧)𝑢=𝜆 (𝜌𝑑+𝜇𝛿(𝑥−𝑧))𝑢, 𝑥∈Ω; 𝑢=
𝜕𝑢

𝜕𝑛
=0, 𝑥∈Γ. (10)

Если пластина закреплена в точке 𝑧, то для нахождения собственных колебаний сфор-
мулируем задачу: найти собственные значения 𝜈 и собственные функции 𝑤(𝑥), 𝑥∈Ω, такие,
что

𝐿𝑤= 𝜈 𝜌𝑑𝑤, 𝑥∈Ω∖{𝑧}, 𝑤(𝑧)= 0, 𝑤=
𝜕𝑤

𝜕𝑛
=0, 𝑥∈Γ. (11)

Для относительно большой массы груза 𝜇 будем пренебрегать плотностью пластины 𝜌(𝑥).
В этом случае для нахождения частот и форм собственных колебаний невесомой пластины
с жёстко присоединённым грузом на упругой опоре получим следующую задачу: найти
собственные значения 𝜈0 и собственные функции 𝑤0(𝑥), 𝑥∈Ω, удовлетворяющие равенствам

𝐿𝑤0+𝜉𝛿(𝑥−𝑧)𝑤0= 𝜈0𝜇𝛿(𝑥−𝑧)𝑤0, 𝑥∈Ω; 𝑤0=
𝜕𝑤0

𝜕𝑛
=0, 𝑥∈Γ. (12)

Введём также краевую задачу: найти функцию 𝑣0(𝑥), 𝑥∈Ω, удовлетворяющую соотно-
шениям

𝐿𝑣0= 𝛿(𝑥−𝑧), 𝑥∈Ω; 𝑣0=
𝜕𝑣0
𝜕𝑛

=0, 𝑥∈Γ. (13)

Пусть 𝐿2(Ω) — вещественное пространство Лебега [11, с. 22] с нормой

|𝑣|0=
(︂ ˆ

Ω

(𝑣(𝑥))2 𝑑𝑥

)︂1/2
,

𝑊 2
2 (Ω) — вещественное пространство Соболева [11, с. 44] с нормой

‖𝑣‖2=
(︂ 2∑︁

𝑖=0

|𝑣|2𝑖
)︂1/2

, |𝑣|1=
(︂ 2∑︁

𝑖=1

|𝜕𝑖𝑣|20
)︂1/2

, |𝑣|2=
(︂ 2∑︁

𝑖,𝑗=1

|𝜕𝑖𝑗𝑣|20
)︂1/2

.

Введём [11, с. 45] пространство 𝑊̊ 2
2 (Ω), включающее все функции 𝑢 из пространства 𝑊 2

2 (Ω),
удовлетворяющие граничным условиям 𝑢(𝑥)=𝜕𝑢(𝑥)/𝜕𝑛=0, 𝑥∈Γ. Через 𝑊𝛼

2 (Ω) при 𝛼∈ (0, 4]
будем обозначать пространства Соболева дробного порядка с нормой ‖.‖𝛼 [11, с. 214]. Для
краткости обозначим 𝐻=𝐿2(Ω), 𝑉 =𝑊̊ 2

2 (Ω), 𝑉0={𝑣 : 𝑣∈𝑊̊ 2
2 (Ω), 𝑣(𝑧)=0}. Известно [11, с. 144],

что пространство 𝑉 компактно вложено в пространство 𝐻, любая функция из пространства
𝑉 обладает свойством непрерывности на замкнутом множестве Ω. В пространстве 𝑉 введём
норму |.|2, эквивалентную [11, с. 158] исходной норме ‖.‖2.

Множество существенно ограниченных на Ω функций 𝑢 образует [11, с. 24] пространство
𝐿∞(Ω) с нормой |𝑢|0,∞=ess. sup𝑥∈Ω |𝑢(𝑥)|. Известно [11, с. 144], что существует постоянная 𝑐0,
для которой выполнено соотношение |𝑣|0,∞⩽ 𝑐0|𝑣|2 при любых 𝑣 ∈ 𝑊̊ 2

2 (Ω).
Функции 𝜌, 𝑑, 𝐸 и 𝜈 будем считать заданными функциями из пространства 𝐿∞(Ω).

Предположим, что для некоторых положительных постоянных 𝜌1, 𝜌2, 𝑑1, 𝑑2, 𝐸1, 𝐸2 вы-
полнены соотношения 𝜌1⩽ 𝜌(𝑥)⩽ 𝜌2, 𝑑1⩽ 𝑑(𝑥)⩽ 𝑑2, 𝐸1⩽𝐸(𝑥)⩽𝐸2, 0<𝜈(𝑥)< 1/2 при почти
всех 𝑥∈Ω. Введём линейный ограниченный функционал 𝑓(𝑣) = 𝑣(𝑧) для 𝑣 ∈ 𝑉. Определим
симметричные билинейные формы 𝑎 : 𝑉 ×𝑉 →R, 𝑏 : 𝐻×𝐻→R, 𝑐 : 𝑉 ×𝑉 →R соотношениями

𝑎(𝑢,𝑣)=
ˆ

Ω

𝐷(𝜕11𝑢+𝜕22𝑢)(𝜕11𝑣+𝜕22𝑣) 𝑑𝑥+
ˆ

Ω

𝐷(1−𝜈)(2𝜕12𝑢𝜕12𝑣−𝜕11𝑢𝜕22𝑣−𝜕22𝑢𝜕11𝑣) 𝑑𝑥, 𝑢,𝑣∈𝑉,

𝑏(𝑢, 𝑣)=
ˆ

Ω

𝜌 𝑑𝑢 𝑣 𝑑𝑥, 𝑢, 𝑣 ∈𝐻; 𝑐(𝑢, 𝑣)=𝑢(𝑧)𝑣(𝑧), 𝑢, 𝑣 ∈𝑉.
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Для заданных симметричных билинейных форм выполняются [10, с. 211; 12, с. 196] следу-
ющие свойства:

𝛼1|𝑣|22⩽ 𝑎(𝑣, 𝑣)⩽𝛼2|𝑣|22, 𝑣 ∈𝑉,

𝛽1|𝑣|20⩽ 𝑏(𝑣, 𝑣)⩽𝛽2|𝑣|20, 𝑣 ∈𝐻,

0⩽ 𝑐(𝑣, 𝑣)⩽ 𝛾2|𝑣|22, 𝑣 ∈𝑉,

при 𝛼𝑘 =𝐷𝑘, 𝛽𝑘 = 𝜌𝑘𝑑𝑘, 𝑘=1, 2, 𝐷1=𝐸1𝑑
3
1/12, 𝐷2=𝐸2𝑑

3
2/6, 𝛾2= 𝑐20.

Дифференциальным задачам (10)–(13) соответствуют эквивалентные вариационные за-
дачи 1–4. Так как заданные симметричные билинейные формы 𝑎 : 𝑉 ×𝑉 →R, 𝑏 : 𝑉 ×𝑉 →R
и 𝑐 : 𝑉 ×𝑉 →R удовлетворяют условиям 1)–4), то для вариационной постановки задачи (10)
справедливы результаты теорем 1–5.

На замкнутом квадрате Ω определим равномерную сетку узлов 𝑥𝑖𝑗 = (𝑡𝑖, 𝑡𝑗), 𝑡𝑖 = 𝑖ℎ,
𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛, ℎ= 1/𝑛, с квадратными ячейками 𝑒𝑖𝑗 = [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖]× [𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗 ], 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.
Обозначим через 𝑉ℎ пространство конечных элементов Богнера–Фокса–Шмита [13, с. 82],
построенное на заданном разбиении квадрата Ω. Размерность подпространства 𝑉ℎ равна
2(𝑛−1). Известно [13, с. 83], что 𝑉ℎ является подпространством исходного гильбертова про-
странства 𝑉. Предположим, что точка 𝑧 совпадает с одним из внутренних узлов конечно-
элементной сетки, т.е. 𝑧=𝑥𝑘1𝑘2 , 0<𝑘1<𝑛, 0<𝑘2<𝑛. Задачи (10)–(13) будем аппроксимировать
конечномерными задачами 1h–4h.

Поскольку свойство 5) выполнено [13, с. 137], то справедливы результаты теорем 6–11 при
𝐸ℎ(𝑈𝑘(𝜉, 𝜇))⩽ 𝑐ℎ𝛼, 𝐸ℎ(𝑊𝑘)⩽ 𝑐ℎ𝛼, 𝜀ℎ(𝑢𝑘(𝜉, 𝜇))⩽ 𝑐ℎ𝛼, 𝜀ℎ(𝑤𝑘)⩽ 𝑐ℎ𝛼, 𝜀ℎ(𝑤0(𝜉, 𝜇))⩽ 𝑐ℎ𝛼 [14, с. 379],
если собственные функции принадлежат пространству 𝑊 2+𝛼

2 (Ω) при некотором 𝛼∈ (0, 2] [15,
16]. Теоретические результаты настоящей статьи обобщают и развивают результаты работ
[4, 5, 17–20]. Результаты численных экспериментов для задачи (10) приведены в работе [4].
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