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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим следующую задачу Дирихле для вырождающегося эллиптического уравнения
в прямоугольной области 𝐷= {(𝑥, 𝑦) : 0<𝑥< 1, 0<𝑦<𝑏}:

𝑢𝑥𝑥+𝑦
𝑚𝑢𝑦𝑦+𝑐(𝑦)𝑢𝑦−𝑎(𝑦)𝑢= 𝑓(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦)∈𝐷,

𝑢(𝑥, 𝑦)= 0, (𝑥, 𝑦)∈ 𝜕𝐷. (1)

Здесь 𝑎(𝑦), 𝑐(𝑦) и 𝑓(𝑥, 𝑦) — некоторые аналитические функции переменной 𝑦 в комплексной
области 𝐺 такой, что [0, 𝑏]⊂𝐺. Также потребуем, чтобы были выполнены условия 𝑎(𝑦)⩾ 0
при 𝑦 ∈ [0, 𝑏] и 𝑐(0)= 0. Порядок вырождения уравнения в (1) определяется постоянной 𝑚.
Будем полагать, что 0<𝑚< 1, 𝑚 ̸∈Q.

Классическое решение задачи (1) будем искать в классе 𝐶2(𝐷)∩𝐶(𝐷). Покажем, что такое
решение существует и единственно. Получим представление решения задачи в виде сходя-
щегося ряда, в котором характер неаналитической зависимости решения от переменной 𝑦
в окрестности 𝑦=0 будет выписан явно. Таким образом, будет предложен аналог теоремы
Коши–Ковалевской для случая эллиптических уравнений с вырождением нецелого порядка.

Данная работа продолжает цикл публикаций, в которых аналогичные результаты полу-
чены при других порядках вырождения уравнения: 𝑚= 2 [1; 2; 3, гл. X; 4; 5], 𝑚= 1 [6]
и 1<𝑚< 2 [7].

Уравнения данного типа исследовались разными авторами. Отметим некоторые результа-
ты. В работах М.В. Келдыша [8; 9, c. 299–301] рассмотрены различные краевые задачи вида
(1) для однородного уравнения в области с гладкой границей, доказаны теоремы существо-
вания и единственности. Результаты в рамках аналитической теории дифференциальных
уравнений получены А.И. Янушаускасом [10, гл. 3–5]. Также следует отметить работы [11;
12, с. 88–94; 13, с. 73–88; 14–17].
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2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема. Пусть правая часть 𝑓(𝑥, 𝑦) уравнения задачи (1) аналитична в области 𝐺
как функция переменной 𝑦 при каждом фиксированном 𝑥∈ [0, 1], имеет вторую непрерывную
производную по 𝑦 в 𝐷, при каждом фиксированном 𝑦∈ (0, 𝑏) принадлежит классу Гёльдера
как функция переменной 𝑥. Тогда существует классическое решение задачи (1) в виде ряда

+∞∑︁
𝑘=1

𝜂𝑘(𝑦) sin(𝜋𝑘𝑥), (𝑥, 𝑦)∈𝐷,

который сходится абсолютно и равномерно в 𝐷, допускает двукратное почленное диффе-
ренцирование по 𝑥 и по 𝑦 внутри области 𝐷, функции 𝜂𝑘(𝑦) ∈ 𝐴(𝐺∖{0}) в достаточно
малой окрестности 𝑈 точки 𝑦=0 представимы в виде

𝜂𝑘(𝑦)=𝜓𝑘,0(𝑦)+
+∞∑︁
𝑛=1

𝑦𝑛(2−𝑚)𝜓𝑘,𝑛(𝑦), 𝑦 ∈𝑈 ⊂𝐺, (2)

где функции 𝜓𝑘,𝑛(𝑦) аналитичны в 𝑈 , 𝜓𝑘,0(0)= 0, ряд (2) сходится в 𝐴(𝑈 ∖{0}).
Доказательство данной теоремы будет приведено ниже после доказательств лемм.

3. ПОСТРОЕНИЕ ФОРМАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Решение задачи (1) будем искать в виде ряда по системе функций {sin(𝜋𝑘𝑥)}+∞
𝑘=1:

𝑢(𝑥, 𝑦)=

+∞∑︁
𝑘=1

𝑌𝑘(𝑦) sin(𝜋𝑘𝑥), (𝑥, 𝑦)∈𝐷, (3)

где функции 𝑌𝑘(𝑦) являются решениями одномерных краевых задач

𝑦𝑚𝑌 ′′
𝑘 +𝑐(𝑦)𝑌 ′

𝑘−(𝑎(𝑦)+𝜋2𝑘2)𝑌𝑘 = 𝑓𝑘(𝑦), 0<𝑦<𝑏, 𝑘∈N,

𝑌𝑘(0)=𝑌𝑘(𝑏)= 0, 𝑘∈N. (4)

Здесь 𝑓𝑘(𝑦) — коэффициенты разложения функции 𝑓(𝑥, 𝑦) в ряд по системе {sin(𝜋𝑘𝑥)}+∞
𝑘=1

на отрезке [0, 1].
Решения задачи (4) будем искать в виде 𝑌𝑘(𝑦)=𝑌𝑘(𝑦)+𝐶1𝑌

0
𝑘 (𝑦), где

𝑦𝑚𝑌 ′′
𝑘 +𝑐(𝑦)𝑌 ′

𝑘−(𝑎(𝑦)+𝜋2𝑘2)𝑌𝑘 = 𝑓𝑘(𝑦), 𝑌𝑘(0)= 0, 𝑘∈N, (5)

𝑦𝑚𝑌 0
𝑘

′′+𝑐(𝑦)𝑌 0
𝑘

′−(𝑎(𝑦)+𝜋2𝑘2)𝑌 0
𝑘 =0, 𝑌 0

𝑘 (0)= 0, 𝑘∈N. (6)

Также рассмотрим ещё один набор вспомогательных задач для функций 𝑌 𝑏
𝑘 (𝑦):

𝑦𝑚𝑌 𝑏
𝑘

′′+𝑐(𝑦)𝑌 𝑏
𝑘

′−(𝑎(𝑦)+𝜋2𝑘2)𝑌 𝑏
𝑘 =0, 𝑌 𝑏

𝑘 (𝑏)= 0, 𝑘∈N. (7)

Зафиксируем произвольное 𝑘∈N и построим частное решение задачи (5) явно в некоторой
окрестности 𝑈 ≡{𝑦 ∈C : |𝑦|<𝜀} точки 𝑦=0, где 𝜀> 0 таково, что 𝑈 ⊂𝐺.

Пусть функция 𝑧0(𝑦) — единственное решение задачи

𝑦𝑚𝑧′′0 = 𝑓𝑘(𝑦), 𝑧0(0)= 𝑧′0(0)= 0. (8)
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В предположении аналитичности функции 𝑓(𝑥, 𝑦) по переменной 𝑦∈𝐺 все коэффициенты
𝑓𝑘 ∈𝐴(𝐺). Тогда в окрестности 𝑈 имеет место разложение

𝑓𝑘(𝑦)=
+∞∑︁
𝑛=0

𝑓𝑘,𝑛𝑦
𝑛, 𝑦 ∈𝑈, 𝑘∈N,

а функция 𝑧0(𝑦) примет вид

𝑧0(𝑦)=
+∞∑︁
𝑛=0

𝑓𝑘,𝑛𝑦
𝑛+2−𝑚

(𝑛−𝑚+1)(𝑛−𝑚+2)
≡ 𝑦2−𝑚

+∞∑︁
𝑛=0

𝑧0,𝑛𝑦
𝑛, 𝑦 ∈𝑈, 𝑘∈N. (9)

Построим новые функции 𝑧𝑗(𝑦), 𝑗 ∈N, по индукции. Пусть функция 𝑧𝑗−1(𝑦) представима
в виде

𝑧𝑗−1(𝑦)= 𝑦𝑗(2−𝑚)
+∞∑︁
𝑛=0

𝑧𝑗−1,𝑛𝑦
𝑛, 𝑦 ∈𝑈, 𝑘∈N. (10)

Потребуем, чтобы функция 𝑧𝑗(𝑦) была решением задачи Коши

𝑦𝑚𝑧′′𝑗 +𝑐(𝑦)𝑧
′
𝑗−1−(𝑎(𝑦)+𝜋2𝑘2)𝑧𝑗−1=0, 𝑧𝑗(0)= 𝑧′𝑗(0)= 0, 𝑗 ∈N.

Принимая во внимание соотношения (9), (10) для 𝑧𝑗−1(𝑦) и аналитичность коэффициентов
𝑎(𝑦), 𝑐(𝑦) в 𝑈 , получаем представление

𝑧𝑗(𝑦)= 𝑦(𝑗+1)(2−𝑚)
+∞∑︁
𝑛=0

𝑧𝑗,𝑛𝑦
𝑛, 𝑦 ∈𝑈, 𝑘∈N, 𝑗 ∈N∪{0}.

Все ряды сходятся в 𝐴(𝑈). Коэффициенты 𝑧𝑗,𝑛 зависят только от коэффициентов 𝑧𝑗−1,𝑛

и коэффициентов Тейлора функций 𝑎(𝑦) и 𝑐(𝑦).
Лемма 1. Для любого 𝑘 ∈N существует аналитическое в 𝐺∖{0} решение 𝑌𝑘(𝑦) зада-

чи (5). При этом в окрестности 𝑈 точки 𝑦=0 оно представимо рядом

𝑌𝑘(𝑦)=
+∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗(𝑦),

который сходится в классах 𝐴(𝑈 ∖{0}) и 𝐶(𝐾) для любого множества 𝐾≡{𝑦∈C : |𝑦|⩽𝜀′}⊂𝐺,
где 𝜀′> 0.

Доказательство. Зафиксируем произвольное компактное множество 𝐾 ⊂𝑈 ⊂𝐺. Выбе-
рем индекс 𝑗0 ∈N такой, что (𝑗0+1)(2−𝑚)⩾ 2. Тогда для функции 𝑧𝑗(𝑦), 𝑗⩾ 𝑗0, при 𝑦 ∈𝐾
имеет место интегральное представление

𝑧𝑗(𝑦)=

𝑦ˆ

0

(𝑦−𝜂)𝜂−𝑚((𝑎(𝜂)+𝜋2𝑘2)𝑧𝑗−1(𝜂)−𝑐(𝜂)𝑧′𝑗−1(𝜂))𝑑𝜂. (11)

Так как функции 𝑎(𝑦), 𝑐(𝑦)𝑦−1 и 𝑧𝑗(𝑦)𝑦
−(𝑗+1)(2−𝑚) аналитичны в 𝑈 , то они принадлежат

классу 𝐶1(𝐾). Значит, можно выбрать постоянные 𝑀,𝑀𝑗0 ⩾ 0 такие, что

|𝑎(𝑦)+𝜋2𝑘2|⩽𝑀, |𝑐(𝑦)𝑦−1|⩽𝑀, 𝑦 ∈𝐾,

|𝑧𝑗0(𝑦)𝑦−(𝑗0+1)(2−𝑚)|⩽𝑀𝑗0 , 𝑦 ∈𝐾,

|(𝑧𝑗0(𝑦)𝑦−(𝑗0+1)(2−𝑚))′|⩽𝑀𝑗0

(𝑗0+1)(2−𝑚)

|𝑦|
, 𝑦 ∈𝐾 ∖{0}.
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Покажем по индукции, что в общем случае имеют место оценки

|𝑧𝑗(𝑦)𝑦−(𝑗+1)(2−𝑚)|⩽𝑀𝑗 , 𝑦 ∈𝐾, 𝑗⩾ 𝑗0,

|(𝑧𝑗(𝑦)𝑦−(𝑗+1)(2−𝑚))′|⩽𝑀𝑗
(𝑗+1)(2−𝑚)

|𝑦|
, 𝑦 ∈𝐾 ∖{0}, 𝑗⩾ 𝑗0,

𝑀𝑗+1=𝑀𝑗
12𝑀

(𝑗+1)(2−𝑚)
, 𝑗⩾ 𝑗0.

Подставив оценки для 𝑧𝑗−1(𝑦) в формулу (11), получим

|𝑧𝑗(𝑦)𝑦−(𝑗+1)(2−𝑚)|⩽ |𝑦|−(𝑗+1)(2−𝑚)

𝑦ˆ

0

|𝑦−𝜂| |𝜂|−𝑚(𝑀 |𝑧𝑗−1(𝜂)|+𝜂𝑀 |𝑧′𝑗−1(𝜂)|) |𝑑𝜂|⩽

⩽ |𝑦|−(𝑗+1)(2−𝑚)

𝑦ˆ

0

|𝜂|𝑗(2−𝑚)|𝑦−𝜂| |𝜂|−𝑚(𝑀𝑀𝑗−1+ |𝜂|𝑀 |𝑧′𝑗−1(𝜂)||𝜂|−𝑗(2−𝑚)) |𝑑𝜂|⩽

⩽ |𝑦|−(𝑗+1)(2−𝑚)

𝑦ˆ

0

|𝜂|𝑗(2−𝑚)|𝑦−𝜂| |𝜂|−𝑚(𝑀𝑀𝑗−1+2𝑗𝑀𝑀𝑗−1(2−𝑚)) |𝑑𝜂|=

=(𝑀𝑀𝑗−1+2𝑗𝑀𝑀𝑗−1(2−𝑚))|𝑦|−(𝑗+1)(2−𝑚)

|𝑦|ˆ

0

𝜂ˆ

0

𝜁𝑗(2−𝑚)−𝑚 𝑑𝜁𝑑𝜂⩽

⩽ 3𝑗𝑀𝑀𝑗−1(2−𝑚)|𝑦|−(𝑗+1)(2−𝑚) |𝑦|(𝑗+1)(2−𝑚)

(𝑗+1)(2−𝑚)((𝑗+1)(2−𝑚)−1)
⩽

⩽
3𝑀𝑀𝑗−1

(𝑗+1)(2−𝑚)−(2−𝑚)
=

3𝑀𝑀𝑗−1

𝑗(2−𝑚)
⩽

12𝑀𝑀𝑗−1

𝑗(2−𝑚)
≡𝑀𝑗 , 𝑦 ∈𝐾.

Аналогично будем иметь

|(𝑧𝑗(𝑦)𝑦−(𝑗+1)(2−𝑚))′|⩽

⩽ |𝑦|−(𝑗+1)(2−𝑚)

|𝑦|ˆ

0

𝜁𝑗(2−𝑚)−𝑚3𝑗𝑀𝑀𝑗−1(2−𝑚) 𝑑𝜁+ |𝑧𝑗(𝑦)𝑦−(𝑗+1)(2−𝑚)|(𝑗+1)(2−𝑚)

|𝑦|
⩽

⩽ 3𝑗𝑀𝑀𝑗−1(2−𝑚)|𝑦|−(𝑗+1)(2−𝑚)

|𝑦|ˆ

0

𝜁𝑗(2−𝑚)−𝑚 𝑑𝜁+
𝑀𝑗

4

(𝑗+1)(2−𝑚)

|𝑦|
⩽

⩽ 3𝑗𝑀𝑀𝑗−1(2−𝑚)|𝑦|−(𝑗+1)(2−𝑚) |𝑦|𝑗(2−𝑚)+1−𝑚

𝑗(2−𝑚)+1−𝑚
+
𝑀𝑗

4

(𝑗+1)(2−𝑚)

|𝑦|
⩽

⩽ 3𝑗𝑀𝑀𝑗−1(2−𝑚)
1

|𝑦|
1

(𝑗+1)(2−𝑚)−1
+
𝑀𝑗

4

(𝑗+1)(2−𝑚)

|𝑦|
⩽

⩽
𝑀𝑗

4

𝑗(2−𝑚)

|𝑦|
𝑗(2−𝑚)

(𝑗+1)(2−𝑚)−1
+
𝑀𝑗

4

(𝑗+1)(2−𝑚)

|𝑦|
⩽

⩽
𝑀𝑗

2

(𝑗+1)(2−𝑚)

|𝑦|
+
𝑀𝑗

4

(𝑗+1)(2−𝑚)

|𝑦|
⩽𝑀𝑗

(𝑗+1)(2−𝑚)

|𝑦|
.

Обе оценки доказаны.
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В круге 𝐾 при 𝑗⩾ 𝑗0

|𝑧𝑗(𝑦)|⩽𝑀𝑗 |𝑦|(𝑗+1)(2−𝑚)⩽ (𝜀′)(𝑗+1)(2−𝑚)𝑀0

𝑗∏︁
𝑙=𝑗0

12𝑀

(𝑙+1)(2−𝑚)
⩽

⩽ (𝜀′)(𝑗+1)(2−𝑚)𝑀0

𝑗∏︁
𝑙=0

12𝑀

(𝑙+1)(2−𝑚)
=𝑀0

(︂
(𝜀′)(2−𝑚) 12𝑀

2−𝑚

)︂𝑗+1 𝑗+1∏︁
𝑙=1

1

𝑙
=𝑀0

𝑝𝑗+1

(𝑗+1)!
,

𝑝=(𝜀′)(2−𝑚) 12𝑀

2−𝑚
,

следовательно, ряд
∑︀+∞

𝑗=0 𝑧𝑗(𝑦) сходится равномерно на любом множестве 𝐾 ⊂𝐺, а значит,
и в 𝐴(𝑈 ∖{0}). Кроме того, он допускает дифференцирование под знаком суммы любое число
раз внутри 𝑈 . Подставим этот ряд в (5):

𝑦𝑚
+∞∑︁
𝑗=0

𝑧′′𝑗 (𝑦)+𝑐(𝑦)
+∞∑︁
𝑗=0

𝑧′𝑗(𝑦)−(𝑎(𝑦)+𝜋2𝑘2)
+∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗(𝑦)=

= 𝑦𝑚𝑧′′0 (𝑦)+

+∞∑︁
𝑗=1

𝑦𝑚𝑧′′𝑗 (𝑦)+

+∞∑︁
𝑗=1

(𝑐(𝑦)𝑧′𝑗−1(𝑦)−(𝑎(𝑦)+𝜋2𝑘2)𝑧𝑗−1(𝑦))=

= 𝑦𝑚𝑧′′0 (𝑦)+
+∞∑︁
𝑗=1

𝑦𝑚𝑧′′𝑗 (𝑦)+
+∞∑︁
𝑗=1

(−𝑦𝑚𝑧′′𝑗 (𝑦))= 𝑓𝑘(𝑦),
+∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗(0)= 0,

т.е. построенный ряд действительно является решением задачи (5) в области 𝑈 .
Коэффициенты и правая часть уравнения задачи (5) не имеют иных особенностей в об-

ласти 𝐺, кроме точки 𝑦 = 0, значит построеное решение 𝑌 (𝑦) может быть единственным
образом аналитически продолжено [18, с. 102–103] во всю область 𝐺. Лемма доказана.

Аналогично построим функции 𝑧𝑗(𝑦):

𝑧0= 𝑦,

𝑦𝑚𝑧′′𝑗 +𝑐(𝑦)𝑧
′
𝑗−1−(𝑎(𝑦)+𝜋2𝑘2)𝑧𝑗−1=0, 𝑧𝑗(0)= 𝑧′𝑗(0)= 0, 𝑗 ∈N.

Соответствующие функции будут иметь следующие разложения в области 𝑈 :

𝑧𝑗(𝑦)= 𝑦𝑗(2−𝑚)
+∞∑︁
𝑛=0

𝑧𝑗,𝑛𝑦
𝑛, 𝑦 ∈𝑈, 𝑘∈N.

Лемма 2. Для любого 𝑘 ∈N существует аналитическое в 𝐺∖{0} решение 𝑌 0
𝑘 (𝑦) зада-

чи (6). При этом в окрестности 𝑈 точки 𝑦=0 оно представимо рядом

𝑌 0
𝑘 (𝑦)=

+∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗(𝑦),

который сходится в классах 𝐴(𝑈 ∖{0}) и 𝐶(𝐾) для любого множества 𝐾≡{𝑦∈C : |𝑦|⩽𝜀′}⊂𝐺,
где 𝜀′> 0.

Доказательство данной леммы полностью повторяет доказательство леммы 1.
Построим решение задачи (4) в виде

𝑌𝑘(𝑦)=𝑌𝑘(𝑦)−
𝑌𝑘(𝑏)

𝑌 0
𝑘 (𝑏)

𝑌 0
𝑘 (𝑦)=

+∞∑︁
𝑗=0

𝑦𝑗(2−𝑚)𝜙𝑘,𝑗(𝑦), 𝑦 ∈𝐺,
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разложение в ряд имеет место при 𝑦 ∈ 𝑈 , функции 𝜙𝑘,𝑗 ∈ 𝐴(𝑈), ряд сходится в классах
𝐴(𝑈 ∖{0}) и 𝐶[0, 𝜀/2]. Указанная формула корректна и даёт единственное решение задачи
(4) в силу лемм 1 и 2 из работы [5].

4. ОБОСНОВАНИЕ СХОДИМОСТИ РЯДА

Покажем, что ряд (3) сходится к классическому решению задачи (1) при некоторых огра-
ничениях на функцию 𝑓(𝑥, 𝑦). Доказательство этого факта в целом повторяет рассуждения
из работ [2–7], поэтому ограничимся его основными моментами.

Аналогично [7] сведём задачу (6) к задаче с линейным вырождением следующей заменой:

𝑦=((2−𝑚)𝑡)𝛼, 𝑌 0
𝑘 (𝑡)= 𝑡𝛼𝑧𝑘(𝑡), 𝛼=

1

2−𝑚
.

Тогда для новой неизвестной функции 𝑧𝑘(𝑡) и новой независимой переменной 𝑡 получим
задачи

𝑡𝑧′′𝑘(𝑡)+𝑑(𝑡)𝑧
′
𝑘(𝑡)−

[︂
𝑎̄(𝑡)+𝜋2

(︂
𝑘√
2−𝑚

)︂2]︂
𝑧𝑘(𝑡)= 0, 𝑡∈ (0, 𝑏̄), 𝑏̄=𝛼𝑏2−𝑚, 𝑘∈N,

𝑧𝑘(0)= 1, 𝑘∈N,

причём новые коэффициенты 𝑑(𝑡) и 𝑎̄(𝑡) в некоторой окрестности точки 𝑡=0 имеют следу-
ющие разложения:

𝑑(𝑡)= (1+𝛼)+𝑐1𝑡+𝑐2(2−𝑚)𝛼(3−𝑚)−1𝑡𝛼(3−𝑚)+ . . .+𝑐𝑗(2−𝑚)𝛼(1+𝑗−𝑚)−1𝑡𝛼(1+𝑗−𝑚)+ . . . ,

𝑎̄(𝑡)=
𝑎0+ . . .+𝑎𝑗((2−𝑚)𝑡)𝑗𝛼+ . . .

2−𝑚
−𝛼3[𝑐1+ . . .+𝑐𝑗((2−𝑚)𝑡)𝛼(1+𝑗−𝑚)−1+ . . .],

здесь 𝑎0, 𝑎1, . . . и 𝑐1, 𝑐2, . . . — коэффициенты разложения в ряд Тейлора в окрестности точки
𝑦 = 0 исходных коэффициентов 𝑎(𝑦) и 𝑐(𝑦). Кроме того, коэффициенты 𝑎̄(𝑡), 𝑑(𝑡)∈𝐶1[0, 𝑏̄],
а производная функции 𝐷(𝑡)≡ (𝑑(𝑡)−𝑑(0))/𝑡 непрерывна на (0, 𝑏̄] и интегрируема на [0, 𝑏̄].

Тогда с учётом теорем 1–3 [6] получим двусторонние оценки для функций 𝑧𝑘(𝑡) при
больших индексах 𝑘∈N:

0<𝐵1
𝑒2𝜋𝑘

√
𝛼𝑡

1+(𝜋𝑘
√
𝛼𝑡)𝛼+1/2

⩽ 𝑧𝑘(𝑡)⩽𝐵2
𝑒2𝜋𝑘

√
𝛼𝑡

1+(𝜋𝑘
√
𝛼𝑡)𝛼+1/2

, 0⩽ 𝑡⩽ 𝑏̄,

0<𝐵1𝑘
𝑒2𝜋𝑘

√
𝛼𝑡

1+(𝜋𝑘
√
𝛼𝑡)𝛼+1/2

⩽ 𝑧′𝑘(𝑡)⩽𝐵2
𝑘√
𝛼𝑡

𝑒2𝜋𝑘
√
𝛼𝑡

1+(𝜋𝑘
√
𝛼𝑡)𝛼+1/2

, 0<𝑡⩽ 𝑏̄,

где 𝐵1 и 𝐵2 — некоторые положительные постоянные, не зависящие от 𝑡 и 𝑘. Обратная
замена приводит нас к следующему утверждению.

Лемма 3. Можно выбрать такие нетривиальные решения 𝑌 0
𝑘 (𝑦) задач (6) и постоянные

0<𝐶1<𝐶2, не зависящие от 𝑦 и 𝑘∈N, что будут выполнены соотношения

0<𝐶1𝑦
𝑒2𝜋𝑘𝛼𝑦

1/(2𝛼)

1+(𝜋𝑘𝛼𝑦1/(2𝛼))𝛼+1/2
⩽𝑌 0

𝑘 (𝑦)⩽𝐶2𝑦
𝑒2𝜋𝑘𝛼𝑦

1/(2𝛼)

1+(𝜋𝑘𝛼𝑦1/(2𝛼))𝛼+1/2
, 0⩽ 𝑦⩽ 𝑏,
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0<𝐶1𝑘𝑦
1/𝛼 𝑒2𝜋𝑘𝛼𝑦

1/(2𝛼)

1+(𝜋𝑘𝛼𝑦1/(2𝛼))𝛼+1/2
⩽
𝑑𝑌 0

𝑘

𝑑𝑦
(𝑦)⩽𝐶2𝑘

𝑒2𝜋𝑘𝛼𝑦
1/(2𝛼)

1+(𝜋𝑘𝛼𝑦1/(2𝛼))𝛼+1/2
, 0<𝑦⩽ 𝑏.

Доказательство данной леммы проводится аналогично доказательству леммы 1 из ра-
боты [7].

Аналогичные оценки можно получить для серии частных решений задач (7). Зафиксируем
функции 𝑌 0

𝑘 (𝑦) из леммы 3 и определим 𝑌 𝑏
𝑘 (𝑦) следующим образом:

𝑌 𝑏
𝑘 (𝑦)≡−𝑌 0

𝑘 (𝑦)

𝑦ˆ

𝑏

exp

{︂
−

𝜂ˆ

𝑏

𝜉−𝑚𝑐(𝜉) 𝑑𝜉

}︂⧸︂
(𝑌 0

𝑘 (𝜂))
2 𝑑𝜂, 𝑦 ∈ [0, 𝑏].

Справедлива следующая
Лемма 4. Найдутся такие постоянные 0<𝐶3<𝐶4, не зависящие от 𝑦 и 𝑘∈N, что

0<𝐶3
1

𝑘

1+(𝜋𝑘𝛼𝑦1/(2𝛼))𝛼+1/2

𝑒2𝜋𝑘𝛼𝑦
1/(2𝛼)

⩽𝑌 𝑏
𝑘 (𝑦),

𝑏

4
⩽ 𝑦⩽

3𝑏

4
,

𝑌 𝑏
𝑘 (𝑦)⩽𝐶4

1

𝑘

1+(𝜋𝑘𝛼𝑦1/(2𝛼))𝛼+1/2

𝑒2𝜋𝑘𝛼𝑦
1/(2𝛼)

, 0⩽ 𝑦⩽ 𝑏,

0⩽−
𝑑𝑌 𝑏

𝑘

𝑑𝑦
(𝑦)⩽𝐶4

1

𝑦

1+(𝜋𝑘𝛼𝑦1/(2𝛼))𝛼+1/2

𝑒2𝜋𝑘𝛼𝑦
1/(2𝛼)

, 0<𝑦⩽ 𝑏.

Доказательство этой леммы проводится аналогично доказательствам теоремы 3 из
работы [5], теоремы 5 из [6] и леммы 2 из [7].

Рассмотрим определители Вронского систем функций 𝑌 0
𝑘 (𝑦), 𝑌

𝑏
𝑘 (𝑦):

𝑤𝑘(𝑦)=𝑌 0
𝑘 (𝑦)

𝑑𝑌 𝑏
𝑘

𝑑𝑦
(𝑦)−𝑌 𝑏

𝑘 (𝑦)
𝑑𝑌 0

𝑘

𝑑𝑦
(𝑦), 𝑦 ∈ [0, 𝑏], 𝑘∈N,

и функции Грина задач (4):

𝐺𝑘(𝑦, 𝜂)=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑌 0
𝑘 (𝑦)𝑌

𝑏
𝑘 (𝜂)

𝜂𝑚𝑤𝑘(𝜂)
, 0⩽ 𝑦 <𝜂⩽ 𝑏,

𝑌 𝑏
𝑘 (𝑦)𝑌

0
𝑘 (𝜂)

𝜂𝑚𝑤𝑘(𝜂)
, 0⩽ 𝜂 <𝑦⩽ 𝑏,

𝑘∈N.

Лемма 5. Существует не зависящая от 𝑘∈N и 𝑦 постоянная 𝑊 > 0 такая, что

𝑤𝑘(𝑦)⩽−𝑊, 𝑦 ∈ [0, 𝑏].

Доказательство данной леммы проводится аналогично доказательствам леммы 4 из
работы [5], теоремы 7 из [6] и леммы 3 из [7].

Лемма 6. Существует постоянная 𝐶 > 0, не зависящая от 𝑘∈N и 𝑦, такая, что

𝑏ˆ

0

|𝐺𝑘(𝑦, 𝜂)| 𝑑𝜂⩽
𝐶

𝑘2
, 𝑦 ∈ [0, 𝑏].
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Для любого 𝜀> 0 найдётся постоянная 𝐶 ′(𝜀)> 0, не зависящая от 𝑘∈N и 𝑦, такая, что

𝑏ˆ

0

⃒⃒⃒𝜕𝐺𝑘

𝜕𝑦
(𝑦, 𝜂)

⃒⃒⃒
𝑑𝜂⩽

𝐶 ′

𝑘
, 𝑦 ∈ [𝜀, 𝑏].

Доказательство данной леммы проводится аналогично доказательствам теоремы 4 из
работы [5], теоремы 8 из [6] и леммы 4 из [7].

Из утверждений лемм 3, 4 и 6 следует
Лемма 7. Пусть правые части 𝑓𝑘(𝑦) уравнений задач (4) ограничены по норме про-

странства 𝐶2[0, 𝑏]. Тогда имеет место следующая равномерная по 𝑦 ∈ [0, 𝑏] оценка:

𝑌𝑘(𝑦)=𝑂

(︂
1

𝑘2

)︂
, 𝑘∈N.

Для любого 𝜀> 0 справедлива асимптотическая формула

𝑌
(𝑝)
𝑘 (𝑦)=−

𝑓
(𝑝)
𝑘 (𝑦)

𝜋2𝑘2
+𝑂

(︂
1

𝑘4−𝑝

)︂
, 𝑦 ∈ [𝜀, 𝑏−𝜀], 𝑘∈N, 𝑝=0, 1, 2,

равномерная по 𝑦.
Доказательство этой леммы проводится аналогично доказательствам леммы 5 из ра-

боты [5], теоремы 9 из [6] и теоремы 2 из [7].
Лемма 8. Пусть правая часть 𝑓(𝑥, 𝑦) уравнения задачи (1) имеет вторую непрерыв-

ную производную по 𝑦 в 𝐷, при каждом фиксированном 𝑦 ∈ (0, 𝑏) принадлежит классу
Гёльдера как функция переменной 𝑥. Тогда существует классическое решение задачи (1).
Оно представляется рядом (3), который сходится абсолютно и равномерно в 𝐷, допускает
двукратное почленное дифференцирование по 𝑥 и по 𝑦 внутри области 𝐷.

Утверждение данной леммы следует из леммы 7 и известных свойств рядов Фурье.
Подробное доказательство приведено, например, в работе [5, теорема 5].

5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Правая часть уравнения задачи (1) допускает разложение в ряд Фурье по системе
{sin(𝜋𝑘𝑥)}+∞

𝑘=1:

𝑓(𝑥, 𝑦)=
+∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘(𝑦) sin(𝜋𝑘𝑥), (𝑥, 𝑦)∈𝐷.

Коэффициенты разложения могут быть найдены по формулам

𝑓𝑘(𝑦)= 2

1ˆ

0

𝑓(𝑥, 𝑦) sin(𝜋𝑘𝑥) 𝑑𝑥, 𝑘∈N, 𝑦 ∈𝐺,

из которых следует, что функции 𝑓𝑘 ∈𝐴(𝐺). Таким образом, выполнены все условия лемм 1
и 2, задача (4) имеет единственное решение 𝜂𝑘(𝑦), аналитическое в 𝐺∖{0}, и общий член
ряда (3) определён.

Выполнены все условия леммы 8, следовательно, ряд (3) сходится равномерно в 𝐷 к ре-
шению задачи (1). Разложение (2) следует из утверждений лемм 1 и 2. Теорема доказана.

Автор выражает благодарность проф. И.С. Ломову за постановку задачи и полезные
обсуждения полученных результатов.
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SOLUTION OF A BOUNDARY PROBLEM FOR AN ELLIPTIC EQUATION
WITH A SMALL NONINTEGER ORDER DEGENERACY
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We consider a Dirichlet boundary problem for an elliptic type equation with a non-regular degeneracy
of noninteger order in a rectangle. The coefficients of the differential operator are supposed to be
analytic. We build a formal solution by using the method for spectral separation of the singularities.
The solution is series where its non-analytic dependency on 𝑦 near point 𝑦=0 is written explicitly. We
proof the convergence of the series to the classical solution using the Green’s function method.

Keywords: elliptic equation, degenerate elliptic equation, noninteger degeneracy, analytic theory of
differential equation.
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