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Исследована разрешимость периодической задачи для системы нелинейных обыкновен-
ных дифференциальных уравнений второго порядка с выделенной главной положительно
однородной частью. Найдены новые условия, обеспечивающие априорную оценку реше-
ний рассматриваемой периодической задачи. Они сформулированы в терминах свойств
главной положительно однородной части системы уравнений. В условиях априорной
оценки, применяя и развивая методы вычисления вращения векторных полей, доказана
теорема о разрешимости периодической задачи, в которой обобщены полученные ранее
результаты авторов по исследованию периодической задачи для систем нелинейных
обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка.
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим периодическую задачу

𝑥′′(𝑡)=𝑃 (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡))+𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)), 𝑡∈ (0, 1), 𝑥(𝑡)∈R𝑛, (1)

𝑥(0)=𝑥(1), 𝑥′(0)=𝑥′(1). (2)

Здесь R𝑛 — евклидово пространство 𝑛-мерных векторов (𝑛⩾2) с вещественными координатами,
отображения 𝑃, 𝑓 : R2𝑛+1 ↦→R𝑛 заданы, непрерывны и удовлетворяют следующим условиям:

1) отображение 𝑃 (𝑡, 𝑦1, 𝑦2) по 𝑦1, 𝑦2 положительно однородно порядка 𝑚> 1:

𝑃 (𝑡, 𝜆𝑦1, 𝜆𝑦2)≡𝜆𝑚𝑃 (𝑡, 𝑦1, 𝑦2), 𝜆> 0;

2) порядок роста |𝑓(𝑡, 𝑦1, 𝑦2)| при больши́х значениях |𝑦1|+ |𝑦2| ограничен условием

lim
|𝑦1|+|𝑦2|→∞

(|𝑦1|+ |𝑦2|)−𝑚 sup
𝑡∈R

|𝑓(𝑡, 𝑦1, 𝑦2)|=0;

3) отображения 𝑃 (𝑡, 𝑦1, 𝑦2), 𝑓(𝑡, 𝑦1, 𝑦2) периодичны по 𝑡 с периодом, равным единице, т.е.

𝑃 (𝑡+1, 𝑦1, 𝑦2)≡𝑃 (𝑡, 𝑦1, 𝑦2), 𝑓(𝑡+1, 𝑦1, 𝑦2)≡ 𝑓(𝑡, 𝑦1, 𝑦2).

Учитывая условия 1) и 2), отображение 𝑃 называем главной положительно однородной
частью, а отображение 𝑓 — возмущением.

Решением задачи (1), (2) называем вектор-функцию 𝑥∈𝐶2([0, 1];R𝑛), удовлетворяющую
уравнениям системы (1) и условиям (2). Такое решение можно периодически продолжить
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на R, тогда 𝑥∈𝐶2(R;R𝑛) и при всех 𝑡∈R удовлетворяет уравнениям системы (1) и условию
периодичности 𝑥(𝑡+1)≡𝑥(𝑡).

Если 𝑥(𝑡) является решением задачи (1), (2), то пара функций (𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)) будет нулём
вполне непрерывного векторного поля

Φ(𝑥, 𝑦) :=

(︂
𝑥(𝑡)−𝑥(1)−

𝑡ˆ

0

𝑦(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑦(𝑡)−𝑦(1)−
𝑡ˆ

0

(︀
𝑃 (𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠))+𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠))

)︀
𝑑𝑠

)︂
, (3)

определённого в банаховом пространстве 𝐸 :=𝐶([0, 1];R𝑛)×𝐶([0, 1];R𝑛) с нормой ‖(𝑥, 𝑦)‖𝐸 :=
:= ‖𝑥‖𝐶 +‖𝑦‖𝐶 , где ‖𝑥‖𝐶 =max{|𝑥(𝑡)| : 𝑡 ∈ [0, 1]}. И обратно, если пара (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸 является
нулём векторного поля Φ, то 𝑥′ = 𝑦 и 𝑥 будет решением задачи (1), (2). Таким образом,
разрешимость задачи (1), (2) сводится к нахождению нулей векторного поля Φ.

В настоящей работе задача (1), (2) исследуется в два этапа. На первом этапе выясня-
ется, при каких условиях на отображение 𝑃 для решений задачи (1), (2) имеет место так
называемая априорная оценка

‖𝑥‖𝐶+‖𝑥′‖𝐶 <𝑀, (4)

где положительное число 𝑀 не зависит от 𝑥(𝑡). Если имеет место априорная оценка (4),
то вполне непрерывное векторное поле Φ не обращается в нуль на сфере ‖(𝑥, 𝑦)‖𝐸 = 𝑟 при
𝑟 ⩾𝑀 . Поэтому, согласно теории вполне непрерывных векторных полей [1, с. 135], опре-
делено вращение 𝛾∞(Φ) векторного поля Φ на бесконечности, равное вращению (степени
отображения) Φ на сфере ‖(𝑥, 𝑦)‖𝐸 = 𝑟 при 𝑟⩾𝑀 . На втором этапе, применяя и развивая
методы вычисления вращения векторных полей, вычисляется 𝛾∞(Φ) через числовую харак-
теристику отображения 𝑃 . Если 𝛾∞(Φ) ̸=0, то согласно принципу ненулевого вращения [1,
с. 138] существует нуль векторного поля Φ, этим самым доказывается разрешимость задачи
(1), (2). Эта задача по изложенной выше схеме исследована в статьях [2–4]: в [2] при 𝑛=1;
в [3] при 𝑛⩾ 2, когда множество нулей отображения 𝑃 состоит из одной поверхности; в [4]
при 𝑛=2 в одном частном примере, когда множество нулей отображения 𝑃 состоит из двух
поверхностей. Ниже обобщены результаты перечисленных работ в предположении, что 𝑛⩾2
и множество нулей отображения 𝑃 состоит из конечного числа поверхностей. При этом
использована оценка вида

|𝑥′(𝑡)|⩽𝑀0(1+ |𝑥(𝑡)|), 𝑡∈ [0, 1], (5)

которая доказана в [5] для решений задачи (1), (2), здесь 𝑀0 > 0 и не зависит от 𝑥(𝑡).
Данная оценка также представляет интерес с точки зрения априорной оценки решений
обыкновенных дифференциальных уравнений, рассмотренной в работе [6].

Вопрос существования периодических решений для систем нелинейных обыкновенных
дифференциальных уравнений исследован в многочисленных работах других авторов. От-
метим статьи [7, 8], где применяются идеи и методы, близкие к настоящей работе. Например,
в работе [8] получены достаточные условия, которым должна удовлетворять асимптотиче-
ски устойчивая в целом автономная система дифференциальных уравнений, заданная в R𝑛,
чтобы при любом 𝜔-периодическом её возмущении она имела 𝜔-периодическое решение.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Предположим, что наряду с условиями 1)–3) выполнены также следующие условия:
4) при любых фиксированных 𝑡0 ∈ [0, 1], 𝑥0 ∈R𝑛 автономная система

𝑦′(𝑡)=𝑃 (𝑡0, 𝑥0, 𝑦(𝑡)), 𝑦(𝑡)∈R𝑛, (6)

не имеет нестационарных ограниченных траекторий;
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5) множество нулей {(𝑡, 𝑦1, 𝑦2): 𝑃 (𝑡, 𝑦1, 𝑦2) = 0} отображения 𝑃 состоит из 𝑞 поверхно-
стей вида {(𝑡, 𝑦1, 𝑦2): 𝑦2 =𝐵𝑗(𝑡, 𝑦1)}, 𝑗 = 1, 𝑞, где отображения 𝐵𝑗(𝑡, 𝑥) : R1+𝑛 ↦→R𝑛, 𝑗 = 1, 𝑞,
непрерывны, периодичны по 𝑡 с периодом, равным единице, и удовлетворяют условиям:

а) 𝐵𝑗(𝑡, 𝜆𝑦1)≡𝜆𝐵𝑗(𝑡, 𝑦1) при любых 𝜆> 0, 𝑗=1, 𝑞;
б) 𝐵𝑗(𝑡, 𝑦1) ̸=𝐵𝑘(𝑡, 𝑦1) при любых 𝑡∈R, 𝑦1 ∈R𝑛 ∖{0}, 𝑗 ̸= 𝑘;
в) каждая из систем уравнений 𝑥′(𝑡) =𝐵𝑗(𝑡, 𝑥(𝑡)), 𝑗 =1, 𝑞, не имеет ненулевых периоди-

ческих решений с единичным периодом.
Справедлива следующая
Теорема 1. Пусть выполнены условия 1)–5). Тогда для решений задачи (1), (2) имеет

место априорная оценка (4).
Теорема 1 доказана в работе [2] при 𝑛=1, в работе [3] при 𝑛⩾ 2, 𝑞=1, а в работе [4]

при 𝑛=2, 𝑞=2 в одном частном примере.
Из теоремы 1 следует, что при выполнении условий 1)–5) для вполне непрерывного

векторного поля Φ, заданного формулой (3), определено его вращение 𝛾∞(Φ) на бесконеч-
ности. Если 𝛾∞(Φ) ̸= 0, то согласно принципу ненулевого вращения [1, с. 138] существует
нуль векторного поля Φ, этим самым доказывается разрешимость задачи (1), (2). Вычислим
𝛾∞(Φ) через числовую характеристику отображения 𝑃 . Основная идея вычисления состо-
ит в том, что на сфере ‖(𝑥, 𝑦)‖𝐸 = 𝑟 большого радиуса 𝑟 векторное поле Φ гомотопируется
к конечномерному векторному полю, определяемому отображением 𝑃 . Для построения такой
гомотопии требуется, кроме условий 1)–5), выполнение следующих условий:

6) отображение 𝑃 не зависит от 𝑡, т.е. 𝑃 (𝑡, 𝑦1, 𝑦2)≡𝑄(𝑦1, 𝑦2), в этом случае отображе-
ния 𝐵𝑗 , 𝑗=1, 𝑞, также не зависят от 𝑡;

7) при любом 𝑦1∈R𝑛∖{0} имеет место неравенство 𝑄(𝑦1, 0) ̸=0, что следует из условий 5);
8) при любом 𝜇∈ (0, 1] каждая из систем уравнений 𝑥′(𝑡) = 𝜇𝐵𝑗(𝑥(𝑡)), 𝑗 =1, 𝑞, не имеет

ненулевых периодических решений с единичным периодом;
9) отлично от нуля вращение 𝛾(𝑄(·, 0)) конечномерного векторного поля 𝑄(𝑦1, 0) на сфере

|𝑦1|=1 пространства R𝑛.
Верна следующая
Теорема 2. Если выполнены условия 1)–9), то существует хотя бы одно решение

задачи (1), (2).
В утверждении теоремы 2 фактически доказано равенство 𝛾∞(Φ) = 𝛾(𝑄(·, 0)). Отсюда,

в силу условия 9) и принципа ненулевого вращения [1, с. 138], вытекает разрешимость
задачи (1), (2). Теорема 2 в частных случаях доказана в работах [2–4].

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Предположим, что оценка (4) не верна. Тогда существует последовательность решений
𝑥𝑘(𝑡), 𝑘∈N, задачи (1), (2) такая, что

𝑟𝑘 := ‖𝑥𝑘‖𝐶+‖𝑥′𝑘‖𝐶 →∞, 𝑘→∞.

Рассмотрим вектор-функции 𝑦𝑘(𝑡)= 𝑟−1
𝑘 𝑥𝑘(𝑡), 𝑘∈N. Для них имеем

𝑟1−𝑚
𝑘 𝑦′′𝑘(𝑡)=𝑃 (𝑡, 𝑦𝑘(𝑡), 𝑦

′
𝑘(𝑡))+𝑟

−𝑚
𝑘 𝑓(𝑡, 𝑟𝑘𝑦𝑘(𝑡), 𝑟𝑘𝑦

′
𝑘(𝑡)), 𝑡∈ (0, 1),

𝑦𝑘(0)= 𝑦𝑘(1), 𝑦′𝑘(0)= 𝑦′𝑘(1), ‖𝑦𝑘‖𝐶+‖𝑦′𝑘‖𝐶 =1.

В силу условия 2) имеет место предел

𝑟−𝑚
𝑘 max

0⩽𝑡⩽1
|𝑓(𝑡, 𝑟𝑘𝑦𝑘(𝑡), 𝑟𝑘𝑦′𝑘(𝑡))|→ 0, 𝑘→∞.
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Без ограничения общности можно считать, что ‖𝑦𝑘−𝑦0‖𝐶 →0, 𝑘→∞. Вектор-функции 𝑦0(𝑡),
𝑦𝑘(𝑡), 𝑘∈N, можно считать периодически продолженными на всю числовую ось R. Отсюда
заключаем, что

𝑟1−𝑚
𝑘 𝑦′′𝑘(𝑡)=𝑃 (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑦

′
𝑘(𝑡))+𝑜(1), 𝑡∈R,

‖𝑦0‖𝐶+‖𝑦′𝑘‖𝐶 → 1, 𝑘→∞.

Покажем, что
𝑦0(𝑡) ̸=0, 𝑡∈R. (7)

Прежде всего проверим, что 𝑦0(𝑡) ̸≡0. Действительно, если 𝑦0(𝑡)≡0, то ‖𝑦′𝑘‖𝐶 = |𝑦′𝑘(𝜏𝑘)|→1
при 𝑘→∞ и для вектор-функций 𝑧𝑘(𝑡)=𝑦′𝑘(𝜏𝑘+𝑟

1−𝑚
𝑘 𝑡), 𝑘∈N, имеем |𝑧𝑘(𝑡)|⩽1, 𝑡∈R, |𝑧𝑘(0)|→1

при 𝑘→∞,
𝑧′𝑘(𝑡)=𝑃 (𝜏𝑘+𝑟

1−𝑚
𝑘 𝑡, 0, 𝑧𝑘(𝑡))+𝑜(1), 𝑡∈R.

Переходя к пределу, получаем ненулевое ограниченное решение системы уравнений 𝑧′(𝑡) =
=𝑃 (𝜏0, 0, 𝑧(𝑡)), что противоречит условию 4). Следовательно, 𝑦0(𝑡) ̸≡ 0.

Пусть (𝛼, 𝛽) — наибольший интервал, где 𝑦0(𝑡) не обращается в нуль. Из оценки (5)
следует, что на произвольном отрезке [𝑎, 𝑏]⊂ (𝛼, 𝛽) имеет место неравенство

lim sup
𝑘→∞

max
𝑎⩽𝑡⩽𝑏

|𝑦′𝑘(𝑡)|
|𝑦𝑘(𝑡)|

⩽𝑀0.

Учитывая его и равенства

ln
|𝑦𝑘(𝑏)|
|𝑦𝑘(𝑎)|

=

𝑏ˆ

𝑎

(ln |𝑦𝑘(𝑡)|)′𝑑𝑡=
𝑏ˆ

𝑎

⟨
𝑦′𝑘(𝑡)

|𝑦𝑘(𝑡)|
,
𝑦𝑘(𝑡)

|𝑦𝑘(𝑡)|

⟩
𝑑𝑡,

где ⟨·, ·⟩ — евклидовое скалярное произведение в R𝑛, оценим при больших 𝑘 выражение⃒⃒⃒⃒
ln

|𝑦𝑘(𝑏)|
|𝑦𝑘(𝑎)|

⃒⃒⃒⃒
< (𝑀0+1)(𝑏−𝑎).

Переходя здесь к пределу, получаем соотношения

−(𝑀0+1)(𝑏−𝑎)⩽ ln
|𝑦0(𝑏)|
|𝑦0(𝑎)|

⩽ (𝑀0+1)(𝑏−𝑎).

Если 𝛼 конечно, то в неравенстве справа, устремляя 𝑎 к 𝛼, будем иметь 𝑦0(𝛼) ̸= 0, что
противоречит выбору 𝛼. Значит, 𝛼=−∞. Аналогичным образом из неравенства слева следует,
что 𝛽=+∞. Таким образом, свойство (7) верно.

Проверим, что
lim
𝑘→∞

𝑃 (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑦
′
𝑘(𝑡))= 0, 𝑡∈R. (8)

Если это не так, то можно считать, что при некотором 𝑡0 ∈R существует ненулевой предел

lim
𝑘→∞

𝑃 (𝑡0, 𝑦0(𝑡0), 𝑦
′
𝑘(𝑡0))= 𝑣0, 𝑣0 ̸=0.

Для вектор-функций 𝑦𝑘(𝑡)= 𝑦′𝑘(𝑡0+𝑟
1−𝑚
𝑘 𝑡), 𝑘∈N, имеем

|𝑦𝑘(𝑡)|⩽ 1, 𝑡∈R,

𝑦′𝑘(𝑡)=𝑃 (𝑡0+𝑟
1−𝑚
𝑘 𝑡, 𝑦0(𝑡0+𝑟

1−𝑚
𝑘 𝑡), 𝑦𝑘(𝑡))+𝑜(1), 𝑡∈R,

lim
𝑘→∞

𝑃 (𝑡0, 𝑦0(𝑡0), 𝑦𝑘(0))= 𝑣0, 𝑣0 ̸=0.
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Переходя к пределу, получаем нестационарное ограниченное решение автономной системы
(6) при фиксированных 𝑡0, 𝑥0= 𝑦0(𝑡0), что противоречит условию 4).

Возьмём произвольную точку 𝜏 ∈R. Учитывая (8) и условие 5), без ограничения общности
можно считать, что

lim
𝑘→∞

𝑦′𝑘(𝜏)=𝐵1(𝜏, 𝑦0(𝜏)).

Покажем, что существует такое число 𝛿 > 0, что для любых 𝑡∈ (𝜏−𝛿, 𝜏+𝛿)

lim
𝑘→∞

𝑦′𝑘(𝑡)=𝐵1(𝑡, 𝑦0(𝑡)). (9)

Тогда в силу произвольности 𝜏 ∈R имеем

lim
𝑘→∞

𝑦′𝑘(𝑡)=𝐵1(𝑡, 𝑦0(𝑡)), 𝑡∈R.

Отсюда, переходя к пределу в равенстве

𝑦𝑘(𝑡)= 𝑦𝑘(0)+
ˆ 𝑡

0
𝑦′𝑘(𝑠)𝑑𝑠, 𝑡∈R,

получаем, что 𝑦0(𝑡) является ненулевым периодическим решением системы уравнений 𝑥′(𝑡)=
=𝐵1(𝑡, 𝑥(𝑡)) с периодом, равным единице. А это противоречит условию 5в).

Для доказательства (9) заметим, что из 𝑦0(𝜏) ̸=0 и условия 5б) вытекает, что

𝑑 := min
𝑗1 ̸=𝑗2

⃒⃒
𝐵𝑗1(𝜏, 𝑦0(𝜏))−𝐵𝑗2(𝜏, 𝑦0(𝜏))

⃒⃒
> 0.

Выберем число 𝛿 > 0 так, чтобы из условий

𝑠1, 𝑠2 ∈ (𝜏−𝛿, 𝜏+𝛿), |𝑢1−𝑦0(𝜏)|<𝛿, |𝑢2−𝑦0(𝜏)|<𝛿

следовало неравенство

min
𝑗1 ̸=𝑗2

⃒⃒
𝐵𝑗1(𝑠1, 𝑢1)−𝐵𝑗2(𝑠2, 𝑢2)

⃒⃒
>
𝑑

2
.

Предположим, что при некоторых 𝑡0 ∈ (𝜏−𝛿, 𝜏+𝛿) и 𝑗0 ̸=1 имеет место предел

lim
𝑘→∞

𝑦′𝑘(𝑡0)=𝐵𝑗0(𝑡0, 𝑦0(𝑡0)).

Тогда при больши́х 𝑘 существует 𝑡𝑘 между 𝜏 и 𝑡0 такое, что⃒⃒
𝑦′𝑘(𝑡𝑘)−𝐵𝑗0(𝑡𝑘, 𝑦𝑘(𝑡𝑘))

⃒⃒
=
𝑑

4
.

Отсюда, в силу выбора 𝛿, вытекает неравенство

min
𝑗

⃒⃒
𝑦′𝑘(𝑡𝑘)−𝐵𝑗(𝑡𝑘, 𝑦𝑘(𝑡𝑘))

⃒⃒
⩾
𝑑

4
.

Теперь, рассматривая вектор-функции 𝑧𝑘(𝑡)= 𝑦
′
𝑘(𝑡𝑘+𝑟

1−𝑚
𝑘 𝑡), 𝑘∈N, и переходя к пределу,

получаем ограниченную вектор-функцию 𝑧0(𝑡) такую, что

𝑧′0(𝑡)=𝑃 (𝑠0, 𝑦0(𝑠0), 𝑧0(𝑡)), 𝑡∈R, min
𝑗

⃒⃒
𝑧0(0)−𝐵𝑗(𝑠0, 𝑦0(𝑠0))

⃒⃒
⩾
𝑑

4
,

следовательно, 𝑃 (𝑠0, 𝑦0(𝑠0), 𝑧0(0)) ̸=0, что противоречит условию 4). Теорема доказана.
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4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2

В банаховом пространстве 𝐸 :=𝐶([0, 1];R𝑛)×𝐶([0, 1];R𝑛) с нормой ‖(𝑥, 𝑦)‖𝐸 :=‖𝑥‖𝐶+‖𝑦‖𝐶
рассмотрим вполне непрерывное векторное поле

Φ(𝑥, 𝑦) :=

(︂
𝑥(𝑡)−𝑥(1)−

𝑡ˆ

0

𝑦(𝑠)𝑑𝑠, 𝑦(𝑡)−𝑦(1)−
𝑡ˆ

0

(︀
𝑄(𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠))+𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠))

)︀
𝑑𝑠

)︂
.

Разрешимость задачи (1), (2) равносильна существованию нуля векторного поля Φ.
Из теоремы 1 следует, что определено вращение 𝛾∞(Φ) вполне непрерывного векторного

поля Φ на бесконечности. Докажем равенство

𝛾∞(Φ)= 𝛾(𝑄(·, 0)), (10)

тогда в силу условия 9) и принципа ненулевого вращения [1, с. 138] будет существовать хотя
бы один нуль векторного поля Φ. Этим самым будет доказана разрешимость задачи (1), (2).

По аналогии с теоремой 1 можно показать, что семейство вполне непрерывных векторных
полей(︂

𝑥(𝑡)−𝑥(1)−
𝑡ˆ

0

𝑦(𝑠)𝑑𝑠, 𝑦(𝑡)−𝑦(1)−
𝑡ˆ

0

(︀
𝑄(𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠))+𝜆𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠))

)︀
𝑑𝑠

)︂
, 𝜆∈ [0, 1],

не обращается в нуль на сферах ‖(𝑥, 𝑦)‖𝐸 = 𝑟 больши́х радиусов 𝑟 пространства 𝐸. Поэтому,
согласно свойству вращения [1, с. 137], имеет место равенство

𝛾∞(Φ)= 𝛾∞(Φ0), (11)

где

Φ0(𝑥, 𝑦) :=

(︂
𝑥(𝑡)−𝑥(1)−

𝑡ˆ

0

𝑦(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑦(𝑡)−𝑦(1)−
𝑡ˆ

0

𝑄(𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠)) 𝑑𝑠

)︂
.

Вычислим 𝛾∞(Φ0), гомотопируя векторное поле Φ0 к конечномерному векторному полю
следующей формулой:

Φ𝜆(𝑥, 𝑦):=

(︂
𝑥(𝑡)−𝑥(1)−

𝑡ˆ

0

𝑦(𝑠) 𝑑𝑠−𝜆
1ˆ

𝑡

𝑦(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑦(𝑡)−𝑦(1)−
𝑡ˆ

0

𝑄(𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠)) 𝑑𝑠−𝜆
1ˆ

𝑡

𝑄(𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠)) 𝑑𝑠

)︂
,

𝜆∈ [0, 1].

Покажем, что семейство векторных полей Φ𝜆 не обращается в нуль вне некоторого шара
радиуса 𝑟0:

Φ𝜆(𝑥, 𝑦) ̸=0, 𝜆∈ [0, 1], (𝑥, 𝑦)∈𝐸, ‖(𝑥, 𝑦)‖𝐸 >𝑟0. (12)

Тогда из (11) и (12) вытекает равенство

𝛾∞(Φ)= 𝛾∞(Φ1). (13)

Для векторного поля Φ1 согласно определению вращения вполне непрерывного векторного
поля имеем

𝛾∞(Φ1)= 𝛾(𝐹1), (14)
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где 𝛾(𝐹1) — вращение конечномерного поля 𝐹1(𝜉, 𝜂) := (−𝜂,−𝑄(𝜉, 𝜂)), (𝜉, 𝜂) ∈ R𝑛×R𝑛, на
единичной сфере |𝜉|+|𝜂|=1 пространства R𝑛×R𝑛. На сфере |𝜉|+|𝜂|=1 векторное поле 𝐹1(𝜉, 𝜂)
гомотопируется к векторному полю 𝐹0(𝜉, 𝜂) := (−𝜂,−𝑄(𝜉, 0)) семейством векторных полей
(−𝜂,−𝑄(𝜉, 𝜆𝜂)), 𝜆∈ [0, 1], а для векторного поля 𝐹0 имеем 𝛾(𝐹0)=𝛾(𝑄(·, 0)). Следовательно,

𝛾(𝐹1)= 𝛾(𝑄(·, 0)). (15)

Из равенств (13)–(15) вытекает (10). Таким образом, для завершения доказательства тео-
ремы 2 остаётся проверить справедливость утверждения (12).

Предположим, что (12) не верно. Тогда существуют 𝜆𝑘 ∈ [0, 1], (𝑥𝑘, 𝑦𝑘)∈𝐸, 𝑘∈N, такие,
что

𝑥′𝑘(𝑡)= (1−𝜆𝑘)𝑦𝑘(𝑡), 𝑦′𝑘(𝑡)= (1−𝜆𝑘)𝑄(𝑥𝑘(𝑡), 𝑦𝑘(𝑡)), 𝑡∈ (0, 1),

𝑥𝑘(0)=𝑥𝑘(1), 𝑦𝑘(0)= 𝑦𝑘(1),

1ˆ

0

𝑦𝑘(𝑠) 𝑑𝑠=0,

1ˆ

0

𝑄(𝑥𝑘(𝑠), 𝑦𝑘(𝑠)) 𝑑𝑠=0,

𝑟𝑘 := ‖𝑥𝑘‖𝐶+‖𝑦𝑘‖𝐶 →∞, 𝑘→∞.

Обозначив 𝑥̃𝑘(𝑡)= 𝑟−1
𝑘 𝑥𝑘(𝑡), 𝑦𝑘(𝑡)= 𝑟−1

𝑘 𝑦𝑘(𝑡), получим

𝑥̃′𝑘(𝑡)= (1−𝜆𝑘)𝑦𝑘(𝑡), 𝑟1−𝑚
𝑘 𝑦′𝑘(𝑡)= (1−𝜆𝑘)𝑄(𝑥̃𝑘(𝑡), 𝑦𝑘(𝑡)), 𝑡∈ (0, 1),

𝑥̃𝑘(0)= 𝑥̃𝑘(1), 𝑦𝑘(0)= 𝑦𝑘(1), ‖𝑥̃𝑘‖𝐶+‖𝑦𝑘‖𝐶 =1,

1ˆ

0

𝑦𝑘(𝑠) 𝑑𝑠=0,

1ˆ

0

𝑄(𝑥̃𝑘(𝑠), 𝑦𝑘(𝑠)) 𝑑𝑠=0, 𝑘∈N.

Без ограничения общности можно считать, что 𝜆𝑘 →𝜆0, ‖𝑥̃𝑘− 𝑥̃0‖𝐶 → 0 при 𝑘→∞.
Если 𝜆0< 1, то для 𝑥̃𝑘(𝑡) имеем

𝑟1−𝑚
𝑘 𝑥̃′′𝑘(𝑡)= (1−𝜆0)2𝑄(𝑥̃0(𝑡), (1−𝜆0)−1𝑥̃′𝑘(𝑡))+𝑜(1), 𝑡∈ (0, 1),

𝑥̃𝑘(0)= 𝑥̃𝑘(1), 𝑥̃′𝑘(0)= 𝑥̃′𝑘(1), ‖𝑥̃𝑘‖𝐶+(1−𝜆𝑘)−1‖𝑥̃′𝑘‖𝐶 =1, 𝑘∈N.

Далее, рассуждая как при доказательстве теоремы 1, приходим к противоречию с усло-
вием 8).

Если 𝜆𝑘=1, то 𝑦𝑘(𝑡)≡0, 𝑥̃𝑘(𝑡)≡ 𝑥̃𝑘(0), |𝑥̃𝑘(0)|=1, 𝑄(𝑥̃𝑘(0), 0)=0. Полученное противоречит
условию 7).

Теперь рассмотрим случай, когда 𝜆𝑘<1 при всех 𝑘 и 𝜆𝑘→1 при 𝑘→∞. Тогда 𝑥̃0(𝑡)≡ 𝑥̃0(0).
Если ||𝑦𝑘||𝐶 → 0 при 𝑘→∞, то |𝑥̃0(0)|= 1 и 𝑄(𝑥̃0(0), 0) = 0, что противоречит условию 7).
Следовательно,

lim inf
𝑘→∞

‖𝑦𝑘‖𝐶 > 0.

Можно считать, что (1−𝜆𝑘)𝑟𝑚−1
𝑘 → 𝜇0 при 𝑘→ ∞, где 𝜇0 ⩽ +∞. Если 𝜇0 < +∞, то,

переходя к пределу, получаем

𝑦′0(𝑡)=𝜇0𝑄(𝑥̃0, 𝑦0(𝑡)), 𝑡∈ (0, 1),

𝑦0(0)= 𝑦0(1), |𝑥̃0|+‖𝑦0‖𝐶 =1,

1ˆ

0

𝑦0(𝑠) 𝑑𝑠=0, ‖𝑦0‖𝐶 > 0.
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Отсюда следует, с одной стороны, что вектор-функция 𝑦0(𝑡) не может быть постоянной
и 𝜇0> 0, а с другой — если 𝜇0> 0, то в силу условия 4) вектор-функция 𝑦0(𝑡) должна быть
постоянной. Значит, случай 𝜇0<+∞ невозможен.

Таким образом, (1−𝜆𝑘)𝑟𝑚−1
𝑘 →+∞ и ‖𝑥̃𝑘− 𝑥̃0‖𝐶 → 0 при 𝑘→∞, где 𝑥̃0 ∈R𝑛,

((1−𝜆𝑘)𝑟𝑚−1
𝑘 )−1𝑦′𝑘(𝑡)=𝑄(𝑥̃𝑘(𝑡), 𝑦𝑘(𝑡)), 𝑡∈ (0, 1),

𝑦𝑘(0)= 𝑦𝑘(1), ‖𝑥̃𝑘‖𝐶+‖𝑦𝑘‖𝐶 =1,

1ˆ

0

𝑦𝑘(𝑠) 𝑑𝑠=0, 𝑘∈N.

Если 𝑥̃0 = 0, то, рассматривая вектор-функции 𝑧𝑘(𝑡) = 𝑦𝑘(𝑡𝑘+((1−𝜆𝑘)𝑟𝑚−1
𝑘 )−1𝑡), 𝑘 ∈N, где

‖𝑦𝑘‖𝐶 = |𝑦𝑘(𝑡𝑘)|, и переходя к пределу, получаем ненулевое ограниченное решение системы
уравнений 𝑧′(𝑡) = 𝑄(0, 𝑧(𝑡)), что противоречит условию 4). А в случае 𝑥̃0 ̸= 0, используя
условия 4), 5) и рассуждая как при доказательстве теоремы 1, выводим, что при некотором
номере 𝑗0 имеет место предел 𝑦𝑘(𝑡)→𝐵𝑗0(𝑥̃0) при 𝑘→∞.

Переходя к пределу в равенстве
´ 1
0 𝑦𝑘(𝑠) 𝑑𝑠= 0, получаем 𝐵𝑗0(𝑥̃0) = 0. Отсюда, в силу

условия 5в), следует, что 𝑥̃0=0, тем самым пришли к противоречию. Теорема доказана.

5. ПРИМЕР

В качестве примера рассмотрим следующую систему уравнений на комплексной плоско-
сти:

𝑧′′(𝑡)= (𝑧′(𝑡)−𝐵1(𝑧(𝑡)))𝑚1 . . . (𝑧′(𝑡)−𝐵𝑞(𝑧(𝑡)))𝑚𝑞 +𝑓(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑧′(𝑡)), 𝑧(𝑡)∈C. (16)

Здесь C — комплексная плоскость; черта сверху означает операцию комплексного сопряже-
ния; 𝑞 > 1, 𝑚1, . . . , 𝑚𝑞 — натуральные числа; отображения 𝐵𝑗 :C ↦→C, 𝑗=1, 𝑞, непрерывны,
положительно однородны первого порядка. Предполагаем также, что 𝐵𝑗1(𝑧) ̸= 𝐵𝑗2(𝑧) при
любых 𝑧 ̸=0, 𝑗1 ̸= 𝑗2, и что при каждом 𝑗=1, 𝑞 автономная система 𝑧′(𝑡)=𝐵𝑗(𝑧(𝑡)) не имеет
ненулевых ограниченных траекторий. При таких предположениях выполнены условия 1)–8)
теоремы 2, кроме условия 4). Главная нелинейная часть системы уравнений (16) определена
отображением

𝑄(𝑧1, 𝑧2)= (𝑧2−𝐵1(𝑧1))𝑚1 . . . (𝑧2−𝐵𝑞(𝑧1))𝑚𝑞 , 𝑧1, 𝑧2 ∈C.

Для векторного поля 𝑄(·, 0): C ↦→C его вращение 𝛾(𝑄(·, 0)) на единичной окружности |𝑧|=1
вычисляется как

𝛾(𝑄(·, 0))=− (𝑚1𝛾(𝐵1)+ . . .+𝑚𝑞𝛾(𝐵𝑞)) .

Выясним, при каких условиях автономная система

𝑤′(𝑡)= (𝑤(𝑡)−𝐵1(𝑧0))𝑚1 . . . (𝑤(𝑡)−𝐵𝑞(𝑧0))𝑚𝑞 , 𝑤(𝑡)∈C, (17)

при любом фиксированном 𝑧0 ∈C не имеет нестационарных ограниченных траекторий. Для
произвольного нестационарного решения 𝑤(𝑡) автономной системы (17) имеем

𝑑

𝑑𝑡

(︂ 𝑤(𝑡)ˆ

0

(𝑠−𝐵1(𝑧0))
𝑚1 . . . (𝑠−𝐵𝑞(𝑧0))

𝑚𝑞 𝑑𝑠

)︂
=
⃒⃒
(𝑤(𝑡)−𝐵1(𝑧0))

𝑚1 . . . (𝑤(𝑡)−𝐵𝑞(𝑧0))
𝑚𝑞
⃒⃒2
> 0.

Отсюда следует, что траектория нестационарного решения 𝑤(𝑡) незамкнута и вдоль неё
постоянна функция

𝑉𝑚1,...,𝑚𝑞(𝑧;𝐵1(𝑧0), . . . , 𝐵𝑞(𝑧0)) := Im

(︂ 𝑧ˆ

0

(𝑠−𝐵1(𝑧0))
𝑚1 . . . (𝑠−𝐵𝑞(𝑧0))

𝑚𝑞 𝑑𝑠

)︂
.
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Если траектория нестационарного решения ограничена, то она при возрастании и убыва-
нии 𝑡 приближается к двум разным стационарным точкам 𝐵𝑗1(𝑧0), 𝐵𝑗2(𝑧0), и в этих точках
функция 𝑉𝑚1,...,𝑚𝑞 принимает одинаковые значения. Следовательно, автономная система (17)
при любом фиксированном 𝑧0∈C не имеет нестационарных ограниченных траекторий, если
выполнено условие

Im

(︂ 𝐵𝑗2
(𝑧0)ˆ

𝐵𝑗1
(𝑧0)

(𝑠−𝐵1(𝑧0))
𝑚1 . . . (𝑠−𝐵𝑞(𝑧0))

𝑚𝑞 𝑑𝑠

)︂
̸=0, 𝑧0 ∈C∖{0}, 𝑗1 ̸= 𝑗2.

Данное условие запишем в следующей форме:

Im

(︂(︀
𝐵𝑗2(𝑧0)−𝐵𝑗1(𝑧0)

)︀𝑚+1
1ˆ

0

𝑞∏︁
𝑗=1

(︂
𝑠− 𝐵𝑗(𝑧0)−𝐵𝑗1(𝑧0)

𝐵𝑗2(𝑧0)−𝐵𝑗1(𝑧0)

)︂𝑚𝑗

𝑑𝑠

)︂
̸=0, 𝑧0 ∈C∖{0}, 𝑗1 ̸= 𝑗2, (18)

где 𝑚=𝑚1+ . . .+𝑚𝑞.
Таким образом, если выполнено условие (18) и отлично от нуля число 𝑚1𝛾(𝐵1)+ . . .

. . .+𝑚𝑞𝛾(𝐵𝑞), то согласно теореме 2 система уравнений (16) имеет хотя бы одно периодическое
решение с периодом, равным единице.

Положим

𝐵𝑗(𝑧)= 𝑧+𝑏𝑗 |𝑧|𝑒𝑖𝜋/(2(𝑚+1)), 𝑗=1, 𝑞, 𝑏1=0<𝑏2< . . .< 𝑏𝑞 < 1.

В этом случае при каждом 𝑗=1, 𝑞 имеет место равенство 𝛾(𝐵𝑗)=1, автономная система 𝑧′(𝑡)=
=𝐵𝑗(𝑧(𝑡)) не имеет ненулевых ограниченных траекторий, а условие (18) будет следующим:

1ˆ

0

𝑞∏︁
𝑗=1

(︂
𝑠− 𝑏𝑗−𝑏𝑗1

𝑏𝑗2 −𝑏𝑗1

)︂𝑚𝑗

𝑑𝑠 ̸=0, 𝑗1 ̸= 𝑗2.

Условие (18) при 𝑞 = 2 принимает вид Im(𝐵1(𝑧0)−𝐵2(𝑧0))
𝑚1+𝑚2+1 ̸= 0 для любого 𝑧0 ∈

∈C∖{0}. Если положим 𝑚1=𝑚2=1, 𝐵1(𝑧)= 𝑧, 𝐵2(𝑧)= 𝑧+𝑖2|𝑧|, то 𝛾(𝐵1)=1, 𝛾(𝐵2)=0 и все
условия 1)–9) теоремы 2 выполнены.
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ON THE SOLVABILITY OF A PERIODIC PROBLEM FOR A SYSTEM OF NONLINEAR
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In this paper is investigated the solvability of a periodic problem for a system of nonlinear ordinary
differential equations second order with the main positively homogeneous part. New conditions have
been found that provide an a priori estimate solutions of the periodic problem under consideration.
The conditions for the a priori estimate are formulated in terms of the properties of the main positively
homogeneous part of the system of equations. Under the conditions of an a priori estimate, using and
developing methods for calculating the mapping degree, a theorem on the solvability of the periodic
problem is proven. The proven theorem generalizes previously obtained the authors’ results on the
study of a periodic problem for systems of nonlinear ordinary differential equations of the second order.

Keywords: periodic problem, main positively homogeneous part, perturbation, apriori estimate, map-
ping degree, homotopy.
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