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Рассмотрено насыщение низкопороговой параметрической распадной неустойчивости обыкновенной
волны при электронном циклотронном резонансном нагреве в периферийном транспортном барьере
токамака в результате стохастического затухания дочерней двумерно-локализованной косой ленгмю-
ровской волны. Установлено, что в современных установках насыщение неустойчивости происходит на
относительно низком уровне, не оказывая влияния на энергобаланс при нагреве плазмы. Показано,
что для предполагаемых условий ввода сверхвысокочастотной мощности в токамаке-реакторе ITER эф-
фективность нелинейной накачки будет превосходить максимальную эффективность стохастического
затухания, что приведет к срыву амплитудно-зависимого насыщения и может вызвать значительную
модификация профиля энерговыделения.
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Параметрические распадные неустойчивости
(ПРН) – пороговое нелинейное явление, которое
часто встречается в различных плазменных средах.
В неоднородной плазме порог возбуждения ПРН,
как правило, определяется эффективностью нели-
нейного усиления дочерних волн, покидающих с
групповой скоростью конечную вдоль направления
неоднородности область взаимодействия, где выпол-
нены распадные условия для волновых векторов [1].
Теоретический анализ поведения сверхвысокоча-
стотных (СВЧ) волн, которые используются для
дополнительного электронного циклотронного резо-
нансного нагрева (ЭЦРН) плазмы в тороидальных
термоядерных установках, предсказал крайне вы-
сокий, – от десятков МВт до ГВт, в зависимости
от типа распада, – порог их возбуждения [2]. Это,
казалось бы, делает невозможным наблюдение
нелинейных аномальных явлений в современных
ЭЦРН экспериментах, оперирующих мегаваттными
СВЧ пучками. Однако, обнаруженные недавно
аномальное рассеяние греющего СВЧ излучения
[3–5], излучение плазмы на полуцелых гармониках
частоты СВЧ генератора [4], генерация групп вы-
сокоэнергичных ионов при ЭЦРН [6] и уширение
профиля энерговыделения электронных циклотрон-
ных (ЭЦ) волн [7–9] свидетельствуют о нелинейном
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поведении СВЧ волн в плазме тороидальных лову-
шек. Физические явления, о которых докладывалось
в работах [3–7], наблюдались, когда пучок греющего
излучения проходил через область плазмы с немо-
нотонным профилем плотности. Как предсказывает
модель низкопороговой ПРН [10], в этом случае
СВЧ волна распадается на дочерние волны, как
минимум одна из которых оказывается локали-
зованной в области распада, причем порог этого
явления существенно меньше мощности СВЧ гене-
ратора (гиротрона). Это модель позволяет детально
количественно объяснить аномальные явления при
ЭЦРН, примером чему служат работы [11–13], и
предсказать значительный уровень аномального
поглощения СВЧ мощности. Следует отметить, что
уширение профиля энерговыделения при ЭЦРН
наблюдалось и при монотонном профиле плотности
плазмы [8, 9]. Одна из моделей, которая позволяет
предсказать возбуждение ПРН при монотонном
профиле плотности, – теория низкопороговой ПРН
СВЧ волны в периферийном транспортном барьере
(ПТБ) [14–16]. На первый взгляд, конвективные
потери дочерних волн в этой области должны
быть максимальными и выводы теоретического
анализа [2] должны быть обоснованы. Однако,
существование зон прозрачности для волн проме-
жуточного диапазона частот в областях плазмы с
большим градиентом плотности [17], где возможна
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их локализация в пределах транспортного барьера,
делает возможным низкопороговое параметрическое
возбуждение таких локализованных колебаний
[15]. Этот сценарий особенно актуален для рас-
пада обыкновенной волны, который приводит к
появлению аномально рассеянных обыкновенных
волн и косых ленгмюровских волн (КЛВ), запер-
тых в направлении плазменной неоднородности
и в тороидальном направлении из-за гофрировки
магнитного поля. Возбуждение этой неустойчивости
может приводить к уширению области выделения
энергии при ЭЦРН, которое определяется уровнем
ее насыщения.

В настоящей работе показано, что в современ-
ных тороидальных установках насыщение этой
низкопороговой ПРН происходит из-за амплитудо-
зависимого “стохастического” затухания локализо-
ванной дочерней КЛВ [18], физический механизм
которого может быть пояснен следующим образом.
Проекция траектории движения иона на плоскость
перпендикулярную магнитному полю состоит из
четырех частей: двух областей, где фазовая ско-
рость КЛВ поперек магнитного поля совпадает с
проекцией скорости частицы в этом направлении
и происходит взаимодействие волна–частица по
механизму Ландау, и двух дуг, соединяющих эти
области. В случае КЛВ малой амплитуды (в ли-
нейном приближении) это взаимодействие приводит
к ускорению иона и к затуханию волны лишь
при совпадении ее частоты и какой-то гармоники
ионно-циклотронной частоты. В противном случае
прирост энергии иона при многократном прохож-
дении областей резонанса онуляется. В случае же
КЛВ, амплитуда которой превосходит некоторое по-
роговое значение, возмущение ею вращения иона по
ларморовой окружности приводит к стохастизации
движения, изменению энергии иона и, в конечном
счете, к затуханию КЛВ, зависящему от его ампли-
туды [18,19]. При значительном превышении этого
порога затухание КЛВ достигает значения затуха-
ния по механизму Ландау в плазме без магнитного
поля. В результате баланса амплитудо- зависимого
затухания КЛВ и нелинейной накачки в системе
трех взаимодействующих волн в области распада
достигается равновесие. Кроме того, делается вывод,
что для предполагаемых условий мощного ЭЦРН в
токамаке-реакторе ITER эффективность нелинейной
накачки может превзойти максимально возможную
эффективность стохастического затухания, что
приведет к срыву квазилинейного насыщения и мо-
жет вызвать значительную модификацию профиля
энерговыделения.

Чтобы описать процесс насыщения низкопорого-
вой ПРН обыкновенной волны при ЭЦРН в перифе-
рийном транспортном барьере токамака, введем ло-
кальную декартову систему координат (x, y, z), где
координата x – вдоль направления неоднородности,
y – перпендикулярна линии магнитного поля и z –
вдоль линии магнитного поля. В узком слое, где про-
исходит распад, B = B̄(1 − δ(x) cos(Nz/qR)), B̄ –
среднее значение магнитного поля на магнитной по-
верхности, N – количество тороидальных катушек,
R – большой радиус установки, q – локальный за-
пас устойчивости, и δ – параметр, характеризую-
щий величину гофрировки магнитного поля. Напри-
мер, для установки ITER: R = 6.2м, N = 36 –
число полоидальных катушек, δ = 0.5% [20]. Да-
лее, рассмотрим ПРН обыкновенной волны, кото-
рая распространяется в экваториальной плоскости
токамака, где максимальна гофрировка магнитно-
го поля, вдоль координаты внутрь плазмы. В ВКБ
(Вентцеля–Крамерса–Бриллюэна) приближении ее
электрическое поле имеет вид

E0(r) =
ezA0

2n0x(x)1/2
exp




x∫

0

k0x(x
′)dx′ − iω0t


+ c.c.,

A0 =

√
8P0

cw2
exp

(
−y

2 + z2

2w2

)
, (1)

где P0 – мощность волны, w – радиус пучка, n0x =

= nx(ω0) =
√
η(ω0) – показатель преломления. Рас-

смотрим дочерние локализованную КЛВ и рассеян-
ную в сторону и поляризованную вдоль ez обыкно-
венную волну Es, амплитуды которых описываются
системой уравнений [16]





∆⊥Es +
ω2
s

c2
η(ωs)Es = −iξnl

ωs
c
E∗

0∆⊥ϕL,

D̂(ωL)ϕL = iξnl
c

ω
∆⊥E0Es,

(2)

где ω0 = ωL + ωs, D̂(ωL) = ε(x, z)(∂xx + ∂yy) +

+ i∂xg(x, z)∂y + η(x)∂zz , ξnl = ω2
pe/(ω0ωceB̄) – коэф-

фициент нелинейной связи дочерних волн в присут-
ствие волны накачки, ωce и ωpe – электронная цикло-
тронная и плазменная частоты, ε, g и η – компонен-
ты тензора диэлектрической проницаемости холод-
ной плазмы. Будем искать ВКБ решение первого из
уравнений (2)

Es(r) =
∑

j=±

Ajs(x)

2
√
nsx(qy, x)

×

× exp


j · i

x∫

0

ksx(qy , x
′)dx′ + iqy + iωst


+ c.c. (3)
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Тогда ее медленно меняющаяся в области взаимодей-
ствия амплитуда равна

A±
s = −iξnl

ωs
c

exp(−iqyy)G±
s {∆̃⊥A0ϕ}, (4)

где ∆̃⊥ = ∂xx − q2y и функция Грина Gjs, где j = ± –
рассеяние назад/вперед, задается выражением

G±
s {...} =

i√
n0x(x)nsx(x)

c

2ωc
×

× exp

(
−i
∫ x

k0x(x
′′)dx′′

)∫ ∞

x

dx′√
n0x(x′)nsx(x′)

. . .

. . . exp
(
−i ∈x′

x (k0x(x
′′)± ksx(q∗y , x′′))dx′′

)
.

Подставляя (3) в правую часть второго уравнения
(2), получаем уравнение для потенциала КЛВ

D̂LϕL = ξ2nl∆̃⊥




∑

j=±
Gjs{∆̃⊥(A

∗
0ϕL)}



 . (5)

Далее, нижний индекс s относится к дочерней рассе-
янной обыкновенной волне, а индекс L – к дочерней
КЛВ. Решение уравнения (5) мы будем искать, ис-
пользуя процедуру теории возмущений [16]. На пер-
вом шаге пренебрежем нелинейной накачкой и пред-
ставим искомый потенциал в следующем виде

ϕL(r) = CLfm(Kx(x − xmax))×

× fn(Kzz) exp(iqyy + iωLt)/2 + c.c. (6)

где собственные функции описывается полиномами
Эрмита [14–16]

fm(Kx) =

√
K/(
√
π2mm!) exp(−K2x2/2)Hm(Kx),

Kx = |κ0qy/l2x|1/4xmax
, Kz = Kz

∣∣l2z |η(ωL)|/l2x
∣∣−1/4

,

κ(x) = ∂xg/ε, κ0 = κ(ωL, xmax),

l−2
j = ∂jjκ

∣∣
xmax

/(2κ0), j = x, z.

Координата xmax соответствует максимуму функции
∂xg ∝ ∂xne вдоль координаты x, собственная час-
тота является решением дисперсионного уравнения
D(ωm,nL ) = ε(κ0qy−q2y−(2m+1)K2

x)+(2n+1)|η|K2
z = 0

[14–16] и

qy = κ(ωm,nL )/2. (7)

При условии (7) КЛВ в пределах области локализа-
ции вдоль направления неоднородности меняет знак
групповой скорости vgy = ∂qyD

′
L/DωL

∣∣
ωm,n

L

, DωL =

∂ωLD
′
L, в направлении y, т.е. средняя групповая ско-

рость
∫∞
−∞ vgy(x)|fm(x)|2dx ≈ 0 и единственным ме-

ханизмом потери энергии из области распада в на-
правлении у является дифракция – более медленный
процесс, чем конвективный вынос. Поэтому КЛВ с
полоидальным числом волны, близким к значению
(7), наиболее неустойчивы и возбуждаются в первую
очередь. Нелинейное взаимодействие и дифракци-
онная потеря энергии делают амплитуду CL пере-
менной величиной: CL → CL(t, y). Подставим (6) в
(5), умножим обе его части на fm(Kxx)

∗fn(Kzz)
∗ и

проинтегрируем по координатам x и z. Кроме того,
учтем “стохастическое” затухание КЛВ [18]. В ре-
зультате получим следующее уравнение

∂bp
∂t
− iΛpy

∂2bp
∂y2

= γ0bp exp

(
− y

2

w2

)
− νd(bp)bp, (8)

где bm – безразмерная амплитуда КЛВ, определяе-
мая соотношением CL =

√
16
√
πTe/(ωL<DωL>w)bm,

Λpy = <ε(ωL)>/<DωL> – коэффициент дифракции,
γ0 = iQ2|<DωL>|−1 – инкремент неустойчивости в
случае широкой накачки и в отсутствие затухания,

Q2 =
ω4
pe(k

2
sx + q2y)

2

ω2
0ω

2
ce

2P0

cn0xw2B̄2

∣∣∣∣
xm

×

∞∫

−∞

dz|fn(z)|2 exp
(
− z

2

w2

) ∞∫

−∞

dxfm(x)∗ ×

×
∑

j=±
Gjs




exp


i

x∫

x′

(k0x + jksx)dx
′′


 fm(x′)




 ,

νd = νL

(
1 + exp

(
− |bp|2−|bthp |2

∆

))
– коэффициент

стохастического (амплитудо-зависимого) затухания

[19], νL = 2
√
π

ωL<DωL>

ω2
pi

v2ti

ωL

|qLx|vti exp
(
− ω2

p

q2
Lx
v2ti

)
– декре-

мент затухания Ландау без магнитного поля,

bthp =

√
w

16
√
π|fm(0)|2|fn(0)|2

B̄2

Ti

ωL<DωL>

q2Lx
×

×
(
ωci
ωp

)1/3
ωp
qLxc

(9)

– пороговое значение амплитуды КЛВ, при котором
поведение иона в ее поле становится стохастическим
и ∆ ≪ |bthp |2 – ширина области перехода в стохасти-
ческий режим. Коэффициент стохастического зату-
хания равен нулю при |bthp |2−|bp|2 ≫ ∆ и совпадает с
коэффициентом затухания Ландау в плазме без маг-
нитного поля при |bp|2 − |bthp |2 ≫ ∆. Уравнение (8)
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описывает параметрическое возбуждение собствен-
ных мод КЛВ. На начальной стадии неустойчивости
амплитуда КЛВ много меньше порогового значения
(9). В этом случае νd = 0 и при мощности пучка,
которая значительно превышает пороговой значение
для неустойчивости, уравнение (8) имеет прибли-
женное решение bm(y, t) = fp(Kyy) exp(γpt + iδωpt)

[16], где поправка к собственной частоте и инкремент
неустойчивости моды p определяются выражением

(γp; δωp) = (γ′0; γ
′′
0 )−

−
(
cos
(arg γ0

2
− π

4

)
; sin

(arg γ0
2
− π

4

))
×

×
√
|γ0|(2p+ 1)

√
Λpy
w2

(10)

и K−1
y = Λ

1/4
py w1/2 exp(−iπ/8 − i arg γ0/4) 4

√
γ0. В ре-

зультате экспоненциального роста амплитуда дочер-
ней волны становится больше порогового значения
(9), что приводит к возникновению стохастическо-
го затухания. В этом случае можно ожидать суще-
ствование квазистационарного решения (8) в обла-
сти распада, которое определяется балансом перво-
го и второго членов в правой части уравнения (8),
т.е. νd(bsatp ) ≈ γ0. Таким образом, можно ожидать,
что насыщение неустойчивости происходит на уровне
плотности энергии дочерней волны в пределах пучка
порядка

wp(0) = |bp|2 ≈ wsat
p = |bthp |2 −∆ ln(νL/γ0 − 1). (11)

Отметим, что полученная оценка имеет смысл лишь
при условии νL/γ0 > 1, что позволяет усомниться в
возможности насыщения неустойчивости по обсуж-
даемому механизму при выполнении противополож-
ного условия. В результате дифракции (второй член
в левой части уравнения (8)) происходят вынос энер-
гии КЛВ из области взаимодействия, что должно
приводить к формированию стационарного состоя-
ния. Это позволяет ожидать наличие квазистацио-
нарного уровня дочерней волны (11) в области взаи-
модействия и увеличения энергии КЛ волны за пре-
делами этой области. Используя (4) и введенные вы-
ше обозначения, оценим мощность рассеянной обык-
новенной волны Ps на стадии насыщения неустойчи-
вости как

Ps =
ωs
ωL
× 2Im(γ0)Te<wp>pdi,

<wp>pdi =

∞∫

∞

wp(y) exp

(
− y

2

w2

)
dy√
πw

. (12)

Далее, решим уравнение (8) численно. Возьмем
коэффициенты этого уравнения, которые соответ-
ствуют сценарию ПРН, проиллюстрированному на
рис. 1, где показаны сумма волновых векторов

Рис. 1. (Цветной онлайн) Сумма волновых векторов
k0x+ksx(qy) СВЧ волн (пунктирная линия) и волновой
вектор qx и qLHW

x (сплошная линия) – волновые векто-
ра КЛВ и нижнегибридной волны в окрестности НГР;
f0 = 170 ГГц, fs = 168.8 ГГц, qy = 28.9 см−1

k0x + ksx(qy) обыкновенных волн (f0 = 170ГГц, fs =
= 168.8ГГц, пунктирная линия) и волновой век-
тор КЛВ qx = qx(qy) (qy = 28.79 см−1, сплошная
линия). Сплошной линией показан также волновой
вектор нижнегибридной (НГ) волны qLHW

x , которая
отделена от локализованной КЛВ областью непро-
зрачности. Возьмем область интегрирования, разме-
ры которой много больше размеров пучка волн на-
качки. Будем предполагать периодические гранич-
ные условия на границах этой области и начальный
уровень КЛВ, определяемый тепловыми флуктуаци-
ями, т.е. |bp|2 = 1. Результаты численного решения
для условий установки ITER, экваториального вво-
да пучка обыкновенных волн радиусом w = 3 см и
типичной мощностью P0 = 1МВт, представлены на
рис. 2, где показана эволюция распределения плот-
ности энергии дочерней КЛ волны. В нижнем окне
показано распределение плотности энергии дочерней
КЛВ в разные моменты времени в режиме насы-
щения. Стрелка показывает, что с течением време-
ни происходит дифракционное расплывание распре-
деления КЛ волны, в то время как в области рас-
пада поддерживается уровень (11). Для использо-
ванных параметров порог возбуждения неустойчиво-
сти равен P th0 = 347 кВт. Используя (12) и получен-
ные численно данные bp(y), можно определить долю
мощности, – порядка 3 кВт, – которую уносит с со-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Эволюция распределения плотности энергии дочерней КЛВ. На вставке – распределения
плотности энергии дочерней КЛВ в разные моменты времени в режиме насыщения. Стрелка показывает, что с тече-
нием времени происходит дифракционное расплывание распределения КЛВ

Рис. 3. В полу-логарифмическом масштабе показана
эволюция плотности энергии КЛВ в области распада
(см. (12)),

бой из области распада дочерняя обыкновенная вол-
на. Видно, что насыщение неустойчивости происхо-
дит на относительно низком уровне, не оказывая су-
щественного влияния на энергобаланс при нагреве
плазмы.

Следует, однако, отметить, что в настоящее вре-
мя обсуждается повышение СВЧ мощности для

ЭЦРН, вводимой в ITER через 8 портов, до уров-
ня 60 МВт. При этом можно ожидать раскачки
неустойчивой КЛВ под действием существенно боль-
шей мощности накачки, чем 1 МВт. На рисунке 3
в полу-логарифмическом масштабе показана эво-
люция плотности энергии КЛВ в области распа-
да для СВЧ пучка мощностью P0 = 4МВт. “Из-
лом” на зависимости происходит в момент перехо-
да взаимодействия волна–частица (ион) в стохасти-
ческий режим. Поскольку эффективность нелиней-
ной накачки превосходит эффективность стохасти-
ческого затухания (порог этого режима определяет-
ся из условия γ0(P

th2
0 = νL и равен при рассмат-

риваемых параметрах P th20 = 3.4МВт), последнее
только уменьшает скорость экспоненциального ро-
ста, но не может привести к насыщению ПРН. Мож-
но ожидать, что эффективными механизмами насы-
щения неустойчивости при этом окажутся истоще-
ние волны накачки и каскад распадов КЛВ. Насы-
щение ПРН при этом будет происходить на несрав-
ненно более высоком уровне, чем из-за стохастиче-
ского амплитудно- зависимого механизма затухания
КЛВ, что значительно модифицирует профиль энер-
говыделения по сравнению с предполагаемым в рам-
ках линейной модели распространения СВЧ волны.
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Обнаруженный эффект второго порога, при превы-
шении которого стохастическое затухание не способ-
но ограничить развитие неустойчивости, необходи-
мо учитывать при планировании ЭЦРН эксперимен-
тов на токамаке ITER. Он может оказаться важ-
ным и при мощном ЭЦРН на других установках. Та-
ким образом, становятся актуальными задачи экс-
периментального моделирования развития и насы-
щения рассмотренной в статье неустойчивости ин-
дуцированного рассеяния и поиска путей стабили-
зации этого нелинейного явления (см., к примеру,
работу [21]).
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