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В этой работе проведено изучение влияния вращения с постоянной угловой скоростью на уравнение

состояния глюодинамики методами решеточного моделирования. Для этого мы переходим в систему от-

счета, которая вращается вместе с исследуемой системой, где вращение сводится к появлению внешнего

гравитационного поля. При достаточно медленном вращении свободная энергия исследуемой системы

может быть разложена в ряд по угловой скорости. Методами решеточного моделирования мы вычисляем

связанный с моментом инерции квадратичный коэффициент этого разложения, определяем его зависи-

мость от температуры и размеров исследуемой системы. Наши результаты указывают, что момент инер-

ции глюодинамики отрицателен вплоть до температуры T ∗ ∼ 1.5Tc, а при температурах T > T ∗ момент

инерции становится положительным, где Tc – критическая температура фазового перехода конфайн-

мент/деконфайнмент. Мы считаем, что отрицательный момент инерции означает термодинамическую

нестабильность глюонной плазмы по отношению к вращению с постоянной угловой скоростью.
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Введение. Эксперименты по соударению тяже-
лых ионов позволяют исследовать влияние экстре-
мальных условий на свойства сильно взаимодейству-
ющей кварк-глюонной плазмы (КГП). К таким усло-
виям можно отнести высокую температуру, силь-
ные электромагнитные поля, значительную барион-
ную плотность и др. Среди экстремальных условий,
воздействию которых подвергается КГП, особый ин-
терес представляет быстрое вращение. Эксперимен-
тальные результаты для поляризации Λ, Λ̄ гиперонов
дают следующую оценку средней завихренности об-
разовавшейся КГП ω = (9 ± 1) · 1021 с−1 [1]. Такое
большое значение угловой скорости приводит к ре-
лятивистскому вращению, что может существенным
образом повлиять на свойства КГП.

Существует множество теоретических работ, це-
лью которых является изучение влияния реляти-
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roenko@theor.jinr.ru; sychev.da@phystech.edu;
maxim.chernodub@univ-tours.fr

вистского вращения на свойства теории сильного
взаимодействия – КХД. Эти исследования выполне-
ны с использованием различных моделей, включая
модель Намбу–Йона–Лазино [2–9], модель адронно-
го резонансного газа [10], голографического подхода
к КХД [11–14] и других методов [15–17]. Несмотря
на интересные результаты, полученные в этих рабо-
тах, аналитические методы изучения КХД облада-
ют серьезными недостатками, связанными с тем, что
КХД – чрезвычайно сложная теория, аналитическое
изучение которой без дополнительных предположе-
ний в настоящее время невозможно. В свою очередь,
дополнительные предположения приводят к некон-
тролируемым систематическим ошибкам в результа-
тах. Поэтому сложно оценить, насколько достоверны
полученные предсказания.

Указанная выше проблема отсутствует, если ре-
зультаты получены в рамках решеточного модели-
рования КХД. Этот метод позволяет проводить изу-
чение свойств КХД, основываясь на первопринци-
пах квантовой теории поля, при этом контролируя
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ошибки таких вычислений. В этой статье будет ис-
пользован именно такой метод для изучения глюо-
динамики. Отметим, что первая работа по изучению
свойств вращающейся КХД была представлена в ста-
тье [18]. Позже, используя метод решеточного моде-
лирования, было исследовано влияние вращения на
термодинамические свойства глюодинамики [19–21]
и КХД [22, 23].

Наша работа посвящена изучению влияния вра-
щения на свойства КХД методом решеточного мо-
делирования. В частности, будет изучен вопрос, ка-
ким образом вращение влияет на уравнение состоя-
ния глюодинамики. Для этого мы вычислим первую
ненулевую поправку по угловой скорости к свобод-
ной энергии изучаемой системы. Стоит упомянуть,
что уравнение состояния глюодинамики и КХД, а
также влияние на него различных экстремальных
условий, интенсивно изучалось в рамках решеточ-
ного моделирования (см., например, [24–28]). Урав-
нение состояния вращающейся глюодинамики ранее
изучалось в работе [29]. В нашей работе будет прове-
дено аналогичное исследование, но с использованием
другого способа вычислений.

Решеточное моделирование вращающейся

глюодинамики. В этом разделе мы кратко опишем,
как проводится изучение вращающейся глюодинами-
ки методами решеточного моделирования, а также
выведем формулы, необходимые для проведения вы-
числений. Более детальное описание этого подхода
можно найти в работах [19, 20].

Мы переходим во вращающуюся вместе с изуча-
емой “средой” систему отсчета и вычисляем метода-
ми Монте-Карло статистическую сумму равновесной
системы. В нашей статье предполагается, что систе-
ма вращается вокруг оси z. В этой системе отсчета
вращение проявляется в виде внешнего гравитацион-
ного поля, которое задается известным метрическим
тензором

gµν =













1− r2Ω2 Ωy −Ωx 0

Ωy −1 0 0

−Ωx 0 −1 0

0 0 0 −1













, (1)

где r =
√

x2 + y2 – расстояние до оси вращения.
Статистическая сумма глюодинамики, находя-

щейся во внешнем гравитационном поле, в непрерыв-
ном пространстве может быть записана в виде инте-
грала по глюонным степеням свободы [18–20]:

Z =

∫

DA exp (−SG), (2)

где Евклидово действие глюонного поля во внешнем
гравитационном поле

SG =
1

2g2YM

∫

d4x
√
gE g

µν
E gαβE F a

µαF
a
νβ (3)

зависит от метрического тензора в Евклидовом про-
странстве (gE)µν , который может быть получен
из (1) с помощью операции Виковского поворота
t → iτ . Как и в статистической сумме без грави-
тации, Евклидово время τ изменяется в диапазоне
τ ∈ (0, β), a на глюонные поля наложены перио-
дические граничные условия в Евклидовом време-
ни Aa

µ(0,x) = Aa
µ(β,x). В наших формулах грече-

ские буквы отвечают Лоренцевым индексам, а ла-
тинские – цветовым.

Подставляя метрический тензор (gE)µν в форму-
лу (3), получаем следующее выражение для действия

SG =
1

2g2YM

∫

d4x Tr
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a
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+ 2ixΩ(F a
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a
xτ + F a

yzF
a
zτ )− 2xyΩ2FxzFzy

]

. (4)

Из этой формулы видно, что действие является ком-
плексной величиной, что приводит к проблеме знака.
К сожалению, прямое Монте-Карло моделирование
таких систем в настоящее время невозможно. Для
преодоления этой проблемы можно применить ме-
тод, который основан на моделировании системы при
мнимой угловой скорости [18, 20–29]. Отметим, что
этот метод был использован при изучении уравне-
ния состояния глюодинамики в работе [29]. В нашей
работе используется другой подход. Ниже будет по-
казано, что свободную энергию можно разложить в
ряд по угловой скорости. Коэффициенты этого раз-
ложения являются некоторыми операторами глюон-
ных полей, которые можно вычислить с помощью
моделирования системы без вращения. Таким обра-
зом, проблемы знака в таком подходе не возникает.

Дискретизация действия (4) с мнимой угловой
скоростью проводится аналогично тому, как это сде-
лано в работах [18–20]. В нашей работе мы не пока-
зываем явный вид выражения для решеточного дей-
ствия вследствие его громоздкости. Как было ука-
зано выше, для вычисления поправок к свободной
энергии по угловой скорости достаточно провести ре-
шеточное моделирование невращающейся системы.
Для этого мы используем улучшенное на древесном
уровне действие Симанчика [30, 31].
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При моделировании вращающихся систем особую
важность приобретают граничные условия. В наших
вычислениях мы накладываем периодические гра-
ничные условия в направлениях τ и z. Что же касает-
ся граничных условий в направлениях, перпендику-
лярных к оси вращения, то здесь возможно несколь-
ко вариантов: периодические граничные условия, от-
крытые граничные условия и условия Дирихле. Де-
тальное исследование различных граничных усло-
вий и их влияния на наблюдаемые было проведе-
но в работе [20]. Вычисления показали, что зависи-
мость различных наблюдаемых от граничных усло-
вий несущественна. Это связано с тем, что гранич-
ные условия экранируются и их влияние не распро-
страняется на объем исследуемой системы. В дан-
ной работе мы используем периодические граничные
условия, которые обычно используются при реше-
точном моделировании калибровочных теорий поля
(глюодинамики) без вращения.

Основной целью нашей работы является изучение
влияния вращения на уравнение состояния, которое
может быть найдено, если известна свободная энер-
гия изучаемой системы F . Поэтому в нашей работе
будет проведено изучение влияния вращения на сво-
бодную энергию глюодинамики. Для этого мы рас-
кладываем свободную энергию в ряд по угловой ско-
рости

F = F0 −
Ω2

2
F2 +O(Ω4) (5)

где F0 – свободная энергия глюодинамики без вра-
щения, а F2 – следующий коэффициент разложения.
Отметим, что свободная энергия глюодинамики F0

хорошо изучена (см., например, [24]), а коэффициент
F2 будет вычислен в нашей работе. Свободная энер-
гия может быть разложена и дальше, однако, к сожа-
лению, из-за быстрого роста статистических ошибок
вычислений с размером системы, который обуслов-
лен структурой изучаемых операторов, в этой рабо-
те мы ограничимся изучением только второго коэф-
фициента разложения. Ниже, помимо F0 и F2, бу-
дут использоваться удельные величины f0 = F0/V и
f2 = F2/V , где V – объем исследуемой системы.

Для того, чтобы найти выражение F2, заметим,
что действие (4) можно представить в виде:

SG = S0 +ΩS1 +
Ω2

2
S2, (6)

S1 =
i

g2YM

∫

d4x
[

xF a
yxF

a
xτ + xF a

yzF
a
zτ −

− yF a
xyF

a
yτ − yF a

xzF
a
zτ

]

, (7)

S2 = − 1

g2YM

∫

d4x
[

r2(F a
xy)

2 + y2(F a
xz)

2 +

+ x2(F a
yz)

2 + 2xyF a
xzF

a
zy

]

, (8)

где S0 – действие глюонного поля без вращения. Ис-
пользуя эти формулы, выражение для коэффициен-
та F2 может быть записано в виде:

F2 = T
∂2logZ

∂Ω2

∣

∣

∣

∣

Ω=0

= T (〈〈S2〉〉T − 〈〈S2
1〉〉T ) , (9)

где обозначение 〈〈O〉〉T = 〈O〉 − 〈O〉T=0 соответству-
ет вкладу тепловых флуктуаций в среднее значение
оператора O.

Отметим, что первый член T 〈〈S2〉〉T в этой форму-
ле соответствует среднему квадрату хромомагнитно-
го поля в исследуемой среде, а второй член −T 〈〈S2

1〉〉T
учитывает флуктуации углового момента глюонного
поля (здесь учетно, что 〈〈S1〉〉T |Ω=0 = 0).

Для вычисления коэффициента F2 по форму-
ле (9) достаточно провести решеточное моделирова-
ние глюодинамики без вращения. Поэтому, как мы
уже замечали, проблемы знака в наших вычислени-
ях не возникает. Отметим, что в работе [29] изуча-
лась зависимость свободной энергии от угловой ско-
рости другим методом. При этом вычисление было
проведено путем решеточного моделирования глюо-
динамики, которая вращается с мнимой угловой ско-
ростью. Для исследования свободной энергии была
посчитана производная статистической суммы по об-
ратной константе связи 1/g2YM . Эта производная свя-
зана со средним значением действия глюонного по-
ля 〈〈SG〉〉T (4). Зная производную свободной энергии,
путем интегрирования по обратной константе связи
была вычислена свободная энергия.

Обычно при изучении уравнения состояния про-
водится вычитание соответствующего оператора при
T = 0. Аналогично, при вычислении коэффициента
F2 при конечной температуре в выражении (9) про-
ведено вычитание при нулевой температуре. Физи-
чески эта процедура означает, что вакуум глюодина-
мики при T = 0 не вращается.

Формулы (6), (9) позволяют найти разложение
свободной энергии по угловой скорости для непре-
рывной теории. Нетрудно найти решеточную версию
этих формул. Для этого заметим, что решеточное
выражение для действия во вращающейся системе
отсчета может быть представлено в виде разложе-
ния (6). Явный вид решеточных операторов S1 и S2

можно найти в работе [20]. Здесь мы их не приводим
ввиду их громоздкости. Решеточная формула (9) для
коэффициента разложения F2 имеет такой же вид,
подразумевая решеточные выражения для операто-
ров S1 и S2.
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Коэффициент разложения F2 связан с моментом
инерции системы. Это можно увидеть, если восполь-
зоваться формулой

I =
M

Ω
= − 1

Ω

∂F

∂Ω
= F2, (10)

где M – угловой момент системы. Далее восполь-
зуемся нерелятивистским выражением для момента
инерции, чтобы оценить зависимость коэффициента
F2 от объема исследуемой системы:

I =

∫

dV r2ρ(T, x,Ω) =
1

6
ρ0(T )LzL

4
s =

=
1

6
ρ0(T )V L

2
s, (11)

где ρ(T, x,Ω) – массовая плотность в исследуемой си-
стеме, которая имеет геометрию параллелепипеда с
размерами Ls×Ls×Lz, а V = LzL

2
s – объем исследу-

емой системы. Ось вращения проходит через центр
параллелепипеда и направлена вдоль оси z. Во вто-
ром равенстве было учтено, что в лидирующем при-
ближении плотность не зависит от угловой скорости
и координат, т.е. задается некоторой функцией ρ0(T ),
которая зависит только от температуры.

Выражение (11) позволяет переписать разложе-
ние (5) в более удобном для анализа результатов ви-
де

F = F0

(

1 +
1

2
K2v

2

)

, (12)

где введены следующие обозначения: коэффициент
K2 = −4F2/(F0L

2
s), а v = ΩLs/2 – скорость вращения

на границе исследуемой системы (а именно, в центре
боковой грани на расстоянии Ls/2 от оси вращения).
В последнем выражении мы перешли от коэффици-
ента F2 к коэффициентуK2, так как этот коэффици-
ент безразмерен и, как следует из формулы (11), для
достаточно большой системы не должен зависеть от
ее объема. В следующем разделе мы проверим это
утверждение. Отметим также, что F0 и F2 зависят
от граничных условий, однако, как показывают на-
ши вычисления, в отношении F2/F0 эта зависимость
в пределах ошибки сокращается.

Результаты вычислений и обсуждение. В
этом разделе будет проведено вычисление коэффи-
циента K2 методами решеточного моделирования.
Ниже будут использоваться следующие обозначения
для размеров решеток: Nt×Nz×N2

s (Ns = Nx = Ny).
Для взятия непрерывного предела 1/Nt → 0 (шаг ре-
шетки a → 0) проведено моделирование на решет-
ках 4 × 16 × 212, 5 × 20 × 252, 6 × 24 × 312. Ука-
занные размеры решеток были выбраны так, чтобы

при вариации Nt приблизительно сохранялись вели-
чины Ns/Nt = LsT , Nz/Nt = LzT , где Lz = Nza,
Ls = Nsa, 1/T = Nta. Размер решетки в направле-
ниях x, y выбран таким образом, чтобы при вычис-
лении операторов (7), (8) ось вращения проходила
через узел решетки и соответствующие решеточные
операторы обладали симметрией относительно этой
оси. Как было сказано выше, для вычисления коэф-
фициента F2 при конечной температуре проводится
вычитание этого же коэффициента при нулевой тем-
пературе. В этой процедуре мы используем решет-
ки с теми же пространственными размерами, но с
Nt = Nz.

На рисунке 1 представлено отношение f2/(T 4L2
s)

как функция температуры для решеток с разным
количеством шагов по времени Nt. На графике
Tc – критическая температура перехода конфайн-
мент/деконфайнмент в глюодинамике без вращения.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Отношение f2/(T
4L2

s) как

функция температуры для решеток с разным ко-

личеством шагов по времени Nt. Tc обознача-

ет критическую температуру перехода конфайн-

мент/деконфайнмент в глюодинамике без вращения

Для изучения зависимости наших результатов от
размера системы мы провели вычисление отношения
f2/(T

4L2
s) на решетках 5 × 16 × 252, 5 × 24 × 252,

5× 20× 212, 5× 20× 312. На рисунке 2 представлено
отношение f2/(T 4L2

s) как функция температуры для
решеток с разным пространственным объемом в xy-
и z-направлениях. Из этого графика видно, что зави-
симость отношения f2/(T

4L2
s) от размеров системы

Ls и Lz слаба, что подтверждает оценку, сделанную
в формуле (11).

Для вычисления коэффициента K2 на решетках
4 × 16 × 212, 5 × 20 × 252, 6 × 24 × 312 мы вычис-
лили F0 и F2. Затем были построены отношения
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Отношение f2/(T
4L2

s) как

функция температуры для решеток с разным про-

странственным объемом в xy- и z-направлениях

K2 = −4F2/(F0L
2
s), для которых взят непрерывный

предел 1/Nt → 0. На рисунке 3 представлен коэф-
фициент K2 как функция температуры для решеток
с различными значениями Nt. Непрерывный предел
1/Nt → 0 показан на рисунке точками в форме звез-
дочек. Результаты непрерывного предела аппрокси-
мированы сплайном. Отметим, что на рис. 3 показан
диапазон температур T > Tc. Это связано с тем,
что при T < Tc значение F0 близко к нулю, при
этом ошибки вычислений значительно возрастают.
Поэтому график для коэффициента K2 ниже крити-
ческой температуры становится неинформативным.
Рисунок 3 является главным результатом нашей ра-
боты.

Отметим, что коэффициент K2 был посчитан в
работе [29]. При этом вычисление проводилось ме-
тодом, который отличается от подхода, использо-
ванного в этой работе. Напомним, что в этой рабо-
те проведено решеточное моделирование глюодина-
мики без вращения, и вычисляется непосредственно
первая ненулевая поправка к свободной энергии по
угловой скорости. В то время как в работе [29] моде-
лируется вращающаяся глюодинамика, вычисляется
свободная энергия для различных скоростей враще-
ния, и только в конце вычислений проводится раз-
ложение по (мнимой) угловой скорости, после чего
результаты аналитически продолжаются в область
действительных значений Ω. Сравнение показывает,
что оба описанных метода дают результаты, которые
согласуются между собой.

Как видно из рис. 3, коэффициент K2 отрица-
телен для температур T < T ∗ и становится поло-
жительным при T > T ∗, где T ∗ ∼ 1.5Tc. Соглас-

Рис. 3. (Цветной онлайн) Коэффициент K2 как функ-

ция температуры для решеток с различными значени-

ями Nt. Непрерывный предел 1/Nt → 0 показан на ри-

сунке точками в форме звездочек. Результаты непре-

рывного предела аппроксимированы сплайном

но формуле (10), этот коэффициент связан с момен-
том инерции исследуемой системы по формуле I =

−K2F0L
2
s/4. Учитывая тот факт, что f0 = −p < 0,

рис. 3 означает, что момент инерции глюодинамики
отрицателен вплоть до температуры T ∗ ∼ 1.5Tc и
только выше этой температуры становится положи-
тельным. Мы предполагаем, что отрицательный мо-
мент инерции означает термодинамическую неста-
бильность глюонной плазмы по отношению к враще-
нию с постоянной угловой скоростью2). Таким обра-
зом, возможно термодинамически равновесное вра-
щение плазмы с постоянной угловой скоростью при
температуре выше T ∗. При температуре ниже T ∗

термодинамически стабильным является более слож-
ное движение глюонной плазмы, например, при ко-
тором угловая скорость вращения зависит от коорди-
нат. Однако для понимания физических механизмов
этой нестабильности требуются дополнительные ис-
следования.

Чтобы понять причину возникновения отрица-
тельного момента инерции, рассмотрим формулу (9).
Из нее видно, что выражение для F2 является сум-
мой двух операторов. Первый оператор ∼ 〈〈S2〉〉T
связан с квадратом хромомагнитного поля в глю-
одинамике, который входит в важную физическую
величину – глюонный конденсат ∼ 〈〈(Ga

µν)
2〉〉T ∼

∼ 〈〈(Ea)2〉〉T +〈〈(Ha)2〉〉T . В глюодинамике этот опера-

2)Стоит упомянуть, что отрицательный момент инерции мо-
жет быть реализован в некоторых системах [32–34], а термо-
динамическая нестабильность, связанная с вращением, реали-
зуется во вращающихся черных дырах [35–37].
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тор определяет энергию вакуума при T = 0 и нару-
шение масштабной инвариантности. При увеличении
температуры магнитная компонента глюонного кон-
денсата уменьшается от своего значения при T = 0,
достигает некоторого минимального значения, после
чего начинает расти [24]. Вклад тепловых флукту-
аций в среднее этого оператора, пропорциональный
〈〈(Ha)2〉〉T , который и входит в формулу (9), является
отрицательным при T > 0 и только при температу-
рах выше T ∼ 2Tc становится положительным [24].
Второй оператор∼ 〈〈S2

1〉〉T , который связан с флукту-
ацией углового момента, дает положительный вклад
в момент инерции и незначительно смещает его зна-
чение в положительную сторону. Таким образом, от-
рицательный момент инерции глюодинамики в обла-
сти температур T < T ∗ объясняется вкладом маг-
нитной компоненты масштабной аномалии.

Как следует из формулы (12) и данных
для K2(T ), в окрестности перехода конфайн-
мент/деконфайнмент вращение уменьшает сво-
бодную энергию глюодинамики. Поэтому можно
ожидать, что при Ω 6= 0 необходимо дополнительно
“нагреть” исследуемую систему, чтобы произошел
этот фазовый переход. Более того, чем больше
угловая скорость, тем больший разогрев системы
требуется. Это простое рассуждение позволяет
заключить, что при вращении критическая тем-
пература перехода конфайнмент/деконфайнмент
должна повышаться и большей угловой скорости
должна соответствовать большая критическая тем-
пература. Таким образом, результат, полученный в
этой работе, находится в качественном согласии с
результатами, полученными ранее в работах [19, 20].

Авторы благодарят О. В. Теряева за полезные
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