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Температурная вращающаяся волна в тонком слое воды

И. В. Керекелица+, Л. М. Мартюшев+∗1)

+Уральский федеральный университет, 620002 Екатеринбург, Россия

∗Институт промышленной экологии Уральского отделения РАН, 620219 Екатеринбург, Россия

Поступила в редакцию 3 февраля 2023 г.
После переработки 9 марта 2023 г.

Принята к публикации 9 марта 2023 г.

Конвективное движение воды в небольшом цилиндрическом контейнере, дно и боковые стенки ко-
торого нагреты и поддерживаются при постоянной температуре, а с верхней поверхности происходит
теплоотвод, численно исследуется. На границе вода–воздух задается условие прилипания жидкости,
моделирующее влияние тонкой адсорбционной пленки. Для этой системы впервые обнаружена темпера-
турная волна, вращающаяся параллельно поверхности с угловой скоростью 0.06 ± 0.02 рад/c. Эта волна
является высокомодовой и, имея частоту порядка 0.1 Гц, наблюдается в очень небольшом диапазоне
размеров контейнера и температуры.
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1. Введение. В тонких слоях жидкости с от-
крытой верхней поверхностью при равномерном по-
догреве снизу наблюдаются различные конвектив-
ные структуры, наиболее известными и исследован-
ными из которых являются ячейки и роллы [1–3].
В случае когда, нагрев снизу не равномерен, а на
поверхности возможно интенсивное испарение, дви-
жение жидкости и, как следствие, структуры, мо-
жет быть значительно разнообразнее [4–11]. Очевид-
на научная и технологическая важность подобных
процессов, особенно если в качестве жидкости вы-
ступает вода. Несмотря на продолжительные иссле-
дования подобных процессов, новая структура, так
называемая древовидная, была недавно обнаруже-
на экспериментально [12, 13]. Исследование происхо-
дило в небольшом контейнере (диаметр контейнера
около 90 мм, толщина слоя воды 6–15 мм) с темпера-
турой дна и стенок 28–47 ◦C. Свободная поверхность
ячейки граничила с воздухом при комнатных услови-
ях. Попытки математического моделирования подоб-
ных структур с использованием классической систе-
мы уравнений тепломассопереноса, дополненной гра-
ничными условиями, учитывающими термокапиляр-
ную конвекцию, обнаружили отсутствие не только
количественного, но и качественного соответствия с
результатами эксперимента [13]. Анализ результатов
расчетов [13–15], а также данные работ [7, 16, 17], поз-
волили высказать гипотезу, что обнаруженное несо-
ответствие связано с наличием на поверхности тон-
кой адсорбционной примесной пленки, присутству-

1)e-mail: leonidmartyushev@gmail.com

ющей как на природной, так и дистиллированной
воде. Подобная пленка изменяет движение жидко-
сти вблизи поверхности, а, следовательно, оказыва-
ет влияние и на весь теплообмен рассматриваемой
системы.

В работах [13–17] предложено моделировать дан-
ную пленку с помощью простейшего граничного
условия – условия прилипания на поверхности. Од-
нако, как показал расчет для исследованной гео-
метрии, использование данного граничного условия
не привело к получению древовидных структур —
структуры оказывались в основном ячеисто подоб-
ные [14, 15]. Вместе с тем в процессе расчетов бы-
ло обнаружено интересное численное решение: воз-
никновение в горизонтальной плоскости воды изме-
нения температуры в виде волны, вращающейся с
постоянной угловой скоростью относительно центра
контейнера. Важно отметить, что температура сте-
нок и дна была задана одинаковой и постоянной, а
на верхней поверхности осуществлялся теплообмен с
внешней средой постоянной температуры и влажно-
сти. Подобное решение классической задачи тепло-
массопереноса при рассмотренных граничных усло-
виях ранее в литературе не описывалось. Действи-
тельно, спиралевидные вращающиеся волны удава-
лось наблюдать при учете либо термокапиллярно-
го переноса, либо свободного скольжения на верх-
ней границе, однако при этом задавались существен-
но более изощренные граничные условия (контейнер
в виде цилиндрического кольца определенных разме-
ров c различной температурой боковых стенок либо
цилиндрический контейнер со специальным образом
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неравномерно нагреваемым дном (см. [10] и ссылки в
этой работе). Таким образом, исследование обнару-
женного необычного решения [14, 15] важно в связи
с тем, что граничное условие, при котором наблю-
дается вращающаяся волна существенно более про-
стое и распространенное для процессов, наблюдае-
мых в природе. Подробное численное исследование
данного модельного решения явилось целью настоя-
щей работы.

2. Математическая модель и особенности

ее численной реализации. Для описания конвек-
ции в контейнере цилиндрической формы с высотой
d и радиусом основания r используется стандартная
математическая модель тепломассопереноса несжи-
маемой вязкой жидкости в приближении Буссинеска
[18, 19]:

∇u = 0, (1)

ρ
∂u

∂t
+ ρu∇u = −∇p+µ∇τ + gρ(1− β(T −T0)), (2)

ρCp

(
∂T

∂t
+ (u∇)T

)
= ∇(λ∇T ), (3)

где u – вектор скорости, p – давление, t – время,
λ – коэффициент теплопроводности, Cp – удельная
теплоемкость при постоянном давлении, ρ – посто-
янная справочная плотность жидкости при некото-
рой температуре T0 (обычно выбираемой в середине
исследуемого температурного диапазона), T – теку-
щая температура, β – температурный коэффициент
расширения, µ – динамическая вязкость, τ – тензор
вязких напряжений (τji = [∂ui/∂xj + ∂uj/∂xi]), g –
ускорение свободного падения.

На верхней поверхности ячейки задается суммар-
ный тепловой поток Q, включающий потоки за счет
конвекции, испарения и излучения [13–15]:

Q = h(TS − T∞) + ∆Hvapṁ+ εσ(T 4
S − T 4

∞), (4)

где T∞ и TS – температура окружающей среды и по-
верхности, h – коэффициент теплоотдачи от поверх-
ности испарения за счет естественной конвекции воз-
духа, ∆Hvap – энтальпия парообразования воды, ṁ –
массовый расход, ε – степень черноты, σ – постоян-
ная Стефана–Больцмана. Явные полуэмпирические
выражения для h, ṁ, используемые в расчете, можно
найти в [13, 15]. Уменьшение массы жидкости из-за
испарения в модели не рассматривается (оно учиты-
вается лишь при расчете суммарного теплового по-
тока).

На нижней и боковой поверхности контейнера за-
дается постоянная температура Tw. Начальная тем-
пература жидкости предполагалась равной T∞, а
начальная скорость жидкости считалась нулевой.

Условие прилипания (no-slip) задается на всех грани-
цах жидкости (u = 0). Выбор условия прилипания на
верхней границе является простейшим способом опи-
сания наличия пленки на поверхности воды [13–17].
Предполагается, что эта пленка полностью покры-
вает верхнюю поверхность жидкости и теплоотвод
через нее происходит согласно уравнению (4), по-
луэмпирические коэффициенты в котором учитыва-
ют наличие пленки, всегда присутствующей в обыч-
ных условиях на поверхности воды. Верхняя поверх-
ность жидкости считается недеформируемой, гори-
зонтальной и плоской (т.е. образующимися искаже-
ниями границы, в частности, из-за конвекции жид-
кости, пренебрегается).

Численное моделирование проводилось в пакете
Comsol Multiphysics 6.0, использующем для числен-
ного решения метод конечных элементов. Элементы
выбраны тетраэдрические. Общее число элементов
расчетной сетки находилось в диапазоне от 4.5 · 105
до 9 · 105 в зависимости от толщины и диаметра ис-
следуемого слоя воды. Шаг по времени при расчетах
варьировался от 10−1 до 10−4 с. Такая дискретиза-
ция выбиралась исходя из компромисса между точ-
ностью вычислений и временных затрат на расчет.
Погрешность рассчитанных скоростей и температу-
ры составляла не более 1 %.

Расчет модели (1)–(4) происходил в течение 720 c.
Это время существенно превышает время, в тече-
ние которого тепловой поток и средняя температура
на поверхности жидкости стабилизируется (∼ 300–
420 c). Известные справочные теплофизические па-
раметры чистой воды использовались при модели-
ровании жидкости [13]. Для верификации получен-
ных основных результатов расчета модели (1)–(4) до-
полнительно проводилось тестирование в приклад-
ном пакете программ ANSYS FLUENT, как извест-
но, использующем абсолютно другой метод числен-
ного расчета – метод конечных объемов. Результаты
тестов совпадали с очень хорошей точностью.

3. Общая морфологическая диаграмма. Об-

ласть нахождения температурной волны. Ре-
зультаты расчета структур в зависимости от разме-
ра цилиндрического контейнера показаны на рис. 1.
Можно выделить три основных типа структур на по-
верхности контейнера c размерами вблизи значений
d = 0.7 см и r = 3 см.

Первая группа – это роллы (рис. 2). Они зани-
мают левую и нижнюю часть диаграммы (рис. 1).
Роллы образуются вертикальными вихрями, в кото-
рых жидкость движется от боковых границ контей-
нера вдоль поверхности, в центре опускается, а за-
тем возвращается обратно вдоль дна. Может наблю-

Письма в ЖЭТФ том 117 вып. 7 – 8 2023



Температурная вращающаяся волна в тонком слое воды 525

Рис. 1. Морфологическая диаграмма рассчитанных
структур. Каждый символ соответствует проведенно-
му расчету. Ролло-подобные структуры обозначены
ромбами, ячейко-подобные – треугольниками, волнопо-
добные (температурные вращающиеся волны, TRW) –
закрашенными точками. Tw = 45 ◦C, T∞ = 25 ◦C

даться как один симметричный ролл (рис. 2a), так
и несколько (рис. 2b). Данные структуры достаточ-
но стабильны и практически не видоизменяются во
времени.

Вторая группа – это ячейки (рис. 3). Они зани-
мают правую и верхнюю часть диаграммы (рис. 1).
Здесь конвективное движение воды происходит бо-
лее сложно: жидкость двигается вблизи поверхно-
сти от боковой стенки к центру и начинает опус-
каться вдоль многочисленных ветвей (стенок), доста-
точно хаотически расположенных и пересекающих-
ся. Вблизи дна жидкость в основном движется к бо-
ковым стенкам. Даже когда система приходит в ста-
ционарное состояние по средним теплофизических
характеристикам, ветви, образующие ячейки, могут
изменяться по длине и ширине, исчезать и возникать,
а также пересекаться, создавая между собой времен-
ные конвективные ячейки (это продемонстрировано
на рис. 3a, b).

Третья группа – это температурные вращающи-
еся волны (temperature rotating wave, TRW), визу-
ально напоминающие температурный вихрь (рис. 4).
Эти структуры занимают очень небольшую область
в центре диаграммы (см. рис. 1). Ветви “вихря” мо-
гут быть немного загнуты как по ходу горизонталь-
ного вращения, так и против. Движение жидкости
вблизи поверхности происходит от стенок к центру.
В центре, а также вдоль ветвей вихря, холодные слои
опускаются ко дну. У дна жидкость двигается от цен-
тра контейнера к стенкам (рис. 4, 5a). Волна враща-
ется со средней угловой скоростью (6±2)·10−2 рад/с,
имеет частоту примерно (7 ± 2) · 10−2 Гц (рис. 5b) и
волновое число, равное 8 (в редких случаях 6, 7 и 9)

(рис. 4). Связь между угловой частотой и волновым
числом является линейной.

“Вращение” температурного поля в горизонталь-
ном направлении является следствием самоорганиза-
ции обычных термогравитационных вихрей, благода-
ря которой в ячейке возникает температурная волна
(рис. 5). Наблюдаемое можно считать именно волной,
а не вихрем, поскольку вращение температурного по-
ля происходит вдоль поверхности ячейки с конеч-
ной скоростью, хотя сама жидкость не перемещается
вдоль поверхности в связи с используемым гранич-
ным условием. Скорость TRW значительно меньше
имеющегося вихревого движения жидкости в объеме
ячейке. Действительно, согласно расчетам, в плоско-
стях, перпендикулярных поверхности жидкости, со-
ответствующие компоненты ротора скорости жидко-
сти имеют значения, распределенные в диапазоне от
−2.1 до 2.0 1/c, а для плоскостей параллельной по-
верхности компоненты ротора находятся в диапазоне
от −0.2 до 0.2 1/c (имеются в виду плоскости, отстоя-
щие от поверхности не менее доли миллиметра). Это
соответствует локальным угловым скоростям враща-
ющихся вихрей в вертикальной плоскости до 6 рад/c
(среднее значение около 2 рад/c), а в горизонталь-
ной до 0.6 рад/c (среднее значение около 0.2 рад/s).
Здесь, также очень важно отметить, что приведен-
ные значения угловых скоростей жидкости имеют-
ся не только при условиях, соответствующих TRW
структурам (рис. 4), но и для роллов (рис. 2) и ячеек
(рис. 3). Как следствие, с точки зрения скорости дви-
жения жидкости в изучаемом контейнере все струк-
туры, представленные на рис. 1, тождественны.

Температурная вращающаяся волна наблюдается
не только вблизи поверхности, но и практически на
всю глубину контейнера, хотя с глубиной становит-
ся менее выраженной. Стоит отметить, что вращение
волны не при всех расчетах устойчиво существует по-
сле установления постоянной теплоотдачи с поверх-
ности контейнера: в ряде расчетов (особенно вблизи
границы с другими областями, см. рис. 1) наблюда-
лась смена типа структур на короткие промежутки
времени длительности около 20–60 c.

Обнаруженная температурная вращающая-
ся волна является очень необычным явлением
для используемых граничных условий. Для бо-
лее подробного ее исследования были проведены
дополнительные расчеты.

4. Параметры, влияющие на возникновение

волны.

4.1. Температура. Этот параметр является
крайне важным. Действительно, если на дне и
стенках слоя Tw = 45 ◦C, то вращающаяся волна
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Роллы (вид сверху на контейнер с водой). (а) – r = 2 см, d = 0.6 см; (b) – r = 2.5 см, d = 0.5 см.
Стрелками указано направление движения жидкости на расстоянии 0.1 cм от поверхности. Tw = 45 ◦C, T∞ = 25 ◦C

Рис. 3. (Цветной онлайн) Ячейки (вид сверху на контейнер с водой). (a) – Время расчета 700 c; (b) – время расчета
720 c. Стрелками указано направление движения жидкости на расстоянии 0.1 см от поверхности. r = 4 см, d = 0.75 см,
Tw = 45 ◦C, T∞ = 25 ◦C

наблюдается при размерах контейнера вблизи зна-
чений r = 3 см, d = 0.7 см (рис. 4). Однако, если не
меняя контейнер с водой, уменьшать температуру
Tw до 40 ◦C, то волнообразная структура постепенно
перестраивается в роллы (рис. 6a, b). Если же уве-
личить температуру Tw до 50 ◦C, то уже начинают
формироваться ячеистые структуры (рис. 6c, d).
Расчеты показывают, что изменение Tw приводит
к уменьшению области существования волновых
структур, представленной на морфологической диа-
грамме (рис. 1), вплоть до исчезновения (см. рис. 7).
Если температуру стенок не изменять, Tw = 45 ◦C,
а изменить температуру окружающей среды T∞
вблизи T∞ = 25 ◦C, то это также приводит к умень-
шению и небольшому смещению центра области
существования волн (рис. 8). Так при T∞ = 20 ◦C

центр области сместился чуть левее и ниже (сравни
рис. 1 и рис. 8a), а для T∞ = 30 ◦C – чуть правее и
ниже (сравни рис. 1 и рис. 8b). Несмотря на столь
значительное влияние температуры на область суще-
ствования волны, скорость ее вращения достоверно
при этом не изменяется.

4.2. Влажность. Изменение этого параметра во
всей возможной области значений не влияло ни на
область, ни на скорость вращения волны.

4.3. Влияние теплоотвода с поверхности. Об-
щий тепловой поток с поверхности жидкости в слу-
чае контейнера размеров: r = 3 см, d = 0.7 см и тем-
ператур Tw = 45 ◦C, T∞ = 25 ◦C оказывается равным
примерно 900 Вт/м2. Этот теплоотвод состоит из по-
токов энергии благодаря испарению (83 %), конвек-
ции (16 %) и излучения (1 %). Как показал расчет,
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Температурные вращающиеся волны (TRW) (вид сверху на контейнер с водой). (а) – r = 3.0 ,
d = 0.7 см; (b) – r = 3.0 см, d = 0.67 см. Стрелками указано направление движения на расстоянии 0.1 см от поверхности.
Tw = 45 ◦C, T∞ = 25 ◦

Рис. 5. (Цветной онлайн) Температурные вращающиеся волны (вид в вертикальном сечении). Стрелками указано на-
правление движения жидкости. (a) – Cечение в виде кольца радиусом 1 см; (b) – верхняя часть (высотой 0.25 см)
четверти кольца, представленного на (a) в различные интервалы времени. r = 3 см, d = 0.7 см, Tw = 45 ◦, T∞ = 25 ◦C

если исключить из теплоотвода испарение или кон-
векцию, то температурная волна исчезает. Исключе-
ние потока излучения не оказывает влияние на су-
ществование вращающейся волны.

4.4. Наличие неоднородного градиента темпера-

туры. Важным условием образования волны, явля-
ется одновременный нагрев как стенок, так и дна
контейнера. Если сохранять нагретым лишь дно, а
стенки оставить при температуре окружающей сре-
ды (либо наоборот: стенки нагревать, а дно остав-
лять при температуре окружающей среды), то ника-
ких волн не образуется: температурное распределе-
ние достаточно равномерно изменяется от центра к
краям контейнера (соответственно, в первом случае
в центре температура выше, а во втором случае –
ниже).

5. Заключение. В результате численного
моделирования нагрева воды в небольшом цилин-
дрическом контейнере обнаружено, что в достаточно
узкой области размеров и температур наблюдается
температурная волна, вращающаяся с постоянной
угловой скоростью. Существенным условием ее
появления является условие прилипания жидкости
на верхней поверхности, а также неоднородность
нагрева (наличие как вертикального, так и гори-
зонтального температурного градиента). Важной
особенностью обнаруженной вращающейся темпе-
ратурной волны, является то, что она создается
не периодически действующими источниками
тепла, а стационарно нагретой границей, приво-
дящей к сложному взаимодействию конвективных
вихрей, которые самоорганизуясь, генерируют
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Рис. 6. (Цветной онлайн) Формы структур на поверхности испарения при изменении температуры нагрева Tw. (a) –
Tw = 43 ◦C; (b) – Tw = 40 ◦C; (c) – Tw = 47 ◦C; (d) – Tw = 50 ◦C. r = 3 см, d = 0.7 см, T∞ = 25 ◦C

Рис. 7. Морфологическая диаграмма рассчитанных структур вблизи области наблюдения температурных вращающих-
ся волн. Каждый символ соответствует проведенному расчету. (а) – Tw = 40 ◦C; (b) – Tw = 50 ◦, T∞ = 25 ◦

волну. Обнаруженное волновое поведение тре-
бует подтверждения в экспериментах на воде с

различными адсорбирующимися на поверхности
примесями.
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Рис. 8. Морфологическая диаграмма рассчитанных структур вблизи области наблюдения температурных вращающих-
ся волн. Каждый символ соответствует проведенному расчету. (а) – T∞ = 20 ◦C; (b) – T∞ = 30 ◦C, Tw = 45 ◦C

Теоретическая модель возникновения волны для
системы, схожей с представленной (капля жидкости,
находящаяся одновременно в горизонтальном и вер-
тикальном градиентах температуры, которые уста-
навливаются самопроизвольно и саморегулируются
благодаря теплообмену с поверхностью, включающе-
го испарение) рассматривается в [20]. В этой рабо-
те сделана попытка аналитически описать экспери-
менты с обнаруженным волнообразным движением,
представленные в [21] (см. также [22, 23]). Представ-
ленная теория смогла дать качественное описание
явления. Наша система отличается от рассмотренной
тем, что вместо условия Марангони на верхней гра-
нице используется условие отсутствия скольжения.
Таким образом, возможным теоретическим направ-
лением развития настоящей работы может быть мо-
дернизация модели [20] и ее аналитический анализ.
Это позволит лучше понять вопрос о масштабиру-
емости обнаруженного явления и о его распростра-
ненности в окружающем нас мире.
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