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В работе рассматривается метод решения задачи Эйлера–Ламберта, предложенный В.А. Егоровым 
и основанный на работах Д.Е. Охоцимского, посвященных анализу множества траекторий пере-
лета между двумя заданными точками в центральном ньютоновском поле. Рассматривая задачу 
Эйлера–Ламберта как обратную задачи баллистики (динамики) удалось построить новый эф-
фективный метод определения орбиты, соответствующей заданному времени перелета. Такой 
подход логично называть методом Охоцимского–Егорова. В рассмотренном подходе параметром 
множества перелетов является траекторный угол в начальной точке. К преимуществам предла-
гаемого метода относятся ограниченность и понятная структура области определения решений, 
простота и  наглядность алгоритма, явная зависимость получаемого решения от  направления 
скорости в начальной точке. Это позволяет проводить качественный анализ траекторий пере-
лета и конструировать эффективные численные методы. В данной работе для решения задачи 
Эйлера–Ламберта использовался численный метод Галлея, был проведен анализ вычислитель-
ной сложности алгоритма, показавший высокую эффективность его использования.
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ВВЕДЕНИЕ

Задача Эйлера–Ламберта является класси-
ческой проблемой небесной механики, служа-
щей для определения орбит небесных тел (Суб-
ботин, 1968; Эскобал, 1970). Традиционно эта 
задача формулируется как двухточечная краевая 
задача в рамках модели двух тел, в которой из-
вестны векторы положения в два разных момен-
та времени. 

В практической космонавтике эта задача при-
обрела новое значение и часто является основой 
для проектирования перелетов космических ап-
паратов. В частности, задача Эйлера–Ламберта 

активно используется для проектирования пе-
релетов с  большой и  малой тягой (Белецкий, 
Егоров, 1964; Ивашкин, Аньци, 2020; Ottesen, 
Russell, 2021), организации тура с многочислен-
ными гравитационными маневрами (Овчин-
ников и др., 2018; Эйсмонт и др., 2013; Голубев 
и  др., 2020) и  облета группы целей (Григорьев, 
Заплетин, 2013). В  этом случае предполагается, 
что орбита, соединяющая два заданных поло-
жения, является траекторией перелета, затраты 
на который определяются суммой двух импуль-
сов скорости. Часто для проведения проек-
тно-баллистического анализа при оптимиза-
ции импульсных перелетов требует решения 
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большого числа подобных задач. В связи с этим 
получение эффективного алгоритма решения 
с явным определением скорости на перелетной 
орбите является актуальной задачей.

Разработано много методов ее решения, 
сравнительный анализ некоторых из  них при-
веден в работах (Субботин, 1968; Эскобал, 1970; 
Arora, Russell, 2013; Torre, Fantino, 2015; Суханов, 
2010). Большинство методов основано на  том, 
что траектории между двумя точками простран-
ства образуют однопараметрическое семейство 
орбит, соответствующих перелету между задан-
ными точками за некоторое время.

Настоящая статья является продолжением 
работ Ивашкина (2023; 2024).

УРАВНЕНИЕ КЛЕРО  
ДЛЯ ЗАДАЧИ КЕПЛЕРА

В частности, однопараметрическое семейство 
траекторий перелета между двумя заданными по-
ложениями описывается уравнением орбиты в об-
ратных радиусах, определяющем изменение ради-
уса от угловой дальности перелета при известных 
начальных радиусе, скорости и траекторном угле 
(наклон скорости к трансверсали) (Clairaut, 1765; 
Охоцимский, 1968; Охоцимский, Сихарулидзе, 
1990; Wheelon, 1959; Godal, 1961), соответствую-
щие переменные приведены на рис. 1.

Рассмотрим обратную задачу баллистики, 
следуя подходу Охоцимского к  решению урав-
нения Клеро (Clairaut, 1765; Охоцимский, 1968). 
Перейдем к переменной, обратной радиусу

	 u
r
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1
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где r = r  – модуль радиус-вектора.

Радиальная vr и  нормальная vn компоненты 
скорости могут быть представлены следующим 
образом:
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где υ – истинная аномалия, с = ×r v  – констан-
та площадей, v = v  – скорость.

Подставляя эти компоненты скорости в ин-
теграл энергии получим
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где µ – гравитационный параметр.
Дифференцируя это выражение по  истин-

ной аномалии и предполагая, что 
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получаем уравнение Клеро для задачи Кеплера 
(Clairaut, 1765), описывающее движение по  ор-
бите как линейный осциллятор. Учитывая, что 
производные u по истинной аномалии υ и угло-
вой дальности перелета φ равны, перейдем 
к уравнению относительно последней
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решение которого может быть записано в виде

	 u
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или эквивалентной форме:
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где константы интегрирования c1, c2 и c0, υ1 опре-
деляются по начальным условиям
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На основе полученного решения может быть 
получена связь между начальным траекторным 
углом и скоростью (Охоцимский, 1968; Охоцим-
ский, Сихарулидзе, 1990):
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где r1, r2 – радиусы начального и конечного по-
ложения, φ  – угол между r1 и  r2, v1  – величина 
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Рис. 1. Орбита движения небесного тела.
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начальной скорости, θ  – начальный траектор-
ный угол (наклон скорости к трансверсали).

Тогда радиальная и трансверсальная компо-
ненты скорости в  начальный точке могут быть 
получены как

	 v v v v1 1 1 1r n= ( ) = ( )sin , cos ,θ θ 	   (9)

На основе равенств , и могут быть получены 
общие выражения для определения компонент 
скорости в любой точке траектории
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где константа площадей может быть определена 
как с r v= ( )1 1 cos θ .

ДЛИТЕЛЬНОСТЬ ПЕРЕЛЕТА

При заданном угле θ по уравнению Охоцим-
ского определяется величина начальной скоро-
сти v1 и может быть определен весь начальный 
вектор состояния r1, v1. Это, на основе уравне-
ний Кеплера, позволяет определить расчетное 
время перелета между начальным r1 и конечным 
r2 положением по найденной траектории. Под-
бирая угол θ1 так, чтобы это расчетное время 
равнялось заданному (Ивашкин, 2023; 2024), 
получим решение с заданным временем переле-
та. Эта схема Егорова поиска решения на осно-
ве уравнения Охоцимского определяет общую 
идею метода Охоцимского–Егорова решения 
задачи Эйлера–Ламберта (Ивашкин, 2024).

Недостатком выражения для решения зада-
чи Эйлера–Ламберта является отсутствие явной 
простой связи со  временем перелета. В  работе 
(Wheelon, 1959) получено соотношение, связы-
вающее угол θ, начальную скорость и время пе-
релета, в  (Nelson, Zarchan, 1992; Arlulkar, Naik, 
2011; Zhang, 2020), оно используется для реше-
ния задачи Эйлера–Ламберта для эллиптиче-
ских орбит. Однако это соотношение довольно 
сложно и мало подходит для построения эффек-
тивного алгоритма. 

Зная большую полуось орбиты перелета, 
время перелета можно вычислить с  помощью 
уравнения в  форме Лагранжа (Lagrange, 1778; 
Prussing, Conway, 1993; Эльясберг, 1965; Zhang 
и др., 2010), используя компоненты начального 
вектора скорости как дополнительную инфор-
мацию.

Так, время перелета для эллиптического дви-
жения можно определить следующим образом

	 ∆t
a

Nell = + − ( )( )− − ( )( )( )
3

2
µ

π α α β βsin sin ,	(11)

где N – число целых витков, параметры Лагран-
жа α и β имеют область определения α π∈ [ ]0 2; , 
β π π∈ −[ ];  и связаны с большой полуосью следу-
ющим образом:
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где d = d  – длина хорды d r r= −2 1 , соединяю-
щей начальную и конечную точки.

Компоненты скорости вдоль вектора, соеди-
няющего начальную и конечную точку, а также 
вдоль радиуса могут быть найдены следующим 
образом (Battin, 1999):
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где фокальный параметр равен
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или через параметры A и  B (Prussing, Conway, 
1993):

	 v B A v B Ad r= + = −, , 	   (15)

где константы A и B определяются как
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Из равенства можно получить A и B:
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учитывая соотношение можно дополнить и од-
нозначно определить параметры α и β
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Для гиперболического движения выраже-
ния (12), (13), (17) и (18), остаются справедливы, 
а длительность перелета определяется как 
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раскладывая выражение в ряд Тейлора и устрем-
ляя a→∞  (Эльясберг, 1965) получаем время 
для перелета по параболической траектории
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где “–” соответствует случаю ϕ π< , а  “+”  – 
ϕ π> .

Такой подход обладает значительно меньшей 
трудоемкостью, чем использование уравнения 
Кеплера в классических переменных.

АНАЛИЗ МНОЖЕСТВА  
ВОЗМОЖНЫХ РЕШЕНИЙ 

Одним из  важных преимуществ рассматри-
ваемого решения является возможность прове-
дения на его основе качественного анализа всех 
возможных траекторий перелета между двумя 
заданными точками. 

Так, среди всех возможных ориентаций век-
тора начальной скорости наибольший интерес 
вызывают решения, соответствующие следую-
щим случаям: 

	• перелет по прямой (предельной гипербо-
ле) и перелет через бесконечность, огра-
ничивающие всю область возможных 
значений, 

	• параболическая траектория, разделяю-
щая гиперболические и  эллиптические 
траектории, 

	• эллиптическая траектория с  минималь-
ной величиной большой полуоси. 

Проанализируем подробнее эти варианты. 
Предельным случаем движения по гиперболе 

является ориентация вектора скорости в направ-
лении конечной точки, если угловая дальность 
не превосходит π, и ориентация на притягиваю-
щий центр, если угловая дальность больше π. То 
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Начальный траекторный угол для парабо-
лического случая определяется из  равенства 

подстановкой величины скорости, соответству-
ющей нулевому значению константы энергии, 
которое после преобразования приводит к двум 
решениям 
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где для решений с  угловой дальностью мень-
ше одного витка “–” соответствует решению, 
разделяющему гиперболические и  эллиптиче-
ские семейства, а  “+”  – решение с  перелетом 
через бесконечность (за бесконечное время). 
Для угловой дальности перелета больше витка 
гиперболических решений не существует, и оба 
случая соответствуют двум разным вариантам 
перелета через бесконечность. В  любом случае 
эти параболы ограничивают область возможных 
эллиптических решений.

Решение с  минимальным значением боль-
шой полуоси можно получить на основе обрат-
ной задачи – максимизации угловой дальности 
перелета при фиксированной величине началь-
ной скорости (Охоцимский, Сихарулидзе, 1990), 
подставив туда минимальное значение началь-
ной скорости
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µ ϕmin
min sin

cosa

r v
=

( )
− ( )( )


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




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arctg 1

2

2 1
,	   (23)

где минимальная начальная скорость может быть 
определена с помощью минимального значения 
большой полуоси (Эльясберг, 1965; Battin, 1999)

	 v
r a

a
s

min
min

min,2

1

2
2

= − =
µ µ .	   (24)

Хотя траектории с  минимальной энергией 
имеют самостоятельный интерес (Leeghim, Ja-
roux, 2010), основной результат приведенного 
анализа заключается в точной локализации об-
ласти решений и возможности ее качественного 
исследования (Ивашкин, 2023). 

Анализ зависимости скорости от  траектор-
ного угла в начальной точке показывает, что гра-
фик возможной скорости представляет собой 
ветвь гиперболы с  асимптотами, направленны-
ми вдоль хорды, соединяющей начальное и ко-
нечное положение, и начального радиус-вектора 
(Охоцимский, 1968; Godal, 1961). Разные ветви 
гиперболы соответствуют разной угловой даль-
ности перелета ϕ π< и ϕ π> , как это показано 
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на  рис. 2. Можно получить уравнение этой ги-
перболы в аналитическом виде, наиболее удоб-
ная форма записи использует в качестве параме-
тров характеристики решения с  минимальной 
энергией перелета (Охоцимский, 1968):

	 v
v a

a

1
2 2

∆
∆

θ
θ

θ θ
( ) =

( )
( )− ( )
min min

min

cos

cos sin
,	   (25)

где ∆θ θ θ= − mina .
Кроме того, ветвь гиперболы, соответству-

ющая множеству возможных решений, огра-
ничена с  одной из  сторон асимптотическим 
решением  – перелетом через бесконечность 
за  бесконечное время по  параболе, так как по-
следующие варианты решения лишены физиче-
ского смысла.

Очевидно, что выражение (25) проще и пред-
почтительнее для определения скорости при 
различных траекторных углах, чем (8).

График зависимости начальной скорости 
от  траекторного угла с  отметкой характерных 
точек и асимптот гиперболы для случаев ϕ π<
и ϕ π>  приведен на рис. 2. На рис. 3 приведе-
ны зависимости начальной скорости и большой 
полуоси от  траекторного угла, на  которых так-
же отмечены характерные точки, разделяющие 
типы возможных решений. Эти зависимости 
имеют аналогичный вид для всех вариантов 
исходных данных и  отличаются только длиной 
отрезков локализации решений, определяемых 
соотношениями (21)–(23). Множество эллипти-
ческих решений симметрично относительно 
точки минимальной энергии перелета.
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Рис. 2. Множество возможных направлений вектора начальной скорости для r1 = 1 и  r2 = 1.5, φ = 105° (слева) 
и φ = 255° (справа).
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Всем приведенным решениям соответствуют 
характерные времена перелета: 

	• минимальному гиперболическому пере-
лету с  θlim  соответствует мгновенный пе-
релет по прямой, 

	• время перелета по  параболе, разделяю-
щей эллиптическое и  гиперболические 
решения и  соответствующей значению 
угла θpar-  ,

	• перелет по параболе, определенной углом 
θpar+ , происходит через бесконечность 
за бесконечное время,

	• время перелета по орбите с минимальной 
энергией, соответствующее θmin a , может 
быть определено для любого числа вит-
ков из общей формулы , однако минимум 
энергиии и  минимум времени перелета, 
очевидно, не совпадают, хотя и находятся 
достаточно близко друг к другу (т.е. время 
перелета по орбите с минимальной энер-
гией может служить хорошим начальным 
приближением для поиска минимально-
го времени перелета для многооборотно-
го решения).

Для определения времени перелета по  тра-
ектории с  минимальной энергией выражение 
допускает упрощение (Эльясберг, 1965; Battin, 
1999; Thompson, Rostowfske, 2020). Подстановка 
выражения для большой полуоси в показывает, 
что параметр α всегда равен π, и выражение при-
нимает вид

	 ∆t
s

N
s

amin sin= − + ( )( )+
3 3

8
2

8µ
π β β π

µ
.	 (26)

К сожалению, не  удалось получить ана-
литическую формулу, определяющую 

минимальное время перелета для многоо-
боротного решения. Однако определить это 
решение часто бывает полезно, так как оно 
разделяет семейство левых и правых решений 
(коротких и длинных).

Графики зависимости длительности пере-
лета от большой полуоси и от начальной ско-
рости приведены на  рис. 4, маркерами отме-
чены точки, соответствующие минимальной 
энергии орбиты перелета и  минимуму време-
ни. 

Легко видеть, что поиск решения задачи 
Эйлера–Ламберта на  основе уравнений и  с 
большой полуосью в  качестве независимой 
переменной затруднен несколькими особен-
ностями, проиллюстрированными на  приве-
денном графике:

	• область определения бесконечна и  со-
впадает практически со  всей числовой 
осью, запрещенным является только 
небольшой отрезок в окрестности нуля;

	• эллиптические и гиперболические типы 
решений смыкаются через бесконеч-
ность, что затрудняет гладкий переход 
между ними в процессе итерационного 
поиска решения;

	• на кривых, соответствующих много-
оборотным решениям, производная 
в  большинстве случаев имеет одинако-
вый знак на  левом и  правом решении 
(коротком и длинном), что требует для 
их разделения достаточно точных на-
чальных приближений и  затрудняет 
контроль полученного типа решения.

При переходе от большой полуоси к началь-
ной скорости в  качестве независимой пере-
менной область определения становится более 

Рис. 4. Длительность перелета от большой полуоси (слева) и величины начальной скорости (справа).
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связанной, в частности происходит гладкий пе-
реход от эллиптических решений к параболиче-
ским. 

На рис. 5 приведена зависимость длительно-
сти перелета от  начального траекторного угла, 
маркерами отмечены точки, соответствующие 
минимальной энергии орбиты перелета и мини-
муму времени перелета. Переход к этой независи-
мой переменной хотя и несколько усложняет вы-
числение длительности перелета, однако при этом 
заметно улучшается и  структурируется область 
определения решений. В  частности, отсутствуют 
все перечисленные выше недостатки: область ре-
шения компактна, происходит гладкий переход 
между разными типами решения, левые и правые 
решения разделены точкой минимума по времени 
перелета и имеют производную разного знака.

Проведенный качественный анализ позво-
ляет получить достаточно эффективный метод 
решения задачи Эйлера–Ламберта, используя 
в  его основе физически значимые параметры 
перелета.

АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ

Рассмотрим подробнее алгоритмы решение 
двух задач: поиска минимума времени перелета 
для многооборотного решения и  определения 
решения с заданным временем перелета (задача 
Эйлера–Ламберта).

Следует отметить несколько особенностей 
исследуемой задачи, проиллюстрированных 
на рис. 5: 

1.	 область определения решений по началь-
ному траекторному углу представляет со-
бой отрезок с известными границами;

2.	 знак производной функции разделяет две 
ветви решений в многооборотном случае;

3.	 функция оказывается пологой на большей 
части практически значимых случаев.

Первые два свойства позволяют строить ал-
горитмы решения на основе двухточечных мето-
дов поиска корня и минимума функции, а также 
использовать метод доверительных областей. 
Последнее свойство указывает на  необходи-
мость использования на каждом шаге итерации 
нелинейной аппроксимации рассматриваемой 
функции для получения быстросходящегося 
метода. В  частности, к  потенциально подходя-
щим относятся методы, основанные на парабо-
лической интерполяции исследуемой функции 
и  методы, использующие вторую производную 
исследуемой функции. Последние обладают 
наибольшей скоростью сходимости, поэтому да-
лее будут рассмотрены они. 

В частности, для поиска минимума времени 
перелета для многооборотного решения 

	 ∆t Nell θ, min,( )→ 	   (27)

рассмотрим применение квазиньютоновского 
метода, основанного на  следующих рассужде-
ниях. Необходимым условием минимума явля-
ется

	 ∆ ′ ( ) =t Nell θmin 0,	 (28)

это нелинейное уравнение можно решить мето-
дом Ньютона, тогда итерационный процесс бу-
дет выглядеть следующим образом
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при этом для вычисления второй производной 
применим конечно-разностную аппроксима-
цию, используя значения первой производной 
на  двух последовательных итерациях. Тогда 
окончательно имеем:

	 θ θ
θ θ θ

θmin min

min min min

min

N
i

N
i N

i
N

i
N

i

N

t

t
+

−

= −
′ ( ) −( )
′

1

1∆

∆
ell

ell
ii

N
it( )− ′ ( )−∆ ell θmin

1
,	(30)

полученный метод эквивалентен решению урав-
нения методом секущих.

В качестве начального приближения для по-
иска минимума времени перелета используется 
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Рис. 5. Длительность перелета как функция началь-
ного траекторного угла.
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решение с  минимальной энергией , (соответ-
ствующие точки отмечены маркером на рис. 5)

	 θ θmin minN a
0 = .	   (31)

Для поиска решения с  заданным временем 
перелета (задачи Эйлера–Ламберта)

	 ∆ ∆t N tθ, ,*( ) = 	   (32)

используем метод Галлея (Traub, 1964; Alefeld, 
1981), итерации которого имеют следующий вид

	 θ θ
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,	   (33)

вычисление второй производной будем делать 
аналогично .

Для применения описанных формул не-
обходима производная длительности перелета 
по  траекторному углу, в  случае эллиптической 
траектории она может быть представлена как

	 ∆ ∆′ ( ) =t
t
a

a
v

v
ell

elld
d

d
d

d
d

θ
θ1

1 , 	   (34)

где производные могут быть получены из и :
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В случае гиперболы производная длительно-
сти перелета по траекторному углу записывается 
аналогично 
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∆

′ ( ) =t
t

a
a
v

vhyp
hyp

d

d
d
d

d
d

θ
θ1

1 , 	   (38)

и отличается только одной составляющей
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В качестве начальных приближений для 
решения задачи Эйлера–Ламберта достаточно 

использовать характерные точки, разделяющие 
множество возможных решений, полученные 
ранее. Например, следующим образом:

	• для гиперболических решений ∆ ∆t t< par

	 θ θ εhyp par
0 = − ,	   (40)

	• для эллиптических решений ∆ ∆t t par>  
с угловой дальностью меньше витка, N< 1

	 θ θell
0 = mina ,	   (41)

	• для многооборотных эллиптических ре-
шений ∆ ∆t t par> , N>0, левого и правого 
соответственно

	 θ θ ε θ θ εell par ell parN N− − + += + = −0 0, ,	   (42)

где ε – точность вычислений.
Однако такое правило определения началь-

ного приближения не  использует значение 
длительности перелета искомого решения, т.е. 
близость начального приближения к  решению 
не  гарантирована, а  сходимость обусловлена 
только свойствами области определения и свой-
ствами функции (как видно на рис. 5). Это при-
водит к излишнему количеству итераций в про-
цессе решения.

Можно построить более эффективное пра-
вило получения начальных приближений, осно-
ванное на аппроксимации зависимости време-
ни перелета по характерным точкам множества 
решений. Для получения начальных приближе-
ний для решения задачи с  временем перелета 
∆t  будем пользоваться следующими предполо-
жениями:

	• для гиперболических решений зависи-
мость ∆thyp θ( )– прямая, проходящая че-
рез точки θlim,0( )  и  θpar par−( ),∆t ,

	• для эллиптических решений (мень-
ше одного витка) ∆tell θ( )   – гипербола, 
проходящая через точки θpar par−( ),∆t  и 
θmin min,a at∆( )  c асимптотой θpar+ ∞( ), .

	• для многооборотных эллиптических 
решений ∆t Nell θ,( )   – парабола, прохо-
дящая через точки θpar−( ), min10∆ ∆t t N , 
θpar+( ), min10∆ ∆t t N  и  θmin min,N Nt∆( ) .

Тогда начальные приближения для решения 
задачи с временем перелета ∆t  в соответствую-
щих случаях определяются так:

	• для гиперболических решений 

	 θ θ
θ θ
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	• для эллиптических решений (при полете 
на дуге менее одного витка, N = 0) 
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	• для многооборотных эллиптических ре-
шений (N> 0)
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Как видно, наиболее трудоемким является 
получение начального приближения для мно-
гооборотных решений, так как оно связано 
с  определением точки θmin min,N Nt ∆( ), что тре-
бует решения вспомогательной задачи, рас-
смотренной ранее. Однако следует отметить, 
что эта проблема связана с особенностью мно-
жества многооборотных решений и появляется 
во многих других методах решения задачи Эй-
лера–Ламберта. В  данном случае вычисление 
точки минимума дает дополнительную инфор-
мацию о множестве решений и позволяет эф-
фективно получать начальные приближения. 

ОЦЕНКА СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ

Проведенный качественный анализ множе-
ства возможных решений позволяет получить 
область определения решений задачи Эйлера–
Ламберта для гиперболических и эллиптических 
решений. 

Если использовать для решения метод би-
секции, то  количество итераций, необходимых 
для достижения заданной точности ε, определя-
ется выражением

	 n = ( ) ( )log log ,∆θ ε0 2 	   (46)

где ∆θ0   – длина отрезка локализации корня 
гиперболических ∆θ θ θ0 = −−par lim  и эллиптиче-
ских ∆θ θ θ0 = −+ −par par  решений.

Поскольку длина отрезка начальной локали-
зации корня зависит только от  отношения r2/r1 
и  угла φ, можно определить максимальное ко-
личество итераций при решении задачи с задан-
ной длительностью перелета методом бисекции. 
Такая оценка приведена на рис. 6 для случая эл-
липтических и  гиперболических решений при 
заданной точности решения ε = 10–8. При этом 
отношение радиусов r2/r1 варьировалось от  0.1 
до 10, а угловая дальность перелета от 1° до 359°, 
что в  значительной степени покрывает область 
практически значимых задач, возникающих при 
проектировании перелетов в околоземном про-
странстве или для анализа гелиоцентрических 
участков межпланетных перелетов.

Проведен анализ вычислительных затрат при 
использовании метода Галлея с начальными при-
ближениями – внутри каждой области определения 
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Рис. 6. Оценка максимального количества итераций метода бисекции для эллиптического (слева) и гиперболиче-
ского (справа) случаев.
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Рис. 7. Оценка максимального количества итераций метода Галлея для гиперболического (слева) и эллиптического 
N = 0 (справа) случаев.
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Рис. 8. Оценка максимального количества итераций метода Галлея для многооборотных решений (N = 1): левого 
(слева) и правого (справа) семейств.
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Рис. 9. Оценка максимального количества итераций квазиньютоновского метода для нахождения минимума време-
ни перелета многооборотного решения (N = 1).
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заданного типа решения. При этом равномерно 
распределялись точки по  траекторному углу для 
получения времени перелета в  тестовых задачах, 
и  среди них определялось максимальное значе-
ние итераций. Точность полученных решений при 
этом была не  хуже 10–12. Результаты приведены 
на  рис. 7 для гиперболического и  эллиптическо-
го (N = 0) случая, и на рис. 8 для левого и правого 
семейств многооборотного эллиптического реше-
ния (N = 1). Как видно, для перелетов с  угловой 
дальностью меньше витка типичное количество 
итераций не превосходит 5, а для многооборотного 
случая 5–7. Что соответствует лучшим результатам 
аналогичных методов, приведенных, например, 
в (Arora, Russell, 2013; Torre, Fantino, 2015).

Количество итераций, необходимое для по-
иска минимума длительности перелета с  помо-
щью квазиньютоновского метода с  начальным 
приближением для самого трудоемкого случая 
N = 1 приведено на рис. 9. Типичное количество 
итераций для поиска минимума равно 6.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрено решение задачи Эйлера–Лам-
берта на  основе баллистического подхода Охо-
цимского–Егорова как обратной задачи дина-
мики. Проведен качественный анализ решений. 
Разработан оригинальный метод определения 
длительности перелета. 

Предложен эффективный алгоритм решения 
задачи Эйлера–Ламберта. Оценка скорости схо-
димости показывает, что при использовании ме-
тода Галлея с оценкой второй производной с по-
мощью конечно-разностной аппроксимации 
на  двух последовательных приближениях ти-
пичное количество итераций составляет около 
5–7 для всех типов решений, что является очень 
хорошим результатом для алгоритмов решения 
задачи Эйлера–Ламберта.

К достоинствам самого подхода относится 
ограниченность и  понятная структура области 
определения решений. Общая наглядность ме-
тода, обусловленная использованием физически 
понятных параметров траектории, и явная зави-
симость решения от вектора начальной скорости 
позволяют эффективно включать эту схему реше-
ния в процесс оптимизации импульсных траекто-
рий и проектирования межпланетных миссий.

Исследование выполнено за  счет гранта 
Российского научного фонда № 22-79-10206, 
https://rscf.ru/project/22-79-10206/
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