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Теоретически исследуются генерация акустико-гравитационных волн метеорологическими источ-
никами тепла в тропосфере и распространение этих волн до высот верхней атмосферы. Выведены
уравнения, описывающие по отдельности генерацию и распространение акустической и гравитаци-
онной волн локальным источником тепла. Тепловой источник волн представлен в виде парциаль-
ных источников гравитационных и акустических волн. Получена оценка мощности этих парциаль-
ных источников и показано, что их мощности различаются примерно вдвое, независимо от формы,
размеров и частоты теплового источника. Показано, что генерация гравитационных волн не может
происходить без соответствующей генерации акустических: эти волны генерируются только сов-
местно. Разделение задачи о волнах от источника тепла на две отдельные (от гравитационного и аку-
стического источников) проиллюстрировано прямым моделированием этих волн. Обсуждается
применение полученных результатов к проблеме параметризации акустико-гравитационных волн в
моделях общей циркуляции и климатических моделях.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Современные исследования [1–9] вариаций

волн и параметров ионосферы показывают, что
атмосферные волны, генерируемые различными
тропосферными источниками, достигая высот
верхней атмосферы, могут отдавать свой импульс
и энергию атмосферному газу. Они существенно
влияют на динамические процессы в верхних
слоях атмосферы и ионосферы. Диссипирующие
волны могут создавать струйные течения, а также
влиять на тепловой баланс верхних слоев атмо-
сферы [5, 10, 11].

Процессы выделения/поглощения тепла при
фазовых переходах воды в атмосфере при образо-
вании и эволюции облаков и других метеорологи-
ческих явлениях являются мощными энергетиче-
скими источниками акустико-гравитационных
волн (АГВ). Нагрев атмосферного газа при кон-
вективном тепловыделении может вызывать дви-
жение атмосферного газа с локальным наруше-
нием условия статической устойчивости атмо-

сферы и последующим развитием волновых
процессов вследствие развития неустойчивости.

Несмотря на то, что генерация волн тропо-
сферными тепловыми источниками является
процессом обычным, элементарная физика про-
цесса генерации волн тепловым источником все
еще недостаточно изучена. Такой процесс имеет
некоторые особенности, которые могут быть
критическими для понимания механизмов фор-
мирования волновой картины в атмосфере и про-
явлении различных эффектов. Особенности ге-
нерации волн тепловыми источниками важно
также учитывать для правильной интерпретации
экспериментальных наблюдений волн в атмосфе-
ре и ионосфере и при численном моделировании.

Численное моделирование АГВ является слож-
ной задачей, с которой, однако, неплохо справля-
ются современные модели атмосферных нестацио-
нарных процессов высокого разрешения, напри-
мер, AtmoSym [12]. Недостатком таких моделей
является вычислительная трудоемкость.
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Для численного исследования глобальных ат-
мосферных процессов обычно применяют круп-
номасштабные модели, как менее требователь-
ные к вычислительным ресурсам. В глобальных
численных моделях атмосферы влияние внутрен-
них гравитационных волн (ВГВ) на верхние слои
атмосферы учитывается путем параметризации
волновых эффектов. Так, например, глобальная
модель WACCM (Whole Atmosphere Community
Climate Model) [13] включает в себя параметриза-
цию стационарных орографических внутренних
гравитационных волн и параметризацию фрон-
тальных и конвективных гравитационных волн [14].
Однако эта параметризация содержит неточности,
связанные с отсутствием детального понимания
волн, генерируемых фронтальными системами, и
воздействия этих волн на атмосферу. Модель SM-
LTM (Spectral mesosphere/lower thermosphere model)
[15] учитывает сезонные колебания фоновой темпе-
ратуры и содержит дискретную многокомпонент-
ную параметризацию гравитационных волн. Ав-
торы работы [16], моделирующие приливные вол-
ны, генерируемые в тропосфере и стратосфере с
помощью SMLTM, отмечают, что климатологи-
ческие исследования спектров гравитационных
волн дают информацию о сезонных изменениях
общего волнового воздействия на атмосферу, но
эта информация не может быть напрямую ис-
пользована в параметризациях дискретного спек-
тра гравитационных волн. Для разработки более
эффективных параметризаций действия АГВ в
моделях общей циркуляции атмосферы необхо-
димо более глубокое понимание особенностей ге-
нерации и распространения этих волн. Теорети-
ческому изучению особенностей генерации аку-
стических и гравитационных волн посвящены, в
частности, работы [17–19].

В данной работе выполнено аналитическое
исследование общей задачи о генерации АГВ ло-
кальным источником тепла на тропосферных вы-
сотах. Теоретически показано, что генерация
внутренних гравитационных волн источником
тепла не может происходить без генерации акусти-
ческих волн (АВ) тем же источником. Для лучшего
понимания процесса генерации волн исходная за-
дача о генерации волн тепловым источником разде-
лена на две – о генерации гравитационных волн и о
генерации акустических волн по отдельности. По
заданному произвольному источнику тепла вы-
числены парциальные источники акустических и
гравитационных волн. Показано, что мощности
этих парциальных источников имеют один поря-
док величины, независимо от частоты и формы
источника тепла. С целью исследования ампли-
туд и энергий, генерируемых акустических и гра-
витационных волн, выполнено численное моде-
лирование генерации и распространения этих
волн по отдельности.

Показано, что парциальные источники аку-
стических и гравитационных волн не являются
чисто тепловыми, а содержат также источники

массы. Последние для акустических и гравитаци-
онных волн имеют противоположные знаки и в
сумме равны нулю, т.е. закон сохранения массы
выполняется. Но эти источники массы простира-
ются до больших высот, несмотря на то, что теп-
ловой источник локализован на тропосферных
высотах. То есть, парциальные источники аку-
стических и гравитационных волн не являются
локализованными, простираются до больших вы-
сот, что создает некоторые физические эффекты,
интересные для изучения. 

Полученные в расчетах формулы для парци-
альных источников акустических и гравитацион-
ных волн, генерируемых тропосферными тепло-
выми источниками, позволяют оценить эффек-
тивность генерации волн каждого типа по
отдельности. Анализ формул показывает, что эти
волны всегда возникают вместе и параметры их
взаимосвязаны.

2. ГЕНЕРАЦИЯ АГВ ТЕПЛОВЫМИ 
ИСТОЧНИКАМИ

Математическая постановка задачи
о распространении АГВ от тепловых 

источников в тропосфере
Рассмотрим вопрос о генерации АВ и ВГВ тро-

посферными источниками тепла. В теоретиче-
ском исследовании мы будем использовать дву-
мерные гидродинамические уравнения, описы-
вающие распространение волн от источника
тепла. Двумерные формулы более компактны, но
это упрощение не оказывает существенного вли-
яния на качественные результаты.

В нижней атмосфере амплитуды волн обычно
малы из-за высокой плотности газа, поэтому
можно использовать уравнения линейной волно-
вой теории [20] и записать рассматриваемую си-
стему в виде

(1)
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однородной атмосферы, характеризующая мас-
штаб стратификации плотности (R – универсаль-
ная газовая постоянная,  – молекулярный
вес); γ – показатель адиабаты; g – ускорение сво-
бодного падения; U и W – компоненты массовой
скорости газа вдоль горизонтальной оси x и вер-

тикальной оси z; α = . В правую

часть последнего уравнения системы (1) входит
величина, связанная со скоростью нагрева/охла-
ждения, QΦ(x, z, t). Эта величина (далее – источ-
ник) может учитывать нагрев и охлаждение газа
вследствие фазовых переходов воды в атмосфере.

Дополним систему уравнений (1) стандартным
нижним граничным условием на поверхности
Земли:

(2)

Введем функцию-столбец

 . 

Для удобства запишем систему уравнений (1) в
виде одного матричного уравнения:

(3)

где

(4)

Рассмотрим  просто как функцию простран-
ственных переменных x и z. Введем скалярное про-
изведение двух произвольных функций-столбцов:
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(5)

Обозначим гильбертово функциональное про-
странство, порожденное скалярным произведе-
нием (5), как  Все элементы гильбертова про-
странства Σ, в силу определения этого функцио-
нального пространства, удовлетворяют условию

 [21]. Соответственно, .
Рассмотрим столбцы-функции  и вве-

дем норму

Пусть  – Банахово пространство [21] столбцов-
функций  с нормой , удовлетворяю-
щих нижнему граничному условию (2). Задача о
генерации и распространении АГВ в атмосфере ма-
тематически ставится следующим образом: в Бана-
ховом пространстве  ищется элемент ,
удовлетворяющий в слабом смысле уравнению (3). 

Понятие слабого решения изложено, напри-
мер, в работе [21]. Для данной задачи слабое ре-
шение определяется следующим образом. Ищется

 удовлетворяющий интегральному со-
отношению

(6)

для любой дифференцируемой по всем перемен-
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нечной атмосферы, и с внешними источниками.
Решения уравнения (1) можно также рассматри-
вать как параметрически зависящую от времени
t кривую в гильбертовом пространстве Σ. Из-
вестное выражение для волновой энергии [22]

можно записать в удобном виде 

Условие  будет выполнять
роль верхнего граничного условия в поставлен-
ной полубесконечной задаче о генерации и рас-
пространения волн. Нижнее граничное условие
содержится в определении Банахова простран-
ства , в котором ищется решение.

Случай бесконечной изотермической атмосферы. 
Аналитическое решение задачи о генерации

и распространении АГВ

Рассмотрим случай бесконечной изотермиче-
ской атмосферы, т.е.  и ρ0(z) = ρ0(0) ×

. В рамках такой модели было впер-
вые выведено дисперсионное соотношение для
АГВ и возникли основные понятия об атмосфер-
ных акустических и гравитационных волнах. По-
этому весь анализ можно выполнить строго.

Задача о распространении волн в бесконечной
атмосфере ставится аналогично задаче о распро-
странении волн в полубесконечной атмосфере из
предыдущего раздела. Только в выражении (5)
интеграл по переменной  берется в пределах от

 до  и нижнее граничное условие (2) в этом
случае не требуется, поскольку условие

 выполняет роль верхнего и

нижнего граничных условий, а также роль гранич-
ных условий на бесконечности по горизонтали.

В случае бесконечной изотермической атмо-
сферы можно выполнить обобщенное преобразо-
вание Фурье по пространственным переменным
и перейти от  к фурье-образу ,
определяемому формулой

(7)

где  – горизонтальная и вертикальная ком-
поненты волнового вектора k соответственно.

Тогда уравнение (3) преобразуется в систему
обыкновенных дифференциальных уравнений:

(8)

Уравнения (8) эквивалентны уравнениям (3) и
описывают эволюцию волн в -пространстве или

-представлении. Здесь  – матричный

= λ λ1 , .
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 оператор, получающийся из выражения (4)
при фурье-преобразовании. В правые части урав-
нений (8) входит величина, , которая
представляет собой фурье-образ источника в вы-
ражении (3) и определяется формулой

(9)

аналогичной формуле (7).
Изучим задачу на собственные значения

(10)

для матрицы  Собственные значения 
матрицы  действительны, различны и
совпадают с корнями ,  дисперсионного
соотношения для АГВ [22, 23]. Нижние индексы
“ ”, “ ” отмечают решения для акустических и
внутренних гравитационных волн.

Собственные векторы ,  матрицы
 линейно независимы и образуют базис в

пространстве четырехмерных столбцов. Они сов-
падают с поляризационными соотношениями
для акустической и гравитационной волн:

(11)

где  = . В соотношениях (11) частоты ,

 предполагаются явно выраженными через
, при этом , .

Общее решение системы уравнений (8) можно
записать в виде
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(12)

Здесь функции   – решения
обыкновенных дифференциальных уравнений:

(13)

(14)

Поскольку уравнение (13) содержит частоту
акустических волн , но не содержит ча-
стоты гравитационных волн, то мы можем интер-
претировать выражение (13) как уравнение для аку-
стических волн. Аналогично, уравнение (14) содер-
жит частоту гравитационных волн , но не
содержит частоты акустических волн, и мы мо-
жем интерпретировать выражение (14) как урав-
нение для гравитационных волн.

При выводе уравнений (13) и (14) в их правых
частях этих уравнений появляются функции

 и  которые можно рас-
сматривать в качестве источников акустических и
гравитационных волн соответственно. Для ис-
точников,  и , АВ и ВГВ
волн справедливы следующих выражения:

(15)

Решения уравнений (15) имеют вид
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Из формул (15) и (16) видно, что источники 
и  акустических и гравитационных волн, соот-
ветственно, одного и того же порядка. Это связа-
но со сходством поляризационных соотношений

  для акустических и гравитационных волн.
Этот вывод не зависит от частоты теплового ис-
точника . Далее приводится строгое вы-
числение мощностей источников акустических и
гравитационных волн. Будет показано, что мощно-
сти этих источников всегда не сильно различаются.

Из факта, что мощности источников АВ и ВГВ
одного порядка, все же не следует, что амплитуды
или энергии генерируемых акустических и грави-
тационных волн являются величинами одного
порядка и не зависят от частоты теплового источ-
ника. Действительно, если энергия теплового ис-
точника  обусловлена метеорологиче-
скими процессами, то он имеет характерное вре-
мя изменения , заведомо большее, чем обратная
частота Вяйсяля–Брента, N, [23], т.е. выполняет-
ся соотношение . Соответственно, харак-
терное время  изменения источника заведомо
больше частоты акустической отсечки  и

. Несложно показать, что в этом случае
значение интеграла выражении (16) для акустиче-
ских волн “зарезается” быстро осциллирующим
множителем  в подынтегральном вы-
ражении в формуле (16), и, таким образом, ам-
плитуды генерируемых акустических волн мень-
ше амплитуд гравитационных волн и зависят от
частоты источника.

Физически это объясняется следующим обра-
зом. Каждая гармоника акустических волн быст-
ро осциллирует со временем и постоянно изменя-
ет знак. Во время положительной фазы волна растет
под воздействием источника, но затем наступает
отрицательная фаза, и источник работает против
волны и гасит ее. В результате акустическая волна
значительной амплитуды при медленно изменяю-
щемся источнике образоваться не может

В качестве простейшего примера рассмотрим
выражение для источника в виде

где  характерная частота источника и  –
скорость затухания источника. Предполагается,
что . Вычисляя интеграл в выражении
(16), получаем

(17)

Из формулы (17) видно, что низкочастотный
источник возбуждает как вынужденное возмуще-

ние, , на частоте источни-
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ка, так и свободно распространяющуюся акусти-

ческую волну, , остающуюся

после выключения источника. Вынужденное воз-
мущение мы относим к акустическим возмуще-
ниям потому, что оно удовлетворяет уравнению
(13) для АВ. Вынужденное возмущение всегда по-
является в паре со свободно распространяющей-
ся акустической волной и исчезает после выклю-
чения источника, в то время как свободно рас-
пространяющаяся волна остается и после
выключения источника.

Мы также видим, что спектр свободно распро-
страняющихся акустических волн, генерируемых
низкочастотным источником, широкий. Ампли-
туда генерируемых гармоник акустических волн
медленно затухает с ростом частоты гармоник.
Амплитуда генерируемых АВ оценивается как ам-
плитуда источника,  умноженная на

 где  – характерная частота источника,

амплитуда которого равна 

Если частота источника попадает в диапазон
частот внутренних гравитационных волн, то ам-
плитуда ВГВ,  линейно растет со вре-
менем, пока источник активен. Реальные метео-
рологические конвективные источники обычно
непериодичны и амплитуда гравитационной вол-
ны оценивается как произведение амплитуды ис-
точника на время его активности. Тепловые ме-
теорологические источники с частотами ниже ча-
стоты Вяйсяля–Брента генерируют в основном
внутренние гравитационные волны. Но они так-
же обязательно генерируют и инфразвуковые
волны, амплитуда которых меньше амплитуды
гравитационных волн.

Выше выполнен анализ решения уравнений в
-представлении. Для перехода к обычному, ко-

ординатному представлению необходимо выпол-
нить обратное преобразование Фурье. Тогда из
уравнений (13) и (14) следуют уравнения для аку-
стических и гравитационных волн по отдельно-
сти в обычном, координатном представлении, а
выражение (16) даст аналитические решения этих
уравнений в координатном представлении.

Акустические и внутренние гравитационные волны 
в терминах поляризационных соотношений

Рассмотрим выражения (12) для акустических
и гравитационных волн. В этих выражениях
функции   

 определяются начальным условием и
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внешними источниками. Поляризационные соот-
ношения  и  показывают, что гидродинами-
ческие переменные (колебания температуры, плот-
ности, компоненты гидродинамической скорости)
у волны связаны между собой, причем эта связь за-
висит от типа волны. Из формул (12) следуют
уравнения, связывающие гидродинамические
переменные в акустической и гравитационной
волнах:

(18)

Здесь   
   

 – фурье-образы функций 
   
   которые можно

вычислить. Сумма акустической и гравитацион-
ной волн должна давать полную наблюдаемую
АГВ, поэтому дополним систему уравнений (18)
соответствующими соотношениями:

(19)

Система уравнений (18) и (19) вместе дает за-
мкнутую систему уравнений, позволяющую вы-
делить в гидродинамических полях вклад аку-
стических и гравитационных волн по отдельно-
сти. Для этого нужно совместно решить
уравнения (18), (19).

Производя обратное фурье-преобразование
соотношений (18), приходим к уравнениям связи
гидродинамических переменных для волн раз-
личных типов в обычных, пространственных пе-
ременных:

(20)

Уравнения (20) сложные и являются псевдодиф-
ференциальными, так как в  и  входят частоты

, , которые содержат корни
квадратные от сложных алгебраически функций
переменных  Операторы , , , , ,

, ,  здесь явно не выписаны, поскольку они
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громоздкие, но их несложно вычислить исходя из
(18) и (11).

Если мы хотим использовать уравнения (20)
для выделения вкладов АВ и ВГВ в гидродинами-
ческих полях, то должны добавить к ним есте-
ственные уравнения, аналогичные (19):

(21)

Тогда получается замкнутая система уравнений,
позволяющая в любой момент времени  по из-
вестным волновым полям  

  вычислить вклад акустических
и гравитационных волн по отдельности в общую
волновую картину.

Точные уравнения (20), в которых явно выпи-
саны операторы  и  сложны и громоздки. В
частных случаях они существенно упрощаются.
Например, в работах [24–27] изучалась связь гид-
родинамических переменных в АВ и ВГВ в при-
ближении длинных волн, когда 
Было показано, что в этом случае скалярные пе-
ременные в акустической волне связаны простым
приближенным соотношением вида

(22)

Во внутренней гравитационной волне в этом
же приближении скалярные переменные связаны
следующим соотношением:

(23)

Соотношение (23) часто называют приближе-
нием квазистатики, оно широко применяется в мо-
делировании внутренних гравитационных волн.
Соотношение (22) приведено в работах [24–27].
Соотношение (23) можно также вывести из тре-
бования ортогональности, в смысле скалярного
произведения (5), гидродинамических перемен-
ных АВ к переменным ВГВ. Ортогональность пе-
ременных акустической волны к переменным
внутренней гравитационной волны следует из са-
мосопряженности оператора  определенного в
выражении (4), по отношению к скалярному про-
изведению (5).

Упрощенные уравнения, связывающие ком-
поненты гидродинамической скорости у волны
каждого типа, аналогичные соотношениям (22),
(23), но для скоростей, также представлены в ра-
ботах [24–27]. В данной работе они нам не инте-
ресны, и поэтому здесь не рассматриваются.
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Решение задачи о генерации и распростране-
нии акустико-гравитационных волн можно рас-
сматривать как параметризованную временем 
кривую  в гильбертовом пространстве , вве-
денном ранее. Соотношения (20) выделяют в 
инвариантные ортогональные подпространства

 и  соответствующие акустическим и грави-
тационным волнам. Это можно трактовать как
расщепление пространства  на инвариантные
ортогональные подпространства (  и ). Аку-
стическая волна в такой интерпретации есть кри-
вая  в , а гравитационная волна – кривая

 в  То есть, математически разделение за-
дачи о распространении акустико-гравитацион-
ных волн на отдельные задачи о распространении
акустических и гравитационных волн можно
трактовать как разделение исходной задачи на от-
дельные задачи на инвариантных ортогональных
подпространствах  и .

Разделение задачи о генерации волн тепловым 
источником на задачу о генерации АВ и задачу 

о генерации ВГВ; парциальные источники АВ и ВГВ

Изложенный алгоритм выделения вкладов
акустических и гравитационных волн в общей
волновой картине, основанный на уравнениях
(20), (21), можно применить к внешним источни-
кам волн и выделить части, ответственные за ге-
нерацию акустических и гравитационных волн,
по отдельности. В этом случае в уравнения (20),
(21) подставляются соответствующие источники
для каждой из гидродинамических переменных.
Мы будем называть эти вычисляемые источники
парциальными источниками акустических и гра-
витационных волн, поскольку в сумме они равны
заданным внешним источникам.

Если вместо уравнений (20) использовать при-
ближенные соотношения (22) и (23) и применить
их к тепловому источнику , то для пар-
циальных источников акустических и гравитаци-
онных волн получаем выражения:

(24)

Соотношения (24) выведены для безграничной
атмосферы, тем не менее можно считать, что

 при , и что  “исчезает”
несколько выше поверхности Земли. Тогда форму-
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лы можно применить и к полубесконечной атмо-
сфере. Очевидно, что 

, .
Обратим внимание, что изначально задан источ-

ник тепла , но при этом вычисленные пар-
циальные источники акустических и гравитацион-
ных волн содержат также источники массы

 и  которые в сумме равны
нулю. Появление этих источников массы обу-
словлено тем, что колебания плотности в аку-
стической и гравитационной волнах согласова-
ны с колебаниями температуры. Поскольку

 то нарушения зако-
на массы не происходит, несмотря на появления
источников массы.

Сравнительная оценка мощностей парциальных 
источников акустических и гравитационных волн

Поскольку для парциальных источников АВ и
ВГВ имеются явные формулы (3), то можно оце-
нить и сравнить мощности этих источников. Из-
менение энергии волны  внешними ис-
точниками, определенными в столбце ,
за одну секунду характеризуется выражением

 и зависит не только от источника , но и от
волнового поля в момент времени . Если началь-
ное волновое возмущение отсутствует, то, на не-
больших временах,  и выражение для мощ-
ности приобретает особенно простой вид – .
Мы будем применять это выражение, , для
оценки мощностей источников в любой момент
времени, а не только при малых , потому что оно
характеризует именно источники, и не зависит от
волнового поля.

Таким образом, для оценки мощностей парци-
альных источников можно предложить следую-
щие формулы:

(25)

Размерности в формулах (25) для мощностей

отрегулированы с помощью множителей  По-

скольку интерес представляют сравнительные
мощности, то эти, введенные в формулы общие
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множители, не влияют на относительные величи-
ны, и не важны.

Нет необходимости вычислять интегралы в
выражении (25), поскольку можно привлечь оче-
видную дополнительную формулу:

(26)

В результате совместного рассмотрения выра-
жений (24), (25) и (26) приходим к формулам

(27)

Таким образом, для случая тепловых внешних
источников мощности парциальных источников
акустических и гравитационных волн всегда раз-
личаются примерно вдвое, и это не зависит от их
формы и частоты. Применим полученные форму-
лы (24) для численного расчета раздельной гене-
рации акустических и гравитационных волн, со-
здаваемых тропосферным источником тепла

.

3. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ГЕНЕРАЦИИ АКУСТИЧЕСКИХ 
И ГРАВИТАЦИОННЫХ ВОЛН 

ТРОПОСФЕРНЫМ ИСТОЧНИКОМ ТЕПЛА

Модельный тропосферный источник тепла

Для численного раздельного расчета генера-
ции и распространения акустических и гравита-
ционных волн, создаваемых тропосферным ис-
точником тепла, применим численную модель
атмосферных процессов высокого разрешения
“AtmoSym”, основанную на решении системы не-
линейных гидродинамических уравнений для атмо-
сферного газа в поле тяжести. Уравнения модели
приведены в статье [28]. Хотя модель “AtmoSym”
нелинейная, но на высотах ниже 100 км амплиту-
да рассматриваемых волн мала, и нелинейность
уравнений практически не сказывается.

Поскольку формулы (24) выведены для изо-
термической атмосферы, то будем задавать в “At-
moSym” фоновую температуру постоянной до
высоты 120 км, а выше – используем модель стра-
тификации с ростом температуры. На рис. 1 пред-

ставлена зависимость  для использу-

емой в расчетах модели стратификации.
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Модельный тропосферный источник тепла в
расчетах задан гауссовой функцией в виде

(28)

Здесь  – амплитуда источника, которая специ-
ально выбрана малой, чтобы, по крайней мере, до
высоты, не превышающей 100 км, обеспечить как
малые амплитуды волн, так и выполнение прин-
ципа линейной суперпозиции. Частота источни-

ка составляет  где  ч; параметры

 км,  км. Они определяют размеры рас-
сматриваемого источника и выбраны так, чтобы
примерно соответствовали небольшому облаку.
Параметр  определяет положение центра источ-
ника относительно горизонтальной оси ,  –
положение центра источника относительно вер-
тикальной оси  и равен  км. Параметр

 ч задает характерное время работы источни-
ка,  мин определяет скорость выключения
источника.

Тепловые источники с более сложным поведе-
нием можно построить путем сложения несколь-
ких источников вида (28) с различными парамет-
рами. Поскольку амплитуда волн в нижней атмо-
сфере мала, то волновую картину для сложных
источников можно получить сложением волно-
вых картин от источников вида (28). Следова-
тельно, для изучения волн от разнообразных теп-
ловых источников на тропосферных высотах (28)
достаточно формул (27) и (28).

В расчетах ниже используются парциальные
источники акустических и гравитационных волн,
вычисленные в выражении (24) по источнику
тепла  описанного формулой (28). Ре-
зультаты расчетов представлены далее.

Волновые поля для акустических и гравитационных 
волн на высотах ниже 50 км

Рассмотрим распространение волн вверх из
тропосферы в верхнюю атмосферу на высотах ни-
же 50 км. Волны на таких высотах практически не
подвержены действию нелинейности и диссипа-
ции, и поэтому для них выполняется принцип ли-
нейной суперпозиции и возможно разделение
теплового источника на сумму источников, излу-
чающих ВГВ и АВ по отдельности.

На рис. 2 представлены волновые возмущения
температуры на высотах ниже 50 км, создаваемые

( )

( )

Φ =
    − −= − − ω ×   
     

<  × −   ≥  τ   

22

2 2

0

0
0

, ,

exp sin

1, если
.

exp , если

c c

x z

Q x z t

x x z zA t
l l

t t
t t t t

A

πω = 2 ,
T

= 0.5T

= 8xl = 2zl

cx
X cz

Z = 6cz
=0 1t

τ = 10

( )Φ , , ,Q x z t

парциальными источниками гравитационных и
акустических волн, соответственно, для следу-
ющих моментов времени: t = 10 мин, 40 мин,
1 ч, 2 ч.

Формулы (24) для разделения теплового источ-
ника на источники акустических и гравитационных
волн приближенные и выведены в предположении,
что горизонтальный масштаб волн значительно
больше вертикального. Обсудим качество произве-
денного приближенного разделения волн. На
рис. 2а–г мы видим типичную картину распростра-
нения гравитационных волн, когда они распро-
страняются вдоль “лучей”, выходящих из источ-
ника под углом к горизонту в некотором диапазо-
не углов. На рис. 2д–з видна волновая картина,
типичная для акустических волн: волновой
фронт примерно перпендикулярен направлению
распространения волн. Скорость распростране-
ния АВ на рис. 2 близка к скорости звука. К мо-
менту времени t = 1 ч АВ “достигают” горизон-
тальных границ области интегрирования уравне-
ний, и частично “уходят” через горизонтальные
границы; используемые граничные условия на
горизонтальных границах это допускают.

При t > 1 ч в центре картин акустических волн
появились структуры, похожие на гравитацион-
ные волны. Акустические волны к этому времени
уже почти “покинули” расчетную область, и ам-

Рис. 1. Высота однородной атмосферы H в зависимо-
сти от высоты z для используемой в расчетах модели
стратификации.
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плитуды волн в правой колонке меньше амплитуд
волн в левой колонке более чем на порядок; сле-
довательно, этот эффект может быть проигнори-
рован без обсуждения. Можно сделать вывод, что
разделение гравитационных и акустических волн
выполнено успешно. Мы допускаем что, на рис. 2
для гравитационных волн, могут присутствовать
также акустические волны, но они не видны по
причине крайней малости амплитуд этих волн.

Рисунок 2 показывает, что амплитуды генери-
руемых гравитационных волн, по крайней мере,
на порядок превышают амплитуды акустических
волн. Это заключение верно и для трехмерного
случая.

Сравним энергии генерируемых волн. Энер-
гии волн пропорциональны квадрату их ампли-
туд. Амплитуды гравитационных волн – на поря-
док большие, но область пространства, занимае-
мая акустическими волнами, в несколько раз

больше. Можно примерно оценить по графикам
для t = 1 ч области пространства, занимаемые гра-
витационными и акустическими волнами по от-
дельности. Получается, что энергии гравитаци-
онных волн примерно на порядок больше энер-
гий акустических волн.

Проведенное сравнение амплитуд вычислен-
ных волн подтвердило теоретический вывод о
том, что низкочастотные источники могут гене-
рировать акустические волны лишь небольшой
амплитуды. Простые соображения показывают,
что сравнительная оценка энергий генерируемых
волн справедлива и для трехмерного случая.

Можно заметить, что АВ и ВГВ возникают не
только в области локализации источника, но и
несколько выше теплового источника (28). Это
также видно из формул (24) для парциальных ис-
точников волн.

Рис. 2. Поля волновых возмущений температуры атмосферы (K) в интервале выcот 0–50 км для следующих моментов
времени: t = 10 мин (а, з), 40 мин (б, ж), 1 ч (в, е), 2 ч (г, д). Слева – для источника, излучающего гравитационные вол-
ны; справа – для акустического источника (см. формулы (28)).
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Волновые поля для акустических и гравитационных 
волн на высотах ниже 500 км

Волны в изотермической атмосфере

На рис. 3 представлены результаты раздельно-
го расчета распространения АВ и ВГВ от теплово-
го источника в изотермической атмосфере. По-
скольку модель “AtmoSym” нелинейная, то на
больших высотах (выше 250 км) существенно
проявляют себя нелинейные эффекты, где волны
разрушаются, диссипируют и нагревают атмо-
сферу. Из рис. 3 для гравитационных волн видны
области охлаждения атмосферы на больших вы-
сотах, возникающие после “ухода” волн. Следует
заметить, что в реальной атмосфере температура
растет с ростом высоты выше 100 км, а плотность
убывает с высотой не так сильно, как в изотерми-
ческом случае. Поскольку с увеличением высоты
амплитуда волн растет примерно обратно про-
порционально ρ1/2, то в изотермической атмосфе-
ре на больших высотах нелинейные эффекты
проявляются значительно сильнее, чем в реаль-
ной атмосфере. Расчеты распространения аку-
стических волн (рис. 3г–е) выполнены только до
момента времени t = 26 мин. Это обусловлено
тем, что на больших временах и на больших высо-
тах волны “разрушаются”, и приходится исполь-
зовать очень малые шаги по времени, что делает
дальнейшие расчеты неэффективными.

Ниже 200–250 км амплитуды волн невелики, и
наблюдаются типичные картины распростране-

ния ВГВ и АВ по отдельности. Гравитационные
волны распространяются вдоль направления “лу-
чей”, выходящих из источника, под углом к гори-
зонту. Фазовый фронт акустических волн при-
мерно перпендикулярен направлению распро-
странения этих волн.

Общая картина распространения волн от теп-
лового источника, находящегося на высотах ни-
же 200–250 км образуется просто суммированием
волновых картин для гравитационных и акусти-
ческих волн. По результатам мы можем заключить,
что разделение исходного теплового источника на
источники ВГВ и АВ выполнено успешно.

Также отметим, что рис. 3а–в справа демон-
стрируют распространение акустических, и толь-
ко акустических, волн от низкочастотного источ-
ника (24). Таким образом, построена модель (24)
низкочастотного источника, который генерирует
только акустические волны, несмотря на низкую
частоту источника, и не излучает гравитационные
волны. Уменьшение частоты построенного источ-
ника не изменит этого его свойства. Однако источ-
ник (24) сложный, и содержит как источник тепла,
так и источник массы.

На высотах ниже 50 км амплитуды акустиче-
ских волн, генерируемых низкочастотным источ-
ником, были, по крайней мере, на порядок мень-
ше амплитуд гравитационных волн, что давало
основания пренебрегать акустическими волнами.
Однако выше 50 км амплитуды акустических
волн все же сравниваются с амплитудами грави-

Рис. 3. Поля волновых возмущений температуры атмосферы (K) в интервале высот 0–500 км. Слева – для гравитаци-
онных волн в следующие моменты времени: t = 55 мин (а), 1 ч 13 мин (б), 1 ч 34 мин (в); справа – для акустических
волн в следующие моменты времени: t = 16 мин (г), 20 мин (д), 26 мин (е). Источники волн характеризуются форму-
лами (28).
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тационных волн, и нагрев атмосферы АВ не усту-
пает нагреву ВГВ, причем нагрев акустическим
волнами происходит над источником. В то же
время гравитационные волны, распространяясь
на большие расстояния, воздействуют на атмо-
сферу на расстояниях порядка 1000 км и более от
источника. Следовательно, суммарная передача
энергии атмосфере от гравитационных волн мо-
жет быть больше.

Волны в неизотермической атмосфере
c реалистичной стратификацией

На рис. 4 представлены результаты расчета
распространения волн от построенных парциаль-
ных источников волн (24) в неизотермической ат-
мосфере. Зависимость H от z для используемой
модели атмосферы приведена на рис. 1. В этой
модели стратификация – изотермическая до высо-
ты 120 км, но выше – фоновая температура растет.

Общая картина распространения волн от теп-
лового источника на высотах ниже 200 км образу-
ется просто суммированием волновых картин

рис. 4. Выше 200 км существенную роль играют
нелинейные эффекты, и общую волновую карти-
ну простым сложением не получить.

На высотах ниже 50 км амплитуды АВ, генери-
руемых низкочастотным источником, были, по
крайней мере, на порядок меньше амплитуд ВГВ,
что давало основания пренебрегать акустически-
ми волнами. Однако мы видим, что на высотах
>150 км амплитуды волн от парциальных акусти-
ческого и гравитационного источников практи-
чески сравнялись. Более того, волновые картины
(например, при t = 20 мин) на высотах >120 км по-
хожи, несмотря на то, что ниже распространение
волн от различных источников сильно различается.

Рисунок 4 показывает, что неизотермичность
значительно влияет на свойства волн и их распро-
странение. На высотах ниже 120 км (где атмосфе-
ра в модели – изотермическая) волны, излучае-
мые построенными парциальными источника-
ми (24) для акустических и гравитационных волн
существенно различаются, и наблюдаемые вол-
новые картины типичны для гравитационных и
акустических волн. Амплитуда АВ примерно на

Рис. 4. Поля волновых возмущений температуры атмосферы (K) в интервале высот 0–500 км для следующих моментов
времени: t = 10 мин (а, з), 40 мин (б, ж), 1 ч 20 мин (в, е), 2 ч (г, д). Слева – для источника, излучающего гравитацион-
ные волны; справа – для акустического источника (см. формулы (28)).
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порядок меньше амплитуды ВГВ. На высотах
>120 км это существенное отличие волн от по-
строенных источников АВ и ВГВ стирается. И,
несмотря на малость амплитуд акустических волн
на высотах источника, ситуация меняется при до-
стижении волнами верхней атмосферы, где пре-
небрегать акустическими волнами уже нельзя.

Необходимо добавить важное замечание, что
разделение (27) теплового источника на парци-
альные источники акустических и гравитацион-
ных волн не учитывает неизотермичность атмо-
сферы выше 120 км. Формулы (24) для парциаль-
ных источников показывают, что компоненты

  этих источников не равны
нулю на больших высотах, и при 

(29)

То есть, эти компоненты парциальных источ-
ников не локальны. Таким образом, учет неизо-
термичности атмосферы может повлиять на

 и  на больших высотах. Это
может быть важным для более точного разделе-
ния АВ и ВГВ в неизотермической атмосфере.
Однако в задачу настоящей работы изучение это-
го вопроса не входит.

В данном исследовании не учитывалось влия-
ние ветра на распространение волн. Ветер может
препятствовать проникновению инфразвуковых
волн в верхнюю атмосферу.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Хорошо известно, что метеорологические про-
цессы являются одним из основных источников
акустико-гравитационных волн в тропосфере.
Достигая высот верхней атмосферы, АГВ влияют
на тепловой баланс и общую циркуляцию атмо-
сферы. Эти волны обычно учитываются в гло-
бальных и климатических моделях посредством
параметризаций.

Процессы выделения/поглощения тепла при
фазовых переходах воды являются основными
источниками энергии в метеорологических про-
цессах. С целью более детального изучения про-
цессов генерации волн тепловыми метеорологи-
ческими источниками на тропосферных высотах
рассмотрена общая задача о генерации волн ис-
точниками тепла. В случае волн малой амплитуды
в изотермической атмосфере задача о генерации
волн решена аналитически; показано, что тепло-
вой источник всегда генерирует гравитационные
и акустические волны одновременно. Явно выде-
лены в решении вклады АВ и ВГВ.

( )Ψ, , , ,AQ x z t ( )Ψ, , ,GQ x z t
→ ∞z

( )

( ) ( )

Ψ
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Ψ Φ
−∞

=
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, ,

1 1, , , ', ' .

A

G

Q x z t

Q x z t Q x z t dz
H

( )Ψ, , ,AQ x z t ( )Ψ, , ,GQ x z t

Показано, что у акустических волн колебания
плотности и температуры связаны некоторым со-
отношением. У гравитационной волны колеба-
ния температуры и плотности связаны другим со-
отношением. Эта связь гидродинамических пере-
менных у волны каждого типа приводит к тому,
что генерация ВГВ источником тепла невозмож-
на без одновременной генерации инфразвуковых
волн и наоборот. Источник тепла может генери-
ровать волны только парами: гравитационные и
акустические волны вместе.

Выведенные соотношения, связывающие гид-
родинамические переменные у волны каждого
типа, позволяют в произвольно заданном источ-
нике волн выделить вклады, парциальные источ-
ники, ответственные за генерацию акустических
и гравитационных волн по отдельности. В част-
ности, по модели теплового источника волн по-
строены парциальные источники, ответственные
за генерацию акустических и гравитационных
волн по отдельности. Оценены мощности парци-
альных источников АВ и ВГВ; они различаются
примерно вдвое, независимо от частоты, формы и
масштабов метеорологических источников.

Показано также что, несмотря на то, что теп-
ловые источники локализованы на тропосфер-
ных высотах, парциальные источники акустиче-
ских и гравитационных волн не являются локали-
зованными, и содержат составляющие источники
массы, отличные от нуля на всех высотах выше
теплового источника. Последние в парциальных
источниках акустических и гравитационных волн
в сумме равны нулю, и в общем масса сохраняет-
ся. Такой механизм генерации АВ и ВГВ позволя-
ет объяснить эффект быстрого появления гравита-
ционных волн на больших высотах, противореча-
щий известному факту медленного вертикального
распространения этих волн. Формулы для парци-
альных источников показывают, что гравитаци-
онные волны генерируются тепловым тропо-
сферным источником сразу и на больших высо-
тах. При этом производимое ВГВ возмущение
параметров атмосферы на больших высотах пол-
ностью компенсируется возмущением, производи-
мым акустическими волнами, которые тоже гене-
рируются тропосферным тепловым источником, в
том числе и на больших высотах. Вследствие этой
взаимной компенсации генерируемых волн волно-
вые возмущения сначала не наблюдаются. Позже
взаимная компенсация волновых возмущений
(АВ и ВГВ) нарушается в результате быстрого
распространения акустических волн от места их
возникновения, и мы наблюдаем быстрое появ-
ление гравитационных волн на значительных вы-
сотах.

С помощью численных экспериментов прове-
дена сравнительная оценка амплитуды и энергии
гравитационных и акустических волн, генерируе-



90

ХИМИЧЕСКАЯ ФИЗИКА  том 42  № 10  2023

КШЕВЕЦКИЙ и др.

мых тепловыми источниками. Показано, что если
характерное время изменения источника больше
периода Вяйсяля–Брента, то на небольших высо-
тах амплитуды и энергии гравитационных волн
более чем на порядок превышают амплитуды ге-
нерируемых инфразвуковых волн. Тем не менее,
когда волны распространяются в верхнюю атмо-
сферу, то амплитуды акустических и гравитаци-
онных волн примерно сравниваются. Поэтому
игнорирование вклада инфразвуковых волн при
интерпретации экспериментальных результатов
может приводить к неверным выводам о динами-
ческих процессах.

Полученные результаты также могут быть по-
лезны для улучшения параметризации нагрева
верхней атмосферы волнами, распространяющи-
мися с тропосферных высот, и для улучшения па-
раметризаций передаваемого атмосфере волнами
импульса. При построении параметризационных
схем необходимо принимать во внимание не
только гравитационные, но и акустические вол-
ны, даже если тропосферные тепловые источни-
ки волн – низкочастотные.

Работа выполнена при поддержке Министер-
ством науки и высшего образования Российской
Федерации (Соглашение № 075-15-2021-583).
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