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множество р-адических шаров. Рассмотрены равномерные и неоднородные нечеткие меры. Предложен 
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1. ВВЕДЕНИЕ

Для практического моделирования сложных энер-
гетических ландшафтов, представляемых скаляр-
ными полями, был предложен эффективный подход 
на основе формализации расположения энергети-
ческих бассейнов [1]. Данные бассейны предопре-
деляют иерархическую структуру рассматриваемого 
пространства X. В скалярном поле каждой точки 
пространства (как правило, X = R n, где R — множе-
ство действительных чисел), ставится в соответствие 
скалярная величина v(x): X → R, которая может от-
ражать уровень энергии в рассматриваемой точке. 
В условиях неопределенности значение уровня энер-
гии соответствующего энергетического бассейна 
может быть описано в виде величины, пропорцио-
нальной значению нечеткой меры подмножества 
пространства X [2]. Исходные данные в этом случае 
могут быть представлены в виде суждений “S есть 
P ” [3], где S — субъект суждения (понятие, о котором 
что-либо утверждается), P — предиката суждения 
(то, что утверждается о субъекте). Например, “Энер-
гия (S) в рассматриваемом энергетическом бассейне 
возможно (есть) высокая (P)”. Нечеткая мера 

( ) : [ , ]2 0 1Xg ⋅ → , как неаддитивная функция множе-
ства, является эффективным инструментом форма-
лизации таких нечетких исходных данных [2]. На-
пример, значение g(A) может определять величину, 
пропорциональную относительному значению энер-
гии в бассейне A X⊆  (как вариант, уверенность в 
том, что энергия “очень высокая”). В отличие от 
обычного представления исходных данных в виде 

“признак–значение”, нечеткая мера позволяет учесть 
модальность суждения, которая относится к связке 
“есть” в суждении. В общем случае модальность (от 
лат. modus — мера, способ) — способ существования 
какого-либо объекта или протекания какого-либо 
процесса, или же способ понимания суждения об 
объекте, явлении или событии [4]. Для нашего при-
мера могут быть рассмотрены алетические модаль-
ности “необходимость, доверие, вероятность, прав-
доподобие, возможность”, которые уточняют исход-
ное суждение и существенно повышают адекватность 
моделирования в условиях неопределенности.

В работе мы будем рассматривать нечеткие меры 
g(·) Сугэно [2], которые получили наибольшее рас-
пространение на практике. Хотя следует отметить, 
что основные результаты и выводы, полученные при 
дальнейшем рассмотрении, могут быть использо-
ваны и для нечетких мер другого типа (например, 
нечетких мер Цукомото [5]). Нечеткие меры g(·) 
Сугэно являются неаддитивными функциями мно-
жества, удовлетворяющими свойствам огра
ниченности ( ) , ( ) ,0 1g g X∅ = =  монотонности 

, , , ( ) ( ),A B X A B g A g B∀ ⊆ ⊆ ≤  непрерывности 
lim, ( ) lim ( )n n n
n n

F X g F g F
→∞ →∞

∀ ⊆ = , где {Fn} — монотон-
ная возрастающая или убывающая последователь-
ность подмножеств, а также l-правилу
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где l ∈ [-1,+∞[. Важнейшим свойством меры g(·) 
Сугэно является наличие функциональной зависи-
мости алетической модальности меры от параметра 
нормировки l нечеткой меры. В частности, если 
l = -1, то мы имеем меры с модальностью возмож-
ности, если l ∈ [-1,0[ — то рассматриваются меры 
правдоподобия, при l = 0 меры будут иметь модаль-
ность “вероятно”, если же l > 0, то рассматриваются 
меры доверия, а при l >> 0 модальность суждения 
стремится к необходимости. Таким образом, учет 
модальности в нечеткой мере g(·) Сугэно позволяет 
уточнить исходные данные в виде суждений, повы-
сить адекватность моделирования сложных энерге-
тических ландшафтов, представляемых скалярными 
полями.

Однако проблемой для применения на практике 
нечетких мер является задание (определение, изме-
рение, оценка …) их значений. Для непрерывного 
случая задание нечеткой меры предполагает воз-
можность нахождения функции плотности нечеткой 
меры ( ): [ , ]0 1g x X →  в точках x X R∈ ⊆  [6] множе-
ства вещественных чисел со стандартной метрикой. 
На практике, как правило, множество X является 
ограниченным числовым множеством (далее будем 
полагать X  = I = [0,1]). То есть предполагается, что 
данные точки в I можно определить и в них произ-
вести измерение значения меры. Здесь следует от-
метить, как минимум, два момента. Во-первых, на 
практике какие-либо реальные измерения могут 
быть осуществлены только в точках, соответству-
ющих полю рациональных чисел Q [7]. При этом 
для определения всех x I R∈ ⊂  необходимо выпол-
нить пополнение поля рациональных чисел Q до 
поля действительных чисел R по евклидовой норме. 
Во-вторых, даже задав точки ,x X∈  определить 
функцию плотности меры g(x) сложно, так как кон-
цептуально в теории нечеткой меры предполагается, 
что распределение уверенности по точкам множе-
ства I принципиально неизвестно [8] и может быть 
оценено только на некоторых подмножествах мно-
жества I. В этом случае предполагается, что по-
строение нечеткой меры осуществляется по оценкам 
уверенности на данных подмножествах, которые 
иногда называют фокальными элементами. Напри-
мер, может использоваться подход на основе 
функции меры фокальных элементов [9] 

( ): [ , ]2 0 1Im ⋅ → , для которой выполняются условия 

	 ( ) ,  ( ) ,
1

0 1
K

j j
j

m E m E
=

> =∑  

где ,{ | }1jE I j K⊆ = , j Ej = I. При этом распределе-
ние уверенности внутри подмножеств фокальных 

элементов Ej  ⊆ I считается неизвестным. Получен-
ные при этом значения меры и ее модальные свой-
ства будут зависеть от выбранного множества  

,{ | }1jE I j K⊆ = .

Таким образом, существует противоречие. С од-
ной стороны, надо задать меру на одноточечных 
подмножествах X, то есть определить плотность 
меры, а с другой стороны, это противоречит кон-
цепции нечеткой меры, которая не может быть ло-
кализована в одноточечных подмножествах в реаль-
ных условиях измерений, и надо использовать под-
множества, где не уточняется распределение меры 
по точкам. Данное противоречие определяет акту-
альность приведенных исследований.

В отличие от поля действительных чисел R, поле 
р-адических чисел Qp имеет строгую внутреннюю 
иерархическую структуру, что позволяет конструк-
тивно описывать состояние и динамику скалярного 
поля в виде совокупности энергетических бассейнов 
[10], которые представляются образами р-адических 
шаров. Топологическая структура поля р-адических 
чисел Qp обладает рядом свойств, которые позволяют 
весьма эффективно использовать образы р-адиче-
ских шаров, для разрешения проблемы задания не-
четких мер без необходимости определения функции 
плотности нечеткой меры. В то же время нахождение 
распределения нечеткой меры Сугэно на основе 
использования топологической структуры поля 
р-адических чисел приводит к необходимости опре-
деления нечеткой меры как функций р-адического 
аргумента, что требует использования алгебраиче-
ской структуры поля р-адических чисел.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Учитывая результат теоремы Островского [11], 
существует единственная альтернатива полю дей-
ствительных чисел R для области определения 
функции плотности нечеткой меры g(x). Это поле 
р-адических чисел Qp, получаемое в результате по-
полнения поля рациональных чисел Q по неархи-
медовой р-адической норме [7], удовлетворяющей 
условию сильного неравенства треугольника, р-ади
ческое число r  ∈  Qp отличное от нуля, имеет вид [12]:

	 , , , , , .0 1 0l
l l m

l m

r q p q p q m Z
+∞

-
=-

= ⋅ = … - ≠ ∈∑
Бесконечная влево и конечная вправо последо-

вательность целых чисел ql = 0, ..., p  – 1 вида r  = 
= (...ql ... q1q0q–1 ... q–m)p называется канонической 
формой р-адического числа r. р-адические числа с 
нормой | r |p ≤ 1, для которых l  ≥  0 [13] образуют кольцо 
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целых р-адических чисел Zp. Их каноническая запись 
имеет вид бесконечной влево последовательности 
r  = (...ql ... q1q0) целых чисел ql . Иногда для записи 
канонической формы целых р-адических чисел для 
удобства используют бесконечную вправо последо-
вательность целых чисел ql в виде r  = (...ql ... q1q0)p 
[14], которую мы в дальнейшем будем использовать.

В работе [13] было показано, что существует не-
прерывное отображение вида q(r): Qp → R+, где R+ — 
множество неотрицательных действительных чисел, 
вида:

	 ( ) , , , , .1 0 1l
l l

l m

r q p q p m Z
+∞

- -

=

q = = … - ∈⋅∑
Отображение q(r) сюръективно, взаимно одно-

значно почти всюду, то есть сохраняет меру (пере-
водит р-адическую меру Хаара в меру Лебега на 
полупрямой), непрерывно и гёльдерово с показате-
лем 1 [15]. При этом непересекающиеся шары ото-
бражаются на интервалы, которые не пересекаются 
или имеют пересечение нулевой меры. Кроме того, 
образ целого р-адического числа r  ∈  Zp принадлежит 
единичному интервалу вещественных чисел при 
отображении вида [16]:

	 ( ) ( ) , , , .
0

0 1l
l l

l

r p r q p q p
+∞

-

=

ϕ = ⋅ q = ⋅ = … -∑
В работе [10] было показано, что подмножество 

A  ⊆  I  ⊂  R ограниченного числового множества c 
точностью до образа р-адического предела центра 
р-адического шара может быть представлено в виде 
образа некоторого множества р-адических шаров 
вида ( ) { | ( , ) },pU a r Z r ae = ∈ r ≤ e  где r(r, a) — обоб-
щенная метрика Кантора [17], a ∈ I центр шара, 
e ∈ R+ его радиус, 

	 , , ,
0

0 1l
l l

l

r q p q p
+∞

=

= ⋅ = … -∑  — 

целое р-адическое число. Все множество р-адиче-
ских шаров в поле р-адических чисел Qp образуют 
топологию со специфическими свойствами [12]. 
Кроме того, каждая точка шара Ue(a) является его 
центром, и в этом смысле их можно считать равными 
по важности, что в целом согласуется с концепцией 
теории нечеткой меры. Указанные топологические 
свойства Qp, в частности соотношения между р-ади
ческими шарами, упрощают определение множества 
фокальных элементов, как образов р-адических ша-
ров для построения нечеткой меры на ограниченном 
числовом множестве и не требуют необходимости 
задания плотности нечеткой меры g(x). В свою оче-
редь, использование топологических свойств про-

странства р-адических чисел влечет за собой необ-
ходимость использования алгебраической структуры 
поля Qp, так как нечеткие меры будут задаваться как 
функции р-адического аргумента [9]. В частности, 
как будет показано ниже, для равномерных адди-
тивных нечетких мер значение нечеткой меры опре-
деляется простейшей функцией сложения р-адиче-
ских чисел.

Таким образом, в данном материале ставится 
задача определения нечеткой меры на ограниченном 
числовом множестве I  ⊂  R  с использованием топо-
логической и алгебраической структуры поля р-ади
ческих чисел Qp без необходимости прямого задания 
плотности нечеткой меры.

3. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Описание структуры ограниченного числового мно-
жества на основе р-адических шаров. В работе [10] 
были предложены подход и алгоритм представления 
произвольного подмножества A  ⊆  I как образа мно-
жества р-адических шаров. При этом множество I 
представлялось в виде иерархической структуры 
подмножеств, которые удовлетворяют условиям:

	 , , ,

, , , , , , ;

0 1 0

1

0

1

0

0 1 0

l l

l

p

q q q q
q

q l

E E

E I q p l

+
+

-

… …
=

=

= = … - = … +∞



	 , ..., , , ..., ,, , ..., , ( ) ( );
0 0

0 1
l lq q i q q ji j p Card E Card E∀ = - =

	 , , , ,, , , ,  .
0 0

0 1
l lq q i q q ji j p E E… …∀ = … - ∩ = ∅

На рис. 1 представлен вариант разбиения мно-
жества I на подмножества ,{  , , }

0
0 1

lq q lE q p… = … -  
при p  = 3.

Следует отметить, что в качестве числа разбиения 
множества I можно взять произвольное составное 
число s, для которого можно будет сформулировать 
и доказать приведенные ниже утверждения. Однако 
в этом случае величина | · |s , построенная по аналогии 
с р-адической нормой [12], будет являться псевдо-

Рис. 1. Разбиение множества I при p  = 3.

Eq0 = 0

l = 0

l = 1

l = 2

I

I

I

E0, q1 = 0

E0,0, q2 = 1

E0, q1 = 1 E0, q2 = 2
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нормой. Тем не менее, как утверждается в работе 
[12], функция d(x, y) = | x  – y |s , будет являться метри-
кой, и можно рассмотреть пополнение поля Q по 
данной метрике. Данное пополнение позволяет 
определить кольцо Qs, которое для составного числа 
s не будет являться полем. Однако в соответствии 
с теоремой Гензеля, доказательство которой пред-
ставлено также в работе [12], если число s представ-
ляется как произведение различных простых чисел, 
то кольцо Qs изоморфно прямой сумме р-адических 
полей ,

1 ks p pQ Q Q= ⊕ ⊕  где 1 ks p p= ⋅… ⋅ . Но 
в этом случае последовательности, соответствующие 
р-адическим числам с простыми числами p1, ...,  pk,  
не обязательно сходятся по псевдонорме | · |s (если 
только s  ≠ p) или даже могут быть не ограничены по 
ней, что осложняет выполнение операций в кольце 
Qs. Данный факт существенно осложнит рассмот-
рение дальнейшего материала. Поэтому далее для 
большей наглядности определения нечеткой меры 
на р-адических шарах мы будем рассматривать раз-
биение множества I для случая простого числа p.

Любое подмножество ,0 lq qE … , полученное при 
разбиении множества I, может быть представлено 
как образ р-адического шара ,( )

0 lq qU re …  [10], 
где  e = p–l — радиус данного шара, , ( ) ) (

0 0 1
lq q l pr q q p… = … - …

, ( ) ) (
0 0 1

lq q l pr q q p… = … - …  — целое р-адическое число в ка-
нонической форме, определяющее центр шара. Ра-
диус и центр шара полностью определяются после-
довательностью ,( ) ( , ... ),

0 0ll q q lSeq r q q… =  индексов 
подмножества ,0 lq qE … . Далее последовательность 
Seql (r) будем условно называть р-адической коор-
динатой шара ,( )

0 lq qU re … . Множество всех р-адиче-
ских шаров обладает такими свойствами [12], что 
если есть U и V два р-адических шара в I, то они либо 
упорядочены по включению (или U ⊂ V, или V ⊂ U), 
либо не пересекаются (U  ∩ V  = ∅); каждый шар в I 
одновременно открыт и замкнут, а любая точка шара 
является его центром.

В последующих рассуждениях будем использо-
вать ряд понятий и обозначений, приведенных в 
работе [10]. Пусть ,( )

0 1lq qU r
-a …  — р-адический шар 

с   радиусом   a  =  p1–l,   а   , ,( ) { ( ),
0 1 0l lq q q qr U r

-… e …=
 , , ,  }0 1 l

lq p p-= … - e =  — множество шаров мощ-
ности ,( ( ))

0 1lq qCard r p
-… = . Тогда шар ,( )

0 1lq qU r
-a …  

является минимальным покрывающим шаром  
для множества ,( )

0 1lq qr
-… , а также каждого из 

р-адических шаров данного множества, что обозна-
чается как , , ,( ), ( ) (( ).)

0 0 1 0l l lq q q q q qU r U r Cov U r
-e … a … a e …∀ =  

При этом шары из множества ,( )
0 1lq qr

-…  явля-
ются  равными по покрытию ,( )

0 1lq qU r
-a … , что 

обозначается как , , , , ,, , , , ( ) |) )( { ( }.
0 1 0 1 0 1

0 1
l l lq q i q q j q qi j p U r U r Cov U r
- - -e … e … a …∀ = … - ≡

, , , , ,, , , , ( ) |) )( { ( }.
0 1 0 1 0 1

0 1
l l lq q i q q j q qi j p U r U r Cov U r
- - -e … e … a …∀ = … - ≡  Шары из множе-

ства шаров ,( )
0 1lq qr

-…  неотличимы с точки зрения 
минимального покрытия ,( )

0 1lq qU r
-a … . Исходя из 

этого, можем предположить, что распределение 
уверенности на множестве равных по покрытию 
шаров является равномерным.

Равномерная нечеткая мера на р-адических шарах. 
Равномерной нечеткой мерой называется нечеткая 
мера, для которой x I∀ ∈  плотность меры постоянна 
g(x) = const  ∈  [0,1]. Для построения равномерной 
нечеткой меры будем учитывать несколько замеча-
ний. Во-первых, точки x  ∈ I  ⊂ R являются образами 
целых р-адических чисел и в них нет возможности 
определить плотность нечеткой меры g(x): I → [0,1]. 
Во-вторых, множество всех возможных р-адических 
шаров вида ,( )

0 lq qU re … , заданных на I, определяет 
иерархическую структуру подмножеств данного 
множества [10]. В-третьих, будем считать, что из-
вестна модальность нечеткой меры g(·): 2I → [0,1], 
заданной на множестве I, а соответственно нам из-
вестен параметр l данной нечеткой меры. В-четвер-
тых, учитывая выше сказанное, будем полагать, что 
нечеткая мера на любом множестве шаров, равных 
по минимальному покрытию, имеет равномерное 
распределение плотности.

Для определения нечеткой меры на множестве I 
мы не можем задать функцию плотности меры 
в классическом варианте. В то же время на множе-
стве I мы можем определить значение меры для 
образов всех р-адических шаров ,( )

0 lq qU re … . Для 
этого воспользуемся свойством [2] ограниченности 
нечеткой меры g(I) = 1.

Утверждение 1. Нечеткая мера , ,( )
0 lq qg r …  под-

множества ,0 lq qE I… ⊂ , являющегося образом р-ади
ческого шара ,( )

0
l

lq qpU r- …  для равномерной нечет-
кой меры g(·): 2I → [0,1] фиксированным параметром 
l, если таковая существует, определяется соотно-
шением:

	 { }/
, ,( ) ( ) , , , .

0

11
1 1 0

l

l

p
q qg r l… = ⋅ + l - = … +∞

l
Доказательство. Рассмотрим уровень l = 1 раз-

биения множества I на p подмножеств , , 
0 1 1q qE q =

, , .0 1p= … -  В этом случае р-адический шар U1(1), 
образом которого является все множество I, является 
минимальным покрытием для множества ( )

0qr  
равных по данному покрытию шаров ,( ), 1

0 1q qpU r-

( )( ) , ( , ( ), ) ( ), .
0 0 0

0 1 1q q p qCard r p r p r= = - … ϕ =  П о 
условию нормировки g(I) = 1 должно выполняться 
условие:

	  ,( ) ,
0 1

1

1

0

1
1 1 1

p

q q
q

g r




           

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где [ ], , ( ) ,
0 11 const 0 1q qq g r∀ = ∈ . Тогда имеем:

	 ( ),( ) .
0 1

11
1 1pq qg r

 
= ⋅ + l - 
l  

Для уровня разбиения l  = 2 должно выполняться 
условие:

	
( )( ){ }

( ) ( )

, ,

, .

0 1 2

0 1

1

1
1 1

1
1 1

p

q q q

pq q

g r

g r

⋅ + l ⋅ - =
l

 
= = ⋅ + l - 

l  

Отсюда нечеткая мера , , [ ]), ( ,
0 1 22 const 0 1q q qq g r∀ = ∈  

для образа р-адического шара , ,( )2
0 1 2p q q qU r-  на уровне 

l = 2 будет определяться соотношением:

	 ( ){ }, ,( ) .
2

0 1 2

11
1 1

p
q q qg r = ⋅ + l -

l
Выполняя аналогичную процедуру для произ-

вольного l = 0, ..., +∞ мера для образа р-адического 
шара , ,( )

0
l

lp q qU r- …  будет определяться соотношением:

	 ( ){ }
0

1
, ,

1
( ) 1 1 ,

l

lq
p

qg r … = ⋅ + l -
l

где при фиксированных , ,0 1lq q -…  и [ ] 
0, ,0, , 1, ( ) const 0,1

ll q qq p g r …∀ = … - = ∈
[ ] 

0, ,0, , 1, ( ) const 0,1
ll q qq p g r …∀ = … - = ∈ . 

Далее меру 
0, ,( )

lq qg r …  будем называть мерой р-
адического шара ,( )

0
l

lp q qU r- … , понимая, что это мера 
подмножества , ,

0 lq qE I… ⊆  являющегося образом 
данного шара.

Следствие. Мера подмножества множества I, 
являющегося образом р-адического шара ,( )

0
l

lp q qU r- …  
для равномерной меры вероятности ( ): [ . ],2 0 1IPr ⋅ →  
определяется радиусом р-адического шара 

0, ,( ) .
l

l
q qPr r p-… =

Доказательство.  1
0 1 0 1, , ,( ), ( )( )l

l lp q q q qU r Card r-
- -… …∀ =

=  p. 
0

( ) ( ) 1.qPr I Pr r= =  Тогда для равномерной меры 
имеем:

	

 

0 0 1

0 2

0

, , , ,

, ,

1
( )

1 1

1 1
( ) 1

( )

(

.

)

l l

l

q q q q

q q

l
ql l

Pr r Pr r
p

Pr r
p p

Pr r p
p p

-

-

… …

…

-

= ⋅ =

 = ⋅ ⋅ = … = 
 

= ⋅ = ⋅ = 

Определение равномерной меры для множества 
р-адических шаров на любом уровне l = 0, ...,+∞ пол-
ностью задает нечеткую меру на I. Однако при этом 
нет необходимости задавать плотность нечеткой 
меры, которая привязана к точкам множества I. 

Мера р-адического шара определяется параметром 
меры l (ее модальностью) и значением параметра 
разбиения p. Следует отметить, что наши рассужде-
ния исходили из того, что p является простым 
числом. Однако приведенные результаты допустимы 
и для более общего случая, когда p  ∈ N, где N — мно-
жество натуральных чисел [14]. В дальнейшем для 
простоты изложения мы будем использовать поня-
тие р-адического числа, понимая, что в общем слу-
чае возможно использование произвольного p  ∈ N. 
Заметим, что значение равномерной меры для р-
адического шара зависит от pl. В этом смысле на-
блюдается сходство построения данной меры с по-
строением р-адических чисел [18].

Рассмотрим порядок расчета равномерной не-
четкой меры на р-адических шарах для произволь-
ного подмножества ограниченного числового мно-
жества I. Подмножество A I⊆  c точностью до 
образа р-адического предела центра р-адического 
шара является образом множества р-адических ша-
ров ( ) { ( )| , }1

i i AU A U r i Ne= =  [10]. На практике для 
подмножества A I⊆  рассматривается конечное 
множество р-адических шаров () { |)(

apr i iU A U r ie e= =

, , ( ), [ , ]} ( ),( )1 0 1
iA i i aprN U r U A U Ae ∈ e ≥ e ∈ ⊆=  кото

рое аппроксимирует множество A I⊆  с точностью 
eapr. В этом случае р-адические шары из ( )

apr
U Ae  

минимального радиуса будут лежать на уровне 

,
log min ., 

1 A

p i i apr
i N

L
=

= - e e ≥ e  Пусть ( ) ( )lU A U A⊆  вклю-

чает все шары ( ),
i iU re  для которых ,li p-e =  

, , ,0l = … +∞  и пусть ( ( )) .l lCard U A a N= ∈  Тогда 
справедливо следующее утверждение.

Утверждение 2. Мера подмножества A I⊆  для 
равномерной нечеткой меры на р-адических шарах 

( ): [ , ]2 0 1Ig ⋅ →  определяется соотношением:

	 ( ){ }1
( ) 1 1 ,

Ar
g A = ⋅ + l -

l

где ( )A j
j

j L

r q p
+∞

=-

= ⋅∑  — результирующее р-адическое 

число, полученное по правилу сложения р-адиче-
ских чисел rl

A для всех уровней разложения l  ≤ L, 
L ∈ N, где

	
( ), , ,A j l l

l j j n
j L

r q p b b j n l
+∞

=-

= ⋅ = = -∑

а bn
l — коэффициенты в позиционной р-адической 

системе счисления для числа ( ( )).l la Card U A=

Доказательство. В соответствии с [10] любое под-
множество A I⊆  однозначно определяется множе-
ством р-адических шаров U(A), имеющих образом 
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интервалы, которые либо не пересекаются, либо 
имеют пересечение нулевой меры. В этом случае 
мера подмножества A I⊆  может быть определена 
соотношением:

	 ( ) ( ) ,
1

1
1 1

AN

i
i

g A g
=

  = ⋅ + l ⋅ - 
l   

∏

где gi — мера шара ( ) ( ).
i iU r U Ae ∈  Для равномерной 

нечеткой меры справедливо соотношение:

	 ( ) ( ) ,
0

1
1 1la

l
l

g A g
+∞

=

  = ⋅ + l ⋅ - 
l   

∏

где gl — мера р-адических шаров ( )
i iU re  с радиусом 

,li p-e =  , , ,0l = … +∞  ( ( )).l la Card U A=  Исходя из 
построения равномерной нечеткой меры на р-ади-
ческих шарах (Утверждение 1), имеем (1 )p

lg+ l ⋅ =
1(1 ).lg -= + l ⋅  Натуральное число al может быть 

представлено [18] в виде: 

	 ( ), ,
0

l n l
l n n

n

a b p b n N
+∞

=

= ⋅ ∈∑  

или в позиционной р-адической системе счисления 
в виде ( ) .0 1 2

l l l l
l n pa b b b b= … …

Исходя из Утверждения 1, мера gl определяется 
соотношением: 

	 { }11
(1 ) 1

l

l
pg = ⋅ + l -

l
. 

Тогда, подставив это выражение, получим:

	

( )

( ) ( )

)

( )

(

( )

( )

( )

( ) ( ) ,

0

0

0 0

1

1

1
1 1 1

1

1 1

l n
n

n

l n
n

n
l

l l j
n

l n l l j
n j

n

l

n

j

b p

l

b p

p

p b p

b p b p

g

+∞
=-

+∞

=

+∞

=

-

+∞ +∞
-

= =

⋅

⋅

⋅

⋅ ⋅

∑
+ l ⋅ =

∑  
= + l ⋅ ⋅ + l - =  l  

= ∑ =

= + l = + l

+ l

∑ ∑

где  , .l l
j nb b j n l= = -  Ряд ( )l j A

j l
j l

b p r
+∞

=-

⋅ =∑  является 

р-адическим числом [7]. Тогда можем записать:

	

( ) ( )

( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ){ } ( ){ } ,

0
0

0 1 2
0 1 2

0 1 2

0

1
1 1

1
1 1

1
1 1

1 1
1 1 1 1

l

j
jl j l

j j j
j j jj j j

A A A A

a
l

l

b p

b p b p b p

r r r r

g a g

+∞ +∞
= =-

+∞ +∞ +∞
= =- =-

+∞

=

⋅

⋅ + ⋅ + ⋅

⊕ ⊕ ⊕

  = ⋅ + l ⋅ - = 
l   

 ∑ ∑= + l - = 
l  
∑ ∑ ∑= + l - =

l

= + l - = + l -
l l

∏





где A A
l

l L
r r

≤
⊕ =  — результирующее р-адическое число, 

полученное по правилу сложения р-адических чисел 
A

lr  для всех уровней , .l L L N≤ ∈  Если для подмно-
жества A I⊆  рассматривается конечное множество 
р-адических шаров ( ) ( ),

apr
U A U Ae ⊆  которое ап-

проксимирует множество A I⊆  с точностью eapr , то 
результатом р-адического сложения L р-адических 

чисел A
lr  будет р-адическое число ( ),A j

j
j L

r q p
+∞

=-

= ⋅∑  

где 
,

log min , 
1 A

p i i apr
i N

L
=

= - e e ≥ e . Исходя из свойства 

ограниченности нечеткой меры ( ) 1g A ≤  следует, 

что ( ) 1j
j

j L

q p
+∞

=-

⋅ ≤∑ , а следовательно, 0j ≤  и 

{ }, .0 0 1q ∈  Тогда можем записать 

	
 

 

1

0

0

( , 0;

, 1,

)

1

j
jA

j L

q p q
r

q

-

=-


⋅ =

= 
 =

∑

где ( )
1

j
j

j L

q p
-

=-

⋅∑  является дробным р-адическим 

числом [13]. 
Следствие. Мера подмножества A I⊆  для рав-

номерной нечеткой меры вероятности на р-адиче-
ских шарах ( ): [ , ]2 0 1IPr ⋅ →  определяется пределом 
по р-адической норме последовательности р-ади-
ческого числа { }( ), , , , ,0 1 1A j

j l
j L

r q p q p
+∞

=-

= ⋅ ∈ … -∑  

где ql — коэффициенты канонического разложения 
результирующего р-адического числа r A, получен-
ного по правилу сложения р-адических чисел A

lr  
для всех уровней разложения , ,l L L N≤ ∈  где 

( ), , ,A l j l l
l j j n

j l

r b p b b j n l
+∞

=-

= ⋅ = = -∑  а l
nb  — коэффи-

циенты в позиционной р-адической системе счис-
ления для числа ( ( )).l la Card U A=  

Доказательство. Мера вероятности шара 
( ) ( )

i i lU r U Ae ∈  равна lp- . Шары из множества U(A)  
не пересекаются, поэтому имеем:

	

( )( )
( ) ( )

( )( )

( ) ( ) ,
0

i

i li

l
l i l

U r U A

l l n l j A
n j l

n j l

a
Pr U A Pr U r

p

p b p b p r

e

e
∈

+∞ +∞
-

= =-

= = =

= ⋅ = ⋅ =

∑

∑ ∑

где , .l l
j nb b j n l= = -  Множества ( ) ( )lU A U A⊆  для 

любых уровней l также между собой не пересека-
ются. Поэтому можем записать:
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( )( ) ( )( )

( ) ,
0

0 1 2

l
l

A A A A j
j

j L

Pr U A Pr U A

r r r r q p

+∞

=
+∞

=-

= =

= ⊕ ⊕ ⊕ = = ⋅

∑

∑

где ql — коэффициенты канонического разложения 
результирующего р-адического числа r A, получен-
ного по правилу сложения р-адических чисел rl

A для 
всех уровней разложения , .l L L N≤ ∈  Мера Pr (U(A)) 
равна пределу по р-адической норме последователь-
ности, представляющей р-адическое число r A. 

Пример 1. Рассмотрим пример расчета равно-
мерной р-адической меры (при p  = 3) для подмно-
жества A I⊆ , которое представлено множеством 
р-адических шаров

	 { }, , , , , , , ( ) ( )( ) , , ( ) ( ),1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 2 1 0 2 0

3 9 9 9

U A U r U r U r U r= , 

где  , (  ) ,  0 1 30122r = …  , ,    ) ,(0 0 1 30012r = …  , , (    , )0 0 2 30022r = …
, , (    , )0 0 2 30022r = …  , , (    . )0 2 0 30202r = …  Пусть l = 0.7. В со-

ответствии с Утверждением 1 меры р-адических 
шаров  из  множества  U(A)  будут  ,( ) . ,0 1 0 2764g r ≅  

, , , , , ,( ) ( )( ) . .0 0 1 0 0 2 0 2 0 0 0868g r g r g r= = ≅  При этом 
g(r0) = 1. Множество U(A) по уровням l распределя-
ется в виде:

	

( ) { }
{ }

,

, , , , , , 

( ) , ( )

( ) (

, ( )

 )( ), , .

0 1 1 0 1 2

3

1 0 0 1 1 0 0 2 1 0 2 0

9 9 9

U A U A U r U A

U r U r U r

= ∅ = =

=

Тогда, ( ( )) ,  , .0 0 1 30 1 3a Card U A a a= = = =  И, сле-
довательно,  ,0 0Ar =  (    ,)1 30100Ar = …  (    .)2 30100Ar = …  
Выполнив сложение , , ,0 1 2A

lr l =  по правилу сложе-
ния р-адических чисел, получим (    .)30200Ar = …  
Пределом последовательности будет .12 3 2 3-⋅ =  
Тогда мера подмножества A I⊆  в соответствии 
с Утверждением 2 будет 

	 ( ) ( ). .
.

2

3
1

1 0 7 1 0 6063
0 7

g A
 

= ⋅ + - = 
 

. 

В данном примере при фиксированном параметре 
l равномерная р-адическая мера совпадает с обыч-
ной равномерной нечеткой мерой, что полностью 
подтверждает правомочность Утверждения 1.

Неоднородная нечеткая мера на р-адических шарах. 
Использование равномерной нечеткой меры на р-
адических шарах на практике затруднительно. 
Прежде всего, это связано с тем, что данная мера не 
позволяет учитывать различные распределения не-
определенности на множестве I. Это приводит 
к большим ошибкам при моделировании неопреде-
ленности в практических задачах. Кроме этого, при 

увеличении уровня l мера р-адических шаров 
, ,( )

0 lq qg r …  убывает экспоненциально. Это серьезно 
затрудняет ее идентификацию на основе существу-
ющих методов [19]. Опыт использования нечетких 
мер при моделировании в условиях неопределен-
ности показывает, что для каждого множества рав-
ных по покрытию р-адических шаров ,( )

0 1lq qr
-…  

мера должна иметь возможность принимать значе-
ния во всем интервале [0,1]. Это позволяет не при-
вязываться к изначально заданному уровню l = 0, 
обеспечить возможность идентификации меры из-
вестными методами, а также практичность ее ис-
пользования.

Ранее мы рассматривали равномерную нечет- 
кую меру на р-адических шарах, для которой 

, , ,( ),  , , , , ( ) ,
0 1 0

0 const
l lq q l q qr l q g r
-… …∀ = … +∞ ∀ =  а па-

раметр , const .l∀ l =  Далее определим неоднородную 
нечеткую меру на р-адических шарах. Сначала рас-
смотрим случай, когда параметр l зависит только 
от уровня , [ , [, ,1 varl ll∀ l ∈ - +∞ l =  а мера равных по 
фиксированному покрытию шаров , ,( )

0
l

lp q qU r- …  рав-
номерная.

Утверждение 3. Нечеткая мера подмножества 
множества I, являющегося образом р-адического 
шара ,( ) ,

0
l

lp q qU r- …  для неравномерной по уровням l 
нечеткой меры на р-адических шарах с изменя-
ющимся по уровням параметром ll определяется 
соотношением:

	
( ){ }

( )

, ,

, ,

( ) ;

() )( ,

0

0 1

1

1
1

1

1
1 1

1 1

l

l

p
q q l

l

pl
l l l q q

l

g r f

f f g r
-

…

- …
-

 = ⋅ + - l
 l = ⋅ + - = l ⋅
 l

где , ,, , , [ , [, ( ) [ , ], ( )
0 0

0 1 0 1
ll q q ql g r g r…= … +∞ l ∈ - +∞ ∈ =

 ., 1 11 f= = l
Доказательство. Сохраним ранее описанную про-

цедуру построения нечеткой меры на р-адических 
шарах. Тогда на уровне l = 1 равномерная нечеткая 
мера р-адического шара будет:

	 ( ),( ) .
0 1

1

1
1

1
1 1pq qg r

 
= ⋅ + l - 
l  

Для согласованности меры на l = 2 должно вы-
полняться условие:

	
{ }

( )

, ,( )( )

.

0 1 22
2

1

1
1

1
1 1

1
1 1

p
q q q

p

g r⋅ + l ⋅ - =
l

 
= ⋅ + l - 
l  

Отсюда значение меры шара , ,( )2
0 1 2q q qpU r-  на 

уровне l = 2 будет:
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, , ( )( ) .

0 1 2

1
1

2
1

2 1

1
1 1 1 1

p
p

q q qg r

 
   l   = ⋅ ⋅ + l - + -   l l  

Введем в рассмотрение вспомогательную 
функцию fl вида:

	 ( )( )
,  ;

,  .

1

1
1

1

1

1 1 1
pll

l
l

l

f
f l-

-

l =
 l=  ⋅ + - >l

Тогда значение меры g2 будет определяться соот-
ношением:

	 ( ), ,( ) .
0 1 2

1

2
2

1
1 1pq q qg r f

 
= ⋅ + - 
l  

Повторим процедуру для уровня l = 3. Тогда:

	

( )

, , ,( )

(( ) )

.

0 1 2 3

3

3

1

1
3

2
2

1

3
3

1

1 1 1 1

1
1 1

q q q q

p

p

f

p

g r

f

f

= ×
l

 
  l  × ⋅ + - + - = 
l  
    

 
= ⋅ + - 
l  



Таким образом, неравномерная по уровням l не-
четкая мера на р-адических шарах с изменяющимся 
параметром  ll для р-адического шара ,( )

0
l

lq qpU r- …  
определяется системой рекуррентных уравнений:

	
( )

( )

, ,

, ,

( )

(

;

),

0

0 1

1

1

1
1

1
1 1

1 1

l

l

pq q l
l

l pl l l q q
l

g r f

f f g r
-

…

- …
-

  
= ⋅ + -  
l  


 l = ⋅ + - = l ⋅  l  

где   , ,,..., , [ , [, ( ) [ , ], ( )  
0 0

0 1 0 1
ll q q ql g r g r…= +∞ l ∈ - +∞ ∈ = 

, . 1 11 f= = l  

В общем случае для фиксированного уровня l 
нечеткая мера шара , ,( )

0
l

lq qpU r- …  будет зависеть от 
последовательности , ,( ) [ , [

0 1
1

ll q qr
-…l ∈ - +∞ . В этом 

случае , ,( )
0 1ll q qr

-…l  и вспомогательная функция 
, ,( )

0 ll q qf r …  будут функциями р-адической коорди-
наты , , ,) ( )( ,

0 11 0 1ll q q lSeq r q q
-- … -= … . По мере увели-

чения уровня l мера , ,( )
0 lq qg r …  шара , ,( )

0
l

lq qpU r- …   
уменьшается экспоненциально, что определяется 
ограничением , , ,( ( )) ( ).

0 1 0 1l lq q q qg r g r
- -… …=  Однако 

связь между мерами на соседних уровнях может и 
не удовлетворять данному ограничению. В этом 
случае для обеспечения согласованности меры для 
всех шаров , ,( )

0
l

lq qpU r- …  введем в рассмотрение 

функцию проектора (или просто проектор) 
, ,( )

0 1lq qProj r
-…  между уровнями l и l – 1 для кон-

кретной р-адической координаты ( , , )0 1lq q -…  так, 
чтобы выполнялось условие:

	 ,

, , , ,

( )
( )

( )
( ) [ , ].

0 1

0 1 0 1
0 1

l

l l

q q

q q q q

g r

Proj r g r
-

- -

…

… …

=
= ⋅ ∈



Тогда, учитывая доказательство Утверждения 3, 
неравномерная по уровням l нечеткая мера на р-ади
ческих шарах для фиксированного шара , ,( )

0
l

lq qpU r- …  
будет определяться системой рекуррентных уравне-
ний вида:

	 , , , ,
, ,

, , , , , , , ,

( ) ( ) ;
( )

( ) ( ) ( ) ( ),

( )
0 0 1

0

0 1 0 1 0 1 0 1

1
1

1 1
l l

l

l l l l

p
q q l q q

l q q

l q q l q q q q q q

g r f r
r

f r r Proj r g r

-

- - - -

… …
…

… … … …

    = ⋅ + -  l   
=l ⋅ ⋅

где	 , , , ,, , , ( ) ( ) [ , ],
0 1 0 1

0 0 1
l lq q q ql Proj r g r
- -… …= … +∞ ⋅ ∈  

	 , ,( ),( ) , ( ) ( ) [ , [.
0 0 0 0 11 11 1

lq q q l q qg r f r r r
-…= =l l ∈ - +∞

Рассмотрим проектор , ,( ).
0 1lq qProj r

-…  Если 
, ,( ) ,

0 1
1

ll q qr
-…l → -  то мы имеем меру правдоподобия 

(возможности) и в этом случае , ,( ) .
0

1
lq qg r … →  

При  этом должно выполняться условие 
, , , , , ,( ) ( ) ( )

0 1 0 1 0 1l l lq q q q q qProj r g r g r
- - -… … …⋅ ≥  и, следова-

тельно, , ,( )
0 1

1
lq qProj r
-… ≥ .  Аналогично, если 

, ,( ) ,
0 1ll q qr

-…l →+∞  то мы имеем меру доверия (необ-
ходимости) и , ,( ) .

0
0

lq qg r … →  В этом случае 
, ,( ) [ , ].

0 1
0 1

lq qProj r
-… ∈  Таким образом, проектор 

, ,( )
0 1lq qProj r

-…  является функцией, зависящей от 
, ,( )

0 1lq qg r
-…  и , ,( ),

0 1ll q qr
-…l  для которой выполняются 

вышеописанные условия. Вариантом функции про-
ектора может быть функция:
	 , ,( )

, , , ,( ) .( ) 0 1
0 1 0 1

l q ql
l l

r
q q q qProj r g r … -

- -

l
… …=

Тогда функция , ,( )
0 1ll q qf r

-…  примет вид:

	 , ,
, , ,

(
, , ,

)( ) (( ) .) 0 1
0 1 0 1 0 1

1 l q ql
l l l

r
l q q l q q q qf r r g r … -

- - -

+l
… … …= l ⋅

Определим зависимости для расчета неоднород-
ной нечеткой меры на р-адических шарах для под-
множества ,A I⊆  которое является образом мно-
жества р-адических шаров {( ) ( )| , }1

i i AU A U r i Ne= =  
[10]. Пусть (( ))

i iCS U re  — множество всех р-адиче-
ских покрытий ))( (

i iCov U ra e  для шара ( )
i iU re . Тогда 

множество всех покрытий, соответствующих U(A), 
будет задавать для множества A I⊆  р-адический 
ландшафт ( ( )) { ( ( )) ( ) ( )}.|

i ii iLS U A CS U r U r U Ae e= ∈  
Исходя из этого, для определения меры подмноже-
ства A I⊆  на практике целесообразно знать меры 
всех покрытий из LS(U(A)). Мера для покрытия 
U1(1), соответствующего всему множеству I, будет 
определять нечеткую меру подмножества A I⊆  
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в классическом понимании. Следует отметить, что 
в общем случае мера “полного” шара , ,( )1

0 1
l

lp q qU r-
-…  

и мера покрытия в виде данного шара 
, , ,( ( )) ( )1 1

0 0 1
l l l

l lp q q q qp pCov U r U r- - -
-… …=  не совпадают. 

Обозначим меру покрытия для шаров ,( )
0

l
lq qpU r- …  в 

виде ,( ).( )
0 1lq qg Cov r

-…  В общем случае выполняется 
условие , , ,( ).( ) ( )

0 1 0 1l lq q q qg r g Cov r
- -… …≥  Тогда справед-

ливо следующее утверждение.
Утверждение 4. Значение неравномерной нечет-

кой меры на р-адических шарах покрытия 
,( ) ( ( )( ) )1

0
l l

lq qp pCov U r LS U A- - … ∈  определяется соот-
ношениями:

	

,

, ,

, ,

,
, ,

( )

, , , ,
( )

, , , , , ,

, , ,( )

( )

( )

( )
( )

( ) ( ;

( ) ( ) ( ;
) (

)
( (

)

(

0 1

0 1

0 1

0 1 0 1

0 1
0 1 0 1 0 1

0 1 0
0 1

1

1

1 1

1

l

l

l q ql

l l

l q ql
l l l

l ll l q ql

q q
l q q

a r

p
l q q l q q

r
l q q l q q q q

l q q q qq A r

g Cov r
r

F r f r

f r r g r

F r g Cov r

-
-

… -

- -

… -
- - -

- … -

…
…

… …

+l
… … …

… …∉

= ×
l

 
 × ⋅ + - 

= l ⋅

= +∏
, ,

)

( )

)

),
0 1ll q qr

-…










×

× l

где , ,0 1lq qr
-…  — р-адическое число, соответствующее 

центру шара покрытия, , ,( )
0 1ll q qA r

-…  — множество 
индексов ql р-адических чисел , ,0 lq qr …  для центров 
шаров равных по покрытию , ,( )1

0 1
l

lp q qU r-
-…  и 

входящих  в  U(A),  , , ,( )( ) ( )
0 1 0 1l ll q q l q qCard A r a r

- -… …= ∈ 
{ }, , 0 1p∈ … - , , ,( )

0 1lq qg r
-…  — мера р-адического шара 

, ,( )1
0 1

l
lp q qU r-
-… , рассчитанная для последовательности 

, ,( ).
0 1ll q qr

-…l

Д о к а з а т е л ь с т в о .  М е р а  п о к р ы т и я 
,( ( ))1

0
l l

lp q qpCov U r- - …  на уровне l – 1 определяется по 
формуле:

	

{ }
( )

,
, ,

, ,
, , 

( )( )
( )

( )))( ( .

0 1

0 1

0 0 1
0 1

1

1 1

l

l

l l

l

q q
l q q

q q l q q
q p

g Cov r
r

g Cov r r

-
-

-

…
…

… …
∈ … -

= ×
l

 + l -×  
 

∏

Все множество индексов ql на уровне l делится на 
два подмножества , ,( )

0 1ll q qA r
-… , для р-адических ша-

ров , ,( ) ( ),
0

l
lp q qU r U A- … ∈  и , ,{ , , } ( ),

0 1
0 1

ll q qp A r
-…… -   

для , ,( ) ( ).
0

l
lp q qU r U A- … ∉  Тогда на уровне l для 

, ,( )
0 1ll l q qq A r

-…∈  мера ,(( ))
0 lq qg Cov r …  будет опреде-

ляться соотношением:

	 { }
, ,

, , ,
, ,

, ,

, , ,
( )

, , ,

( ) ( )

;

( )
( )

( ( ))

( ) ( )( ) .

0 0

0 1

0 1

0 1
0 1 0 1 0 1

1

1

1

1 1

l l

l

l

l q ql
l l l

q q q q
l q q

l q q

r
l q q l

p

q q q q

g Cov r g r
r

f r

f r r g r

-

-

… -
- - -

… …
…

…

+l
… … …

 = = × l
× + -
 = l ⋅

Отсюда:
	 ( )
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,

,

, , ,
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,

, ,
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( ) ( )
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(
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( ) (

)
(

(

)

)

( )
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0 0 1
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0 1

0 0 1

0 1

0 1
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1

1

1

1
1 1 1

1

l l

l l q ql

l q ql

l l

l

l

l q ql

l

q q l q q
q A r

a r

q q l q q

p
l q q

l q q

a r

l q q

g Cov r r

g Cov r r

f r
r

fr

-
… -

… -

-

-
-

… -

-

… …
∈

… …

…
…

…

+ ⋅ l =

= + ⋅ l =

      = + ⋅ + - ×   l    


 = +× l 


∏

( )
,( )

, , .( )
0 1

0 1

l q ql

l

a r

p
l q qr

… -

-…
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(
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)
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)

)
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0 0 1

0 1

0 1
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0 1

0 1
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1

1

1
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1
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l
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q q l q q

p
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r
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-
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-

-
-
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-
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∈
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+ ⋅ l =

= + ⋅ l =

      = + ⋅ + - ×   l    


 = +× l 


∏

( )
,( )

, , .( )
0 1

0 1

l q ql

l

a r

p
l q qr

… -

-…

Для шаров , , , ,( ) ( ), ( )
0 0 1

l
l lp q q l l q qU r U A q A r-

-… …∉ ∉  и 
, , ,( ) ( ).( )

0 0l lq q q qg Cov r g r… …≤  Для них определим вспо-
могательную функцию в виде:

	 ( )
, ,

, ,

, ,
( )

,( ) (

( )

( ) .)
0 1

0 0 1

0 1

1
l

l l

l l q ql

l q q

q q l q q
q A r

F r

g Cov r r
-

-
… -

…

… …
∉

=

= + ⋅ l∏

Подставив соответствующие выражения для 
,(( ))

0 lq qg Cov r …  и , ,( )
0 1ll q qF r

-…  для определения меры 
,( ,)( )

0 1lq qg Cov r
-…  мы получим соотношение, заданное 

Утверждением 3. 
Интересно заметить, что функции fl (·) и Fl (·) вы-

полняют роли уточняющей и агрегирующей 
функций соответственно. Уточняющая функция 
позволяет по заданным параметрам l определить 
меры соответствующих р-адических шаров, а агре-
гирующая функция обеспечивает получение значе-
ния меры любого покрытия, входящего в р-адиче-
ский ландшафт LS(U(A)) для множества A I⊆ . Ис-
ходя из этого, практический алгоритм расчета не-
равномерной меры на р-адических шарах для дан-
ного подмножества имеет следующий вид.

Алгоритм.
Шаг 1. Определение исходных данных. Для за-

дания меры на р-адических шарах мы должны иметь 
полную функцию , ,( )

0 1lq ql r
-…l  для всех р-адических 

шаров на множестве I. Подмножество A I⊆  рас-
сматривается как образ множества р-адических ша-
ров U(A) в соответствии с подходом, представленным 
в работе [10].

Шаг 2. Определение меры р-адических шаров. 
Меры , ,( )

0 lq qg r …  рассчитываются на основании 
функции неравномерной меры на р-адических ша-
рах Утверждения 3. Для этого определяются 
функции , ,( )

0 1ll q qf r
-… .

Шаг 3. Нахождение начального условия функции 
агрегирования. Определяем максимальный уровень 
l, на котором определены р-адические шары мини-
мального радиуса из множества U(A) и определяем 

, ,( )
0 1

1
ll q qF r
-… = .
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Шаг 4. Расчет меры подмножества. Рассчитываем 
в соответствии с формулой Утверждения 4 меры 
покрытий ,(( ))

0 1lq qg Cov r
-… . Принимаем (( ))

0qg Cov r = 
=  g(A).

Пример 2. Рассмотрим расчет неравномерной 
нечеткой меры на р-адических шарах для подмно-
жества A I⊆  из Примера 1. Для расчета меры под-
множества A I⊆  нам необходимо рассчитать меры 
покрытий ,( ( ) ),1

11 0 qpCov U r-  , ,( ( ) ),1 2
20 0 qppCov U r- -  

, ,(( )) .21
20 2 qp pCov U r--  При этом ( ( ))0g Cov r  для по-

крытия ,( ))( 1
11 0 qpCov U r-  будет определять меру ( )g A  

подмножества A I⊆ . Пусть мера на р-адических 
шарах задана функцией , ,( ),

0 1ll q qr
-…l  зависящей от 

р-адической координаты. Пусть значения данной 
функции для р-адических координат, необходимых 
нам для расчета покрытий, будут иметь значения 

, ,( )( ) . , . ,  ( ) .1 0 2 0 0 2 0 20 7 0 8 1r r rl = l = - l =  Тогда значения 
уточняющей функции , ,( )

0 1ll q qf r
-…  для необходимых 

покрытий в соответствии с Утверждением 4 будут 
иметь значения: , ,( ) . ,  ( ) . ,2 0 0 2 0 20 6186 0 0764f r f r= - =

( ) . .1 0 0 7f r =  Соответственно меры шаров с задан-
ными р-адическими координатами: , ,( )0 0 1g r =

, , , , ,( ) . ,  ( ) . , ( ) . .0 0 2 0 2 0 0 10 3435 0 0248 0 2764g r g r g r= = = =
Для расчета меры покрытий в соответствии с 

Утверждением 4 рассчитываем агрегирующую 
функцию , ,( )

0 1ll q qF r
-… . Для необходимых покрытий 

данная функция примет значения , ,( ) ( )2 0 0 2 0 2F r F r= =
, ( ) . .1 01 1 4394F r= =  Тогда меры рассчитываемых 

покрытий  будут:  , ,( ) . , (( ) ( ))0 0 0 20 5925g Cov r g Cov r= =
(. , )( ) . .00 0248 0 802g Cov r= =  Таким образом, для за-

данной неоднородной меры на р-адических шарах 
мера подмножества A I⊆  будет иметь значение 

( )  ( ) . .( )0 0 802g A g Cov r= =  Получение данного резуль-
тата может быть представлено таблицей 1.

При изменении функции , ,( )
0 1ll q qr

-…l  мера при-
мет другое значение. Сама же функция параметра l 
зависит от р-адической координаты покрывающего 
шара. Таким образом, мера на р-адических шарах 
может учитывать структуру множества I и форми-
ровать на нем пространство с нечеткой мерой, име-
ющей переменную модальность. При этом необхо-

димость непосредственного задания функции плот-
ности нечеткой меры отсутствует.

Одним из вариантов задания функции , ,( )
0 1ll q qr

-…l  
может быть рассмотрена функция, определяемая 
р-адической координатой ( ) ( , )1 0 1l lSeq r q q- -= … :

	
( ) ( )( )( )

( )( )( ){ }
, ,  

 ,
0 1

2

1

11 2

ll q q l

l

r Seq r

Seq r

-

-
… -

-

 l = m r × 
× - ⋅ m r

где 	 ( ( )) ,
1

1
0

l
j

l j
j

q
Seq r

p

-

-
=

r =∑  

{ }, , , ( ): [ , ] [ , ]0 1 0 1 0 1jq p∈ … - m ⋅ → — функция в еди-
ничном квадрате. В простейшем случае ( )m ⋅  является 
тождественной функцией вида m(x) = x.

4. ВЫВОДЫ

Предложенная нечеткая мера на р-адических 
шарах полностью удовлетворяет свойствам нечеткой 
меры, что вытекает из подстановки исходных данных 
свойств ограниченности, монотонности и непре-
рывности в соотношениях Утверждения 4. Данная 
мера учитывает структуру ограниченного числового 
множества в виде образов р-адических шаров и не 
требует задания точек данного множества, а соот-
ветственно и плотности нечеткой меры. Нечеткая 
мера на р-адических шарах полностью определяется 
лишь функцией параметра нормировки l (модаль-
ностью нечеткой меры), которая однозначно зада-
ется р-адической координатой покрывающего шара. 
Таким образом нечеткая мера, предложенная в ра-
боте, является вещественнозначной функцией р-
адического аргумента. Использование проектора 
при построении нечеткой меры снимает проблему 
определения нулевого уровня, позволяет обеспечить 
согласованность нечеткой меры на различных уров-
нях с учетом относительной нормировки в каждом 
покрывающем р-адическом шаре. Использование 
неравномерной нечеткой меры на р-адических ша-
рах позволяет моделировать пространства с неста-
ционарной нечеткой мерой, в которой параметр l 

Таблица 1. Расчет неравномерной р-адической меры

l ,( )
0

l
lq qpU r- … , ,( )

0 1ll q qr
-…l , ,( )

0 1ll q qf r
-… , ,( )

0 lq qg r … , ,( )
0 1ll q qF r

-… ,(( ))
0 1lq qg Cov r

-…

1 ,( )1 0 1pU r- 0.7 0.7 0.2764 1.4394 0.802

2

, ,( )2 0 0 1pU r- -0.8 -0.6186 0.3435 1 0.5925

, ,( )2 0 0 2pU r- -0.8 -0.6186 0.3435 1 0.5925

, ,( )2 0 2 0pU r- 1 0.0764 0.0248 1 0.0248
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зависит от р-адической координаты. Применение 
данной меры открывает возможность моделирова-
ния динамики сложных ландшафтов для различных 
скалярных полей.
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FUZZY MEASURE ON p-ADIC BALLS DEFINED ON A FINITE NUMBER SET
V. P. Bocharnikova, S. V. Sveshnikova

aINEKS-FT Consulting Group, ul. Desyatinnaya 13а, Kiev, 03011 Ukraine

The article explores an approach to constructing a fuzzy measure on p-adic balls that does not require the direct 
specification of the measure density. The relationships necessary for determining this measure for an arbitrary 
subset of a bounded numerical set, represented as a set of p-adic balls, are proven. Uniform and non-uniform 
fuzzy measures are considered. An algorithm for determining the fuzzy measure on p-adic balls is proposed. 
Examples of calculating this measure are provided.
Keywords: fuzzy measure, p-adic balls, p-adic numbers, set, ultrametric
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Современные графические ускорители (GPU) позволяют существенно ускорить выполнение численных 
задач. Однако перенос программ на графические ускорители является непростой задачей, иногда тре-
бующей практически полного их переписывания. Графические ускорители CUDA, благодаря разрабо-
танной компанией NVIDIA технологии, позволяют иметь единый исходный код как для обычных 
процессоров (CPU), так и для CUDA. Однако распараллеливание на общей памяти все равно делается 
по-разному и его нужно указывать явно. Применение разработанной авторами библиотеки функцио-
нального программирования позволяет скрыть использование того или иного механизма распаралле-
ливания на общей памяти внутри библиотеки и сделать пользовательский исходный код полностью 
независимым от используемого вычислительного устройства (CPU или CUDA). В настоящей статье 
показывается, как это можно сделать.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В последние годы все большее распространение 
получают графические ускорители (GPU), исполь-
зуемые в качестве вычислительных устройств для 
численных расчетов. Такие ускорители устанавли-
ваются на многих вычислительных кластерах. Хотя 
в списке TOP500 самых производительных супер-
компьютеров от июня 2022 г. (JUNE 2022) [1] гра-
фические ускорители от компании NVIDIA [2] усту-
пили пальму первенства технологиям от других 
производителей, в течение многих лет они были 
в числе первых. Что касается самых высокопроиз-
водительных суперкомпьютеров России, по со-
стоянию на март 2022 г. [3], практически все они 
оснащены ускорителями от NVIDIA. Скорость чис-
ленных расчетов на таких ускорителях может быть 
во много раз выше, чем на CPU (по опыту авторов, 
ускорение может достигать 10–20 раз), поэтому пе-
ренос на графические ускорители программ, реали-
зующих численные методы, является чрезвычайно 
актуальной задачей.

Однако перенос существующей программы на 
GPU является непростой задачей. Возможно, иде-

альный вариант — сразу писать программу так, 
чтобы она могла считаться на любых вычислителях. 
В любом случае главным встает вопрос — какую 
технологию работы на GPU использовать? В насто-
ящий момент существует три основных техноло-
гии — это OpenCL (открытый стандарт для гетеро-
генных систем) [4], OpenACC [5] и CUDA [6] — раз-
работка компании NVIDIA для своих графических 
ускорителей. Каждая из этих технологий имеет свои 
преимущества и недостатки. Главное преимущество 
OpenCL — открытый стандарт. Программа, исполь-
зующая OpenCL, будет работать на любом вычисли-
тельном устройстве, поддерживающем этот стандарт, 
в том числе на GPU от NVIDIA и от AMD, процес-
сорах Intel Xeon Phi с технологией Intel MIC и даже 
на обычных CPU. Главным недостатком этой тех-
нологии является то, что исходный код программы 
часто возникает в двух экземплярах: для CPU, ко-
торый компилируется обычным компилятором и 
является частью основной программы, и текст для 
OpenCL в отдельных файлах. При изменениях в ал-
горитмах правки надо будет вносить в оба места. 
Преимущества и недостатки технологии CUDA 
являются зеркальным отражением недостатков и 
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преимуществ OpenCL. CUDA работает только на 
GPU от NVIDIA. С другой стороны, в CUDA мы 
имеем единый исходный текст, который компили-
руется предварительно и является частью основной 
программы (в том числе и код, который будет ис-
полняться на GPU). Главный недостаток технологии 
OpenACC в том, что она пока еще недостаточно 
распространена. Компилятор, поддерживающий эту 
технологию, установлен далеко не на всех кластерах 
с графическими ускорителями.

Мы выбираем технологию CUDA. Наш главный 
аргумент состоит в том, что в (нашей) реальной 
жизни мы сталкиваемся исключительно с устрой-
ствами от NVIDIA. GPU от AMD и процессоры Intel 
Xeon Phi достаточно экзотичны и, хотя нам и встре-
чались, реально неактуальны. Поэтому недостаток 
CUDA недостатком для нас не является, а ее пре-
имущество остается.

Следующая проблема состоит в том, что распа-
раллеливание на общей памяти на CPU и на GPU 
делается совершенно по-разному. Если мы хотим 
получить единый текст, который должен компили-
роваться и для CPU, и для CUDA, то в тех местах, где 
должно быть распараллеливание, придется писать 
разный код (например, с помощью конструкции 
#ifdef), что неудобно. И тут возникла идея восполь-
зоваться ранее написанной одним из авторов статьи 
библиотекой функционального программирования 
для языка C++ [7]. При использовании этой библио-
теки всю специфику вычислительного устройства 
(CPU или CUDA) можно поместить внутрь библио-
теки, и пользовательский исходный код останется 
платформонезависимым. С другими аналогичными 
работами авторов можно также ознакомиться в ра-
ботах [8] и [9].

Настоящая работа состоит из трех основных 
частей: краткое введение в функциональное прог-
раммирование (в объеме, необходимом для пони-
мания остального текста), краткое описание биб-
лиотеки функционального программирования 
funcprog и описание применения этой библиотеки 
для решения численных задач.

2. КРАТКОЕ ВВЕДЕНИЕ  
В ФУНКЦИОНАЛЬНОЕ 
ПРОГРАММИРОВАНИЕ

В функциональном программировании цент-
ральным объектом является (как это и следует из 
названия) функция. Функции являются полноправ-
ными участниками вычислительного процесса, та-
кими же, какими при обычных вычислениях явля-
ются числа. Это значит, что функция может быть 

передана как параметр другой функции и может 
быть возвращена как результат работы функции 
(иногда функции, принимающие в качестве пара-
метров другие функции, называют функциями выс-
шего порядка). Функцию можно вычислить так же, 
как при обычных вычислениях можно вычислить 
число. Простой пример — композиция двух одно-
местных функций, которая возвращает новую од-
номестную функцию, вызывающую последовательно 
обе функции. В специализированных функцио-
нальных языках программирования (таких как 
Haskell [10]) такие возможности встроены в язык, 
в то время как реализация композиции функций на 
языке C++ является нетривиальной задачей, требу-
ющей специальных ухищрений. Примеры будут 
приводиться на языке Haskell, так как этот язык 
позволяет записывать многие вещи максимально 
кратко и в то же время понятно.

2.1. Принципы функционального программирования

Функциональное программирование имеет ряд 
особенностей по сравнению с императивным про-
граммированием, которые можно сформулировать 
в виде нескольких принципов. Некоторые из этих 
принципов являются обязательными для функцио-
нального программирования и поддерживаются 
всеми языками и библиотеками функционального 
программирования, а другие — опциональными, то 
есть в некоторых языках и библиотеках функцио-
нального программирования могут отсутствовать. 
По тому, насколько полно эти принципы реализо-
ваны в языке или библиотеке функционального 
программирования, можно судить о степени ее 
“функциональности”.

Первый и главный обязательный принцип, уже 
упоминавшийся выше, — это то, что функция яв-
ляется полноценным участником вычислительного 
процесса и может быть как передана в качестве па-
раметра, так и возвращена как результат работы 
некоторой функции. Другой обязательный 
принцип — наличие лямбда-выражений. Лямбда-
выражение — это такое выражение в языке, резуль-
татом которого является функция. Собственно, 
первый принцип без второго практически невозмо-
жен. Как правило, функция, возвращающая в каче-
стве результата функцию, фактически возвращает 
лямбда-выражение. В частности, в современном 
стандарте языка C++ (начиная с версии C++11) 
лямбда-выражения имеются. Остальные принципы 
функционального программирования не столь 
важны и часто отсутствуют, но их наличие суще-
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ственно повышает возможности языка или библио-
теки. Опишем основные из них.

“Чистые” функции. Под “чистотой” функции 
в функциональном программировании подразуме-
вается отсутствие у функции побочных эффектов. 
Это значит, что результат, возвращаемый функцией, 
зависит только от переданных аргументов и больше 
ни от чего.

Следующий принцип функционального прог-
раммирования — неизменяемые (immutable) перемен-
ные. Это как если бы в вашей программе на C++ все 
переменные имели бы модификатор const (int const 
i = 5;). Переменные есть, но им что-то присвоить 
можно только один раз при создании. Именно с 
такими переменными работают все функциональные 
языки программирования (Haskell, Lisp). Этот 
принцип позволяет гарантировать “чистоту” 
функции, то есть то, что ее результат зависит только 
от ее параметров, и при одном и том же наборе па-
раметров она всегда возвращает одно и то же. 
Функция не меняет значение ни одной переменной 
(потому что не может), значит, она “чистая”.

Каррирование. Названо по фамилии американ-
ского математика и логика Хаскелла Карри. 
Принцип каррирования состоит в том, что при не-
полном указании параметров функции ошибки не 
происходит, а вместо этого генерируется функция 
с меньшим (равным числу недостающих) числом 
параметров. Реализовано во многих современных 
функциональных языках программирования (в част-
ности, в языке Haskell). Каррирование позволяет 
функцию с несколькими аргументами рассматривать 
как набор функций с одним аргументом.

Ленивые вычисления. Этот принцип в языке 
Haskell является прямым следствием принципа кар-
рирования. В языке Haskell каррирование “идет до 
конца”. Это значит, что даже при передаче всех па-
раметров функции фактического вызова не проис-
ходит. При применении каждого следующего пара-
метра порождается функция с меньшим на единицу 
числом параметров, и после применения всех пара-
метров получается функция без параметров. Именно 
эта функция без параметров передается в качестве 
аргумента. То есть фактически любые вычисления 
в языке Haskell — это вычисления функций.

η-редукция (эта редукция, или h-преобразова-
ние). Рассмотрим пример. Пусть мы хотим написать 
функцию с одним параметром — списком чисел, 
возвращающую список синусов этих чисел. Текст 
этой функции на языке Haskell очевидный:

mapsin lst = map sin lst

В этом примере последний параметр функции 
mapsin передается как последний параметр в правой 
части. Принцип h-редукции гласит, что в подобных 
случаях последний параметр в определении функции 
можно опускать, то есть определение функции 
mapsin можно записать короче:

mapsin = map sin

Композиция функций. Композиция функций на-
столько важна в функциональном программирова-
нии, что в языке Haskell эта операция максимально 
упрощена. Обычно рассматривают композицию 
одноместных функций (назовем их f и g), в языке 
Haskell она записывается так:

(f . g) x = f (g x) 
map (exp . sin) [1,2,3] — пример

2.2. Математические основы функционального 
программирования

В основе функционального программирования 
(в частности языка Haskell) лежит современная ма-
тематическая теория — теория категорий. Подробно 
с этой теорией можно ознакомиться, например, по 
источникам [11] и [12]. Категорией называется со-
вокупность объектов, снабженных стрелками (мор-
физмами) между ними (некоторыми из них). Между 
двумя заданными объектами может быть много стре-
лок. Совокупность стрелок из объекта A в объект B 
в категории C обозначается HomC(A, B) или просто 
Hom(A, B), если конкретная категория подразуме-
вается.

Для стрелок имеются два обязательных условия. 
Во-первых, из каждого объекта должна существовать 
стрелка в него самого (“единичная” стрелка, или 
тождественный морфизм). Тождественный морфизм 
объекта A обозначается idA. Таким образом, для лю-
бого объекта A Hom(A, A) непусто (всегда имеется 
тождественный морфизм). Во-вторых, для любых 
двух стрелок f ∈ Hom(A,B) и g ∈ Hom(B,C) должна 
существовать их композиция g  f ∈ Hom(A,C). Для 
существования композиции морфизмов важно, 
чтобы конец первой (правой) стрелки f совпадал 
с началом второй (левой) стрелки g. Обратите вни-
мание, что первая стрелка указывается справа от 
оператора композиции, а вторая — слева. Компо-
зицию стрелок g  f можно читать как “g после f  ”.

Морфизмы, в которых начало и конец совпадают 
(морфизмы из некоторого объекта в него самого), 
называются эндоморфизмами. Множество эндомор-
физмов объекта A: End(A) = Hom(A, A) является мо-
ноидом относительно операции композиции с еди-
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ничным элементом idA. Напомним, что моноидом 
называется множество с определенной на нем би-
нарной ассоциативной операцией и нейтральным 
(единичным) элементом относительно этой опера-
ции.

Функторами называются отображения категорий, 
сохраняющие структуру исходной категории. Точ-
нее, функтор F : С → D ставит в соответствие каж-
дому объекту в категории C объект в категории D и 
каждому морфизму F : A → B в категории C морфизм 
F(  f  ): F(A) → F(B) в категории D так, что

  • ( )( ) =A F AF id id

и для двух морфизмов f : A → B и g : B → C в катего-
рии C

  • .( ) ( ) = ( )F g F f F g f 

Функторы из категории C в категорию D также 
образуют категорию (категорию функторов), мор-
физмами в которой являются так называемые есте-
ственные преобразования. Естественное преобразо-
вание предоставляет способ перевести один функтор 
в другой, сохраняя внутреннюю структуру (напри-
мер, композиции морфизмов).

Пусть F и G — функторы из категории C в кате-
горию D. Тогда естественное преобразование h: 
F ⇒ G сопоставляет каждому объекту X в категории 
C морфизм hX : F(X) → G(X) в категории D, называ-
емый компонентой h в X, так, что для любого мор-
физма f : X → Y в категории C диаграмма (в категории 
D), изображенная на рисунке ниже, коммутативна.

	

X F (X)
ηX−−−−→ G(X)

f

 F (f)


G(f)

Y F (Y ) −−−−→
ηY

G(Y )

Коммутативность данной диаграммы означает, 
что из F(X ) в G(Y ) можно прийти двумя разными 
путями, или что выполнено следующее равенство:

	 .( ) = ( )Y XF f G fη η 

Можно определить внешнюю (external) бинарную 
операцию между функторами и естественными пре-
образованиями (в английской терминологии 
whiskering). Пусть B, C, D, E  — категории, K: 
B →  C, F, G : С → D, H : D → E  — функторы, h: 
F ⇒ G — естественное преобразование. Тогда мы 
можем определить естественное преобразование Hh: 
H  F ⇒ H  G, задав
	 ( ) ( )= , .X XH H Xη η ∈ C

Здесь задается равенство морфизмов в категории 
E. Аналогично мы можем определить естественное 
преобразование hK: F   K ⇒ G   K, задав
	 ( )( ) = , .X K XK Xη η ∈ B

Здесь задается равенство морфизмов в катего-
рии D.

Функторы из категории в нее саму называются 
эндофункторами. Эндофункторы играют важную 
роль в теории категорий. Между любыми двумя 
эндофункторами в некоторой категории C опреде-
лена композиция (так как начало и конец совпа-
дают), причем эта композиция ассоциативна, а 
также существует единичный эндофунктор (обо-
значим его как 1С), оставляющий все объекты и 
морфизмы в категории C без изменения. Эндофун-
кторы в некоторой категории C образуют свою ка-
тегорию с естественными преобразованиями в ка-
честве морфизмов.

Определим теперь теоретико-категорное понятие 
монады. Монадой в теории категорий называется 
тройка (T, h, μ), где

•T — эндофунктор в некоторой категории K 
(T : K → K);

• h: 1K → T – естественное преобразование;
• μ: T 2 → T — естественное преобразование;
• следующая диаграмма коммутативна (ассоци-

ативность):

	

T 3 Tµ−−−−→ T 2

µT


µ

T 2 −−−−→
µ

T

• следующая диаграмма коммутативна (двухсто-
ронняя единица):

	

T
ηT−−−−→ T 2

Tη

 µ


T 2 −−−−→

µ
T

Из определения моноида (см. выше) видно, что 
монада является моноидом в категории эндофун-
кторов End(K).

2.3. Функторы и монады в программировании

Функторы. Пусть у нас есть некоторый контей-
нер, хранящий какое-то количество значений, на-
пример, список или объект класса Maybe (хранящий 
одно значение указанного типа или не хранящий 
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ничего, в стандартной библиотеке C++ этому классу 
соответствует класс std::optional). Теперь поставим 
задачу: применить обычную одноместную функцию 
(например, sin) к значениям в контейнере. Как это 
сделать в языке Haskell со списками известно — 
применить функцию map. Но как это сделать с ти-
пом Maybe, и в общем случае — как это сделать 
данными в произвольном контейнере? Универсаль-
ный подход состоит в том, чтобы доверить это от-
ветственное дело самому контейнеру. Для этого в 
языке Haskell определен специальный класс Functor, 
в котором продекларирована функция fmap:

class Functor f where 
  fmap  ::  (a  –>  b)  –>  f  a  –>  f  b 
  <$>  =  fmap

Оператор <$> — синоним функции fmap. Это 
оператор применения функции к функтору. Он по-
хож на оператор применения функции к обычному 
значению ($). Прототип функции fmap можно за-
писать в другом эквивалентном виде (это следует из 
правоассоциативности стрелки вправо):

fmap  ::  (a  –>  b)  –>  (f  a  –>  f  b)

Из последней записи следует, что функцию fmap 
можно рассматривать как функцию с одним пара-
метрам (“обычной” функцией, то есть функцией, 
принимающей и возвращающей простые значения), 
возвращающую функцию, принимающую и возвра-
щающую значения в контейнере.

Любой тип данных можно объявить функтором, 
реализовав для него экземпляр класса Functor и 
функцию fmap. Любая реализация функтора должна 
удовлетворять двум функторным законам:

1.  fmap  id  =  id 
2.  fmap  (g  .  f)  =  fmap  g  .  fmap  f

Здесь id — функция, возвращающая свой аргу-
мент: id х=х. Первый закон гласит: применение 
функции id к функтору не должно менять функтор, 
так же, как применение этой функции к обычному 
значению его не меняет. Второй закон — это рас-
пределительный закон функториой операции отно-
сительно композиции функций.

Аппликативы. Если стоит задача применить 
функцию с двумя аргументами к двум контейнерам 
(например, просуммировать два списка), то функ-
ционала класса Functor будет недостаточно. Для 
решения этой задачи предназначен другой класс — 
аппликативный функтор (аппликатив). Вот опреде-
ление класса Applicative:

class  Functor  f  =>  Applicative  f  where  
  pure  ::  a  –>  f  a 
  (<*>)  ::  f  (a  –>  b)  –>  f  a  –>  f  b

Таким образом, в каждом аппликативе должны 
быть реализованы две основные операции: функция 
pure, помещающая обычное значение в “чистый” 
аппликатив, и оператор (<*>), принимающий в ка-
честве первого параметра функцию, помещенную 
в аппликатив, и второго параметра — значение, по-
мещенное в тот же аппликатив, и возвращающий 
результат в том же аппликативе.

Любая реализация аппликатива должна удовле-
творять аппликативным законам:

1.  (Identity) 
  pure  id  <*>  v  =  v 
2.  (Homomorphism) 
  pure  f  <*>  pure  x  =  pure  (f  x) 
3.  (Interchange) 
  u  <*>  pure  у  =  pure  ($  y)  <*>  u 
4.  (Composition) 
  pure  (.)  <*>  u  <*>  v  <*>  x  = 
  u  <*>  (v  <*>  x)

Монады. Напишем “безопасные” функции safe_
sqrt и safe_log:

safe_sqrt  x=if  x<0  then  Nothing  else 
  Just(sqrt  x) 
safe_log  x=if  x<=0  then  Nothing  else   
  Just(log  x)

Эти функции возвращают результат типа Maybe, 
причем если аргумент функции принадлежит области 
ее определения, то возвращается значение Just value, 
а иначе — Nothing (признак ошибки). Пусть теперь 
мы хотим вычислить квадратный корень от лога-
рифма числа. Для обеих операций у нас есть “безопа-
сные” функции, возвращающие результат типа Maybe 
и проверяющие, что значение аргумента принадлежит 
области определения функции. Как нам теперь при-
менить функцию safe_sqrt к результату функции 
safe_log? Функционала функтора и аппликатива для 
этого недостаточно. Для этой цели служат монады. 
Монады можно рассматривать как дальнейшее про-
должение аппликатива, они предназначены для по-
строения цепочек монадных вычислений.

Определение класса Monad в языке Haskell вы-
глядит так:
class  Applicative  m  =>  Monad  m  where 
  return  ::  a  –>  m  a 
  return  =  pure   
  (>>=)  ::  m  a  –>  (a  –>  m  b)  –>  m  b
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Каждая монада имеет две основные функции: 
return и bind (в языке Haskell оператор (>>=). 
Функция return аналогична функции pure для ап-
пликативов (фактически для большинства монад 
return определяется как pure). Операция bind при-
нимает в качестве параметров монаду и функцию, 
принимающую обычное (не монадное) значение и 
возвращающую монадное значение (возможно, дру-
гого типа, но в той же монаде). Будем называть такие 
функции монадными. Функции safe_log и safe_sqrt 
(а также функция return) — примеры монадных 
функций.

Функции return и bind должны удовлетворять 
трем монадным законам. Для того чтобы их сфор-
мулировать, введем операцию монадной компози-
ции (оператор (>=>) в языке Haskell). Она опреде-
ляется следующим образом:

(>=>) :: f>=> g = \x–> f x >>= g

Оба операнда монадной композиции и ее резуль-
тат — монадные функции. Следовательно, монадную 
композицию можно рассматривать как групповую 
операцию в пространстве таких функций. В терми-
нах этой групповой операции монадные законы 
формулируются так:

1.  return  >=>  f  ==  f   
2.  f  >=>  return  ==  f   
3.  (f  >=>  g)  >=>  h  ==  f  >=>  (g  >=>  h)

Другими словами, функции return и bind должны 
быть определены так, чтобы, во-первых, функция 
return являлась единичным элементом (левым и 
правым) монадной композиции (первые два закона) 
и, во-вторых, монадная композиция должна быть 
ассоциативной (третий закон).

Так как любая монада также является функтором, 
то для любой монады операцию bind можно опре-
делить через операцию fmap следующим образом:

x  >>=  f  =  join  (f  <$>  x)

Функция fmap в данном случае вернет значение 
“монады в монаде” (например, список списков). 
Функция join убирает этот один лишний уровень 
вложенности. Функции fmap и join можно опреде-
лить через монадные операции:

fmap  f  m  =  m  >>=  (return  .  f)   
join  n  =  n  >>=  id

Таким образом, по-умолчанию, bind, join и fmap 
циклически определяются друг через друга. Чтобы 
разорвать этот замкнутый круг, нужно какие-то из 

этих операций определить явно. Как правило, явно 
определяются fmap и bind.

Если сравнить математическое и “программист-
ское” определения монады, то можно заметить, что 
естественному преобразованию соответствует 
функция return, а естественному преобразованию 
μ — функция join.

Возвращаясь к нашим “безопасным” функциям, 
заметим, что теперь квадратный корень от лога-
рифма можно вычислить так: 

safe_log  5  >>=  safe_sqrt  ––  Just   
  1.2686362411795196   
safe_log  (-5)  >>=  safe_sqrt  ––  Nothing   
safe_log  0.5  >>=  safe_sqrt  ––  Nothing

Если где-то в цепочке вычислений возникает 
ошибка, то происходит быстрый выход из всей це-
почки вычислений, остальные функции фактически 
не вычисляются. Это чем-то напоминает исключе-
ния (exceptions) в императивных языках (таких, как 
C++).

3. БИБЛИОТЕКА ФУНКЦИОНАЛЬНОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ

3.1. Общее описание библиотеки

При реализации библиотеки функционального 
программирования funcprog для языка C++ стави-
лась задача написать библиотеку, с помощью кото-
рой на языке C++ можно было бы писать в стиле, 
близком к стилю языка Haskell.

Важный вопрос — что такое функция с точки 
зрения этой библиотеки? В первоначальной версии 
библиотеки под функцией подразумевался объект 
класса std :: function. Этот вариант нас теперь не 
устраивает, так как мы хотим, чтобы функция ис-
полнялась на графическом ускорителе, а объект 
класса std :: function может исполняться только на 
CPU (главным образом потому, что в ее реализации 
используются виртуальные функции, которые на 
GPU непереносимы). Это не может быть и обычная 
функция. Адрес обычной функции передать в 
CUDA, конечно же, можно, но это не имеет смысла, 
так как у CPU и у CUDA несовместимые наборы 
инструкций. Было принято решение в рамках биб-
лиотеки funcprog2 создать класс function2 и считать 
функцией любой объект этого класса. В объект 
класса function2 можно преобразовать любой функ-
циональный объект (имеющий функциональный 
оператор ()), в частности, это может быть лямбда-
выражение. Напомним, что в современном языке 
C++ (начиная с версии C++11) лямбда-выражение 
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начинается с пары квадратных скобок, внутрь ко-
торых могут быть помещены переменные, доступные 
из лямбда-выражения. Для того чтобы объект можно 
было передавать в CUDA, функциональный опера-
тор должен быть помечен ключевым словом _ _
device_ _. Чтобы пользовательский исходный код 
был платформо-независим, в библиотеке funcprog2 
имеется макрос _ _DEVICE, который при компиля-
ции для CUDA расширяется в ключевое слово _ _
device_ _, а при компиляции для CPU — в пустую 
строку.  Таким образом, функциональный оператор 
нужно пометить словом _ _DEVICE. Для преобра-
зования функционального объекта в объект класса 
function2 в библиотеке имеется специальная 
функция _ (подчерк). Недостатком класса function2 
по сравнению с классом std::function является то, 
что в метаданные функции попадает не только ее 
прототип (типы параметров и возвращаемое значе-
ние), но и реализация (класс объекта) — такова плата 
за возможность переноса на CUDA. Вот как реали-
зован класс function2:

template<typename  FuncType,   
  typename  FuncImpl>  struct  function2; 
  template<typename  Ret,  typename...  Args, 
    typename  FuncImpl> 
  struct  function2<Ret(Args...)  ,FuncImpl>{ 
    function2(FuncImpl  const&  impl)    : 
      impl(impl){}   
    Ret  operator()(Args...  args)   
      const  {return  impl(args...);}   
    private:  FuncImpl  const  impl; 
};

Видно, что, в отличие от класса std :: function, 
в класс function2 передаются два параметра шаблона. 
Для упрощения работы с такими функциями име-
ется вспомогательная функция _ (подчерк). Вот как 
она определена:

template<typename  FuncImpl,typename  Ret,   
  typename...  Args>   
struct  function2_type_  {   
  using  type  =  function2<Ret(Args...)  ,   
    FuncImpl>;  }; 
 
//  Common  case  for  functors  lambdas 
template<class  F>   
struct  function2_type  :  function2_type   
  <decltype(  F :: operator ())>{}; 
 
template<class  Cls,  typename  Ret,   
  typename...  Args>   
struct  function2_type   
  <Ret(Cls::*)(Args...)>  :   

  function2_type_<Cls,  Ret,  Args...>{}; 
 
template<class  Cls,  typename  Ret,   
  typename...  Args>   
struct  function2_type   
  <Ret(Cls::*)(Args...)  const>  :   
function2_type_<Cls,  Ret,  Args...>{}; 
 
template<typename  F>   
using  function2_type_t  =   
  typename  function2_type<F>::type; 
 
template<typename  F>   
function2_type_t<F>  _(F  f)  {  return  f;  }

Приведем пример работы с этой библиотекой:

double  d=(_([](double  x){return  x*x;})&   
_([](double  x)return  x  +  1;}))(5);//36

В этом примере мы создали две функции (с по-
мощью функции _), сделали их композицию (с по-
мощью оператора &) и вызвали получившуюся со-
ставную функцию с параметром 5. В результате 
получили число 36.

В библиотеке funcprog2 достаточно полно реали-
зовано каррирование функций. Для этого в библио-
теке реализован оператор применения аргумента 
к функции с помощью оператора сдвига влево <<. 
При этом создается новая функция, имеющая на 
один параметр меньше. В частности, если исходная 
функция имела единственный параметр, то соз
дастся функция без параметров. В библиотеке име-
ется также функция invoke_f0, которой можно пе-
редать любую функцию. Если переданная функция 
без параметров, то она будет вызвана и вернется 
результат ее исполнения. Если же переданная 
функция имеет параметры (один или больше), то 
будет просто возвращена эта функция. В библиотеке 
имеется также метафункция remove_f0, принима-
ющая в качестве параметра шаблона тип функции. 
Если функция без параметров, то в переменной type 
вернется тип возвращаемого функцией значения, а 
если параметры есть, то тип самой функции.

3.2. Реализация функторов, аппликативов и монад

Реализация функторов, аппликативов и монад 
в библиотеке funcprog в чем-то похожа на реали-
зацию этих понятий в языке Haskell. Любой класс 
может объявить себя функтором, аппликативом или 
монадой. Для этого достаточно для этого класса 
реализовать специализацию классов соответственно 
Functor, Applicative и Monad. В сам класс никаких 
изменений вносить не требуется.
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Любой функтор или монада являются типом с 
одним параметром. В языке C++ типы с параметром 
реализуются с помощью шаблонов классов. Рас-
смотрим определение функтора на примере класса 
Maybe. Класс Maybe в библиотеке funcprog2 опре-
делен так:

template<typename A> struct Maybe;

Шаблон класса типом не является, и его нельзя 
передать как параметр шаблона другого класса. По-
этому определяется еще один класс (без шаблона) с 
именем _Maybe (с подчерком впереди). Это уже 
настоящий класс, его можно передавать как пара-
метр шаблона:

struct  _Maybe  {};

Шаблон класса Maybe наследуется от этого 
класса:

template<typename  A>   
struct  Maybe  :  std::optional<A>,_Maybe  ...  { 
  ... 
};

Специализации классов Functor, Applicative и 
Monad пишутся именно от этого класса _Maybe:

template<>  struct  Functor<_Maybe>{ 
  ...   
};

Внутри специализации класса Functor нужно 
определить статическую функцию fmap. Специали-
зации классов Applicative и Monad определяются 
аналогично. Для аппликатива методы называются 
pure и apply, а для монады — return_ и bind. При 
реализации статических методов этих классов нужно 
не забывать про выполнение функторных, аппли-
кативных и монадных законов.

Заметим также, что в библиотеке funcprog2 в ка-
честве функторного оператора используется опера-
тор деления, а в качестве аппликативного — умно-
жение.

4. ПРИМЕНЕНИЕ БИБЛИОТЕКИ 
ДЛЯ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ

Технологически любая задача численного моде-
лирования начинается с построения сетки в области 
расчета. Причем в областях сложной формы эта 
сетка, как правило, неструктурная. Интересующие 
исследователя сеточные функции могут быть заданы 
как в узлах ячеек, так и в их центрах.

На данном этапе исследования мы рассматриваем 
только нестационарные задачи и считаем, что для 

интегрирования по времени используются различ-
ные явные схемы, например, в программном ком-
плексе, который мы использовали для перевода на 
GPU, это явная классическая схема Рунге–Кутты 
четвертого порядка. Неявные схемы, предполага-
ющие решение линейных систем уравнений, в на-
стоящий момент не рассматривались.

Если метод явный, то вычислять значения сеточ-
ных функций в разных точках сетки можно незави-
симо друг от друга, и, следовательно, эти вычис-
ления можно вести параллельно. Таким образом, 
каждый явный шаг (цикл по индексу сеточной 
функции) можно распараллеливать на общей па-
мяти. Заметим, что MPI-параллелизация также воз-
можна, но пока не рассматриваются. При расчетах 
на CPU распараллеливание циклов делается, как 
правило, с помощью OpenMP. При расчетах на 
CUDA методы распараллеливания свои, и они 
сильно отличаются от OpenMP. Чтобы скрыть метод 
распараллеливания от прикладного программиста-
математика, реализующего численный метод, пред-
лагается использовать библиотеку функционального 
программирования funcprog2 так, как это описыва-
ется далее.

4.1. Сеточные выражения и сеточные функции

Введем понятие сеточного выражения. Это объ-
ект, определенный для всех индексов сетки, то есть 
для любого объекта, являющегося сеточным выра-
жением, можно узнать, чему равно его значение для 
любого индекса сетки. Простейшим частным слу-
чаем сеточного выражения является сеточная 
функция, которая свои значения просто хранит в 
памяти и их, если нужно, возвращает. Для сеточных 
выражений определяется шаблон класса grid_
expression, от которого должны наследоваться все 
классы объектов, являющихся сеточными выраже-
ниями (в частности, класс grid_function также про-
наследован от класса grid_expression). Таким обра-
зом, фраза “объект является сеточным выражением” 
означает, что класс этого объекта пронаследован от 
класса grid_expression. При таком наследовании ис-
пользуются шаблоны выражений [13] и шаблон 
проектирования CRTP (Curiously Recurring Template 
Pattern) [14], при котором в базовый класс в качестве 
параметра шаблона передается конечный класс. Про 
этот шаблон и другие методы метапрограммирова-
ния можно прочитать в книгах [15], [16], [18].

Любое сеточное выражение можно присвоить 
сеточной функции. Этот оператор присваивания 
проходит по всем индексам сеточной функции, ко-
торой присваивается сеточное выражение, для каж-
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дого индекса запрашивает у сеточного выражения 
его значение и присваивает это значение сеточной 
функции по данному индексу. Этот оператор при-
сваивания подразумевает, что значения для разных 
индексов можно вычислять независимо друг от 
друга, и, значит, их можно вычислять параллельно. 
Именно в этом операторе присваивания выполня-
ется тот самый внутренний цикл по элементам се-
точной функции. Метод распараллеливания этого 
цикла выбирается оператором присваивания в за-
висимости от того, каким компилятором компили-
руется программа. Если это компилятор для CUDA 
(определена переменная препроцессора _ _
CUDACC_ _), то распараллеливание осуществляется 
с помощью CUDA, иначе — с помощью OpenMP. 
Таким образом, метод распараллеливания скрыт от 
прикладного программиста внутри этого оператора 
присваивания. Покажем, как реализован этот опе-
ратор присваивания.

Вначале введем понятие “исполнителя” 
(executor). Исполнитель — это объект, параллельно 
выполняющий цикл с указанным телом цикла. Тело 
цикла задается объектом-замыканием (closure), ко-
торый все нужное для исполнения, кроме индекса 
цикла, хранит в своих переменных-членах, а индекс 
цикла передается ему в функциональном операторе. 
При этом этот функциональный оператор с разными 
значениями индекса цикла может быть вызван па-
раллельно. Вот как реализован исполнитель для 
обычного процессора (CPU):

struct  cpu_executor  { 
  template<class  Closure>   
  void  operator()(size_t  size,   
    Closure  const&  closure)  const  { 
#pragma  omp  parallel  for 
  for(size_t  i  =  0;  i  <  size;  ++i)   
    closure(i);   
  } 
}; 
using  default_executor  =  cpu_executor;

А вот как исполнитель реализован для CUDA (мы 
используем тот факт, что ядро (kernel) может быть 
полиморфной функцией): 

#ifndef  BLOCK1_SIZE   
#define  BLOCK1_SIZE  512   
#endif 
 
template<class  Closure>   
_ _global_ _  void  cuda_exec(   
  size_t  size,  Closure  сlosure   
){   

  size_t  const  i  =  blockIdx.x  *   
    blockDim.x  +  threadIdx.x;   
  if(i  <  size)  сlosure(i); 
} 
 
struct  cuda_executor  { 
  template<class  Closure>   
  void  operator()(size_t  size,   
    Closure  const&  closure)  const   
{ 
  unsigned  const   
    dimGrid  =  (size  +   
      BLOCK1_SIZE  –  1)  /  BLOCK1_SIZE,   
    dimBlock  =  size  <  BLOCK1_SIZE  ?   
      size  :  BLOCK1_SIZE;   
    cuda_exec<<<dimGrid,  dimBlock>>>   
      (size,  closure) 
  } 
}; 
using  default_executor  =  cuda_executor; 

Теперь мы можем определить оператор присваива-
ния сеточного выражения сеточной функции: 

template<typename  T>   
template<class  GE>   
void  vector_grid_function<T>::operator=   
  (grid_expression<GE,   
    typename  GE :: proxy_type>  const&  gexp)   
{ 
  proxy_type  gf_p  =  get_proxy();   
  auto  const  gexp_p  =  gexp.get_proxy();   
  default_executor()(m_local_size  ,   
    [gf_p,  gexp_p]  _ _DEVICE  (size_t  i)  { 
      const_cast<proxy_type&>   
        (gf_p)[i]  =  gexp_p[i];   
}); 
}

Говоря про сеточные функции, нужно упомянуть 
еще один аспект. GPU может работать только со 
своей памятью, это значит, что при работе на GPU 
сеточная функция должна память под свои данные 
запрашивать в памяти CUDA. С этим также проблем 
нет. Сеточные функции устроены так, что при ком-
пиляции на CUDA они запрашивают память 
в CUDA, иначе — в памяти CPU.

4.2. Объекты-заместители (proxy)

Шаблон класса сеточного выражения grid_
expression определен следующим образом:

template<class E, class _Proxy = E>  
struct grid_expression;
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Здесь E — конечный класс, а _Proxy — класс за-
местителя. По умолчанию (если он не указан) класс 
заместителя совпадает с конечным классом. Он нужен 
для создания копии объекта. Дело в том, что един-
ственный способ передачи параметров из памяти 
основного процессора в память CUDA — это передача 
по значению (то есть делается копия параметра). 
Передача по адресу и ссылке невозможна. По значе-
нию можно передавать только переменные простых 
типов (числа и указатели) и объекты классов, содер-
жащие только простые типы. Кроме того, эти объекты 
не должны содержать виртуальных методов, и вызы-
ваемые в них методы должны быть доступны из 
CUDA. Далеко не все объекты удовлетворяют всем 
этим требованиям. Если же такой объект все-таки 
нужно передать из CPU в CUDA, то для него можно 
создать объект-заместитель, удовлетворяющий пе-
речисленным требованиям и хранящий все основные 
данные из основного объекта. Есть и другая причина 
того, почему не всегда можно хранить ссылки и ука-
затели на объекты даже на CPU. Дело в том, что в 
сложных выражениях могут появляться временные 
безымянные переменные, у которых нет постоянной 
памяти и ссылки и указатели на которые сохранять 
нельзя. Такие объекты необходимо копировать. 
Всегда копировать объекты тоже нельзя, так как бы-
вают “большие” объекты (например, векторы дан-
ных), которые при копировании делают копию этих 
данных. Общее правило следующее. Если объект 
“маленький” и не имеет виртуальных методов, то его, 
как правило, можно копировать, и класс-заместитель 
не нужен, иначе такой класс необходим.

4.3. Сеточные выражения как функторы, 
аппликативы и монады

Сеточные выражения можно рассматривать как 
контейнеры (особенно это справедливо для сеточ-
ных функций). В библиотеке funcprog контейнеры 
(например, списки) являются функторами, аппли-
кативами и монадами. Это дает возможность при-
менять к значениям, хранящимся в них, обычные 
функции (свойство функторов). Сделаем сеточное 
выражение также функтором, аппликативом и мо-
надой, чтобы и к сеточным выражениям можно было 
применять функции. Чтобы понять, как это можно 
сделать, рассмотрим типичный цикл, вычисляющий 
новое значение сеточной функции по старой:

for(size_t  i  =  0;  i  <  N;  ++i)   
  f_new[i]  =  calculate(f_old[i]);

здесь calculate — функция, вычисляющая новое зна-
чение в ячейке по старому. Ей в качестве параметра 

передается старое значение в ячейке. В новом под-
ходе мы хотим, чтобы в этом случае можно было 
написать что-то типа:

f_new  =  _(calculate)  /  f_old;

Если же для вычислений требуются еще не-
сколько сеточных функций (назовем их f2 и f3), то 
вместо

for(size_t  i  =  0;  i  <  N;  ++i)   
f_new[i]  =  calculate(f_old[i],  f2[i],   
  f3[i]);

мы могли бы написать:

f_new  =  _(calculate)  /  f_old  *  f2  *  f3; 

то есть для первой сеточной функции мы применили 
свойство функтора, а для последующих — апплика-
тива. Если мы хотим в функцию передать еще до-
полнительно некоторое постоянное значение (не 
зависящее от индекса цикла), то вместо

for(size_t i = 0; i < N; ++i)  
f_new[i] = calculate(f_old[i],  
  some_value); 

можно было бы написать

f_new = _(calculate) / f_old *  
  pure(some_value);

Таким образом, результатом применения 
функции к сеточному выражению (или к нескольким 
сеточным выражениям в случае аппликатива) 
должно быть также сеточное выражение, то есть у 
него можно запросить значение по индексу (должен 
быть реализован оператор []). Сеточными выраже-
ниями, помимо сеточных функций, являются также 
результаты применения функций к сеточным выра-
жениям как к функторам и монадам. Кроме того, 
сумма и разность двух сеточных выражений, а также 
произведение и частное сеточного выражения и 
числа также являются сеточными выражениями.

Покажем, как реализованы функторы, апплика-
тивы и монады для сеточных выражений и докажем, 
что эти реализации корректны (удовлетворяют тре-
буемым законам). Доказывать теоремы будем мето-
дом эквационального рассуждения (equational 
reasoning). Этот метод доказательства основан на 
приведении левой и правой частей доказываемого 
равенства путем эквивалентных преобразований 
к одинаковому выражению. Пусть теперь f — при-
меняемая функция, а gexp — сеточное выражение.

ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 1  2024

24	 КРАСНОВ, ФЕОДОРИТОВА



Функтор. Функция fmap принимает функцию 
с одним параметром и функтор (в нашем случае 
сеточное выражение) и возвращает тот же функтор 
(новое сеточное выражение). Это новое сеточное 
выражение запоминает параметры функции fmap 
в своих переменных-членах класса (назовем их f и 
gexp) и реализует оператор [] следующим образом: 

(fmap  f  gexp)[i]  =  f  gexp[i]

Теорема 1 (Теорема о функторе) Определенная выше 
функция fmap удовлетворяет функторным законам.

Доказательство. Перепишем первый функторный 
закон полностью (без η-редукции):

fmap  id  gexp  =  id  gexp

или (по определению функции id): 

fmap id gexp = gexp 

Далее, 

(fmap  id  gexp)[i]  = – –  def  of  fmap   
  id  gexp[i]  = – –  def  of  id   
  gexp[i] 

тo есть, действительно, fmap id gexp = gexp. Первый 
закон доказан. Перепишем второй функторный за-
кон без η-редукции:

fmap(g.f) gexp = (fmap g . fmap f) gexp 

Тогда 

(fmap  (g  .  f)  gexp)[i]  = – –  def  of  fmap   
  (g  .  f)  gexp[i]  = – –  def  of   
    function  composition   
  g  (f  gexp[i]) 

С другой стороны: 

((fmap  g  .  fmap  f)  gexp)[i]  =	 – –  def  of   
    function  composition   
  (fmap  g  (fmap  f  gexp))[i]  =	 – –  fmap   
  g  (fmap  f  gexp)[i]  =		  – –  fmap   
  g  (f  gexp[i])

Теорема доказана. Определение функтора коррек-
тно.

Аппликатив. Функция pure принимает некоторое 
значение и “вносит” его в аппликатив. В нашем 
случае делает из него сеточное выражение. Опре-
делим его оператор [] так, чтобы он для любого ин-
декса возвращал одинаковое значение val: 

(pure val)[i] = val

Функция apply (аналог оператора (<*>) в языке 
Haskell) в нашем случае принимает два сеточных 
выражения: первый (назовем его gexp_f) возвращает 
функции, а второй (назовем его gexp) — некоторые 
значения (параметры этих функций). Определим 
сеточное выражение функции apply следующим 
образом: 

(apply  gexp_f  gexp)[i]  =   
  gexp_f[i]  gexp[i]

Теорема 2 (Теорема об аппликативе) Определенные 
выше функции pure и apply удовлетворяют апплика-
тивным законам.
Доказательство. Перепишем аппликативные законы 
с использованием функции apply:

1.  apply  (pure  id)  gexp  =  gexp 
2.  apply  (pure  f)  (pure  x)  =  pure  (f  x) 
3.  apply  u  (pure  y)  =  apply(pure($  y))  u 
4.  apply  (apply  (apply  (pure  (.)  )  u)  v)  x  =   
  apply  u  (apply  v  x)

Первый закон (Identity):

(apply (pure id) gexp ) | i | =		  – – apply 
  (pure id) | i | gexp | i | id gexp|i| =	 – – pure 
  id gexp|i| =				    – – id 
  gexp [i]

т.е. apply (pure id) gexp = gexp. Первый закон доказан.
Второй закон (Homomorphism):

(apply  (pure  f)  (pure  x))[i]  =	– –  apply   
  (pure  f)[i]  (pure  x)[i]  =	 – –  pure 
  f  x

С другой стороны:

(pure  (f  x))[i]  = – –  def  of  pure  f  х

Второй закон доказан. Третий закон (Interchange):

(apply u (pure у))[i] =	 – – def of apply  
  u[i] (pure y)[i] =	 – – def of pure 
  u[i] у

С другой стороны:

(apply  (pure  ($  y))  u)[i]  =	 – –  apply 
  (pure  ($  y))[i]  u[i]  =	 – –  pure 
  ($  y)  u[i]  =			   – –  function   
    application 
  u[i]  у
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Третий закон доказан. Четвертый закон 
(Composition):

(apply  (apply  (apply  (pure  (.)  )  u)  v)  x)[i]  =   
  (apply(apply  (pure  (.))  u)  v[i]  x[i]  =   
  (apply  (pure  (.))  u)  [i]  v[i]  x[i]  =   
  (pure(.))  [i]  u[i]  v[i]  x[i]  =   
  (.)  u[i]  v[i]  x[i]  =	 – –  rewrite 
    function  composition  in  infix  form   
  (u[i]  .  v[i])  x[i]  =	 – –  function 
    composition 
  u[i]  (v[i]  x[i])

С другой стороны: 

(apply u (apply v x))[i] =	 – – apply  
  u[i] (apply v x)[i] =		  – – apply  
  u[i] (v[i] x[i])

Четвертый закон доказан. Теорема доказана. Опре-
деление аппликатива корректно. 

Монада. Монадная функция return определена 
так же, как и аппликативная функция pure: 

(return  val)[i]  =  val

Монадная операция bind (в языке Haskell и в биб-
лиотеке funcprog оператор >>=) принимает монаду 
(в нашем случае сеточное выражение, обозначим 
его переменной gexp) и функцию, принимающую 
обычное (не монадное) значение и возвращающую 
монаду (сеточное выражение). Определим операцию 
bind следующим образом:

(bind  gexp  f)[i]  =  (f  gexp[i])[i]

Теорема 3 (Теорема о монаде) Определенные выше 
функции return и bind удовлетворяют монадным зако-
нам.

Доказательство. Перепишем монадные законы 
в терминах функций return и bind: 

1.  bind  (return  x)  f  =  f  x   
2.  bind  gexp  return  =  gexp   
3.  bind  (bind  gexp  f)  g  =   
  bind  gexp  (\x–>bind  (f  x)  g)

Первый закон: 

(bind  (return  x)  f)[i]  =	 – –  bind   
  (f  (return  x)[i])[i]  =	 – –  return   
  (f  x)[i] 

Первый закон доказан. Второй закон: 

(bind  gexp  return)[i]  =	 – –  bind   
  (return  gexp[i])[i]  =	 – –  return   
  gexp[i] 

Второй закон доказан. Третий закон: 

(bind  (bind  gexp  f)  g)[i]  =	 – –  bind   
  (g  (bind  gexp  f)[i])[i]  =	 – –  bind   
  (g  (f  gexp[i])[i])[i]

С другой стороны: 

(bind  gexp  (\x  –>  bind  (f  x)  g))[i]  =   
  ((\x–>bind  (f  x)  g)  gexp[i])[i]  = 
    – –  beta-reduction,  substitute   
    – –  gexp[i]  instead  of  x   
  (bind  (f  gexp[i])  g)[i]  =   
  (g  (f  gexp[i])[i])[i] 

Результат получился одинаковый. Третий закон 
доказан. Теорема доказана. 

Итак, сеточные выражения являются функто-
рами, аппликативами и монадами. Это значит, что 
любую обычную унарную функцию можно “приме-
нить” к сеточному выражению (с помощью функции 
fmap). Такое применение вернет новое сеточное 
выражение. Любую бинарную функцию можно 
“применить” к двум сеточным выражениям (с по-
мощью функции apply), а любую функцию с n аргу-
ментами можно “применить” к n сеточным выра-
жениям. Это можно сделать одной строчкой. На-
пример, путь есть две сеточных функции f и g. Тогда 
можно написать так: 

g  =  _([](double  x){return  sin(x);}  /  f;

Так как сеточные выражения являются мона-
дами, то из них можно строить цепочки монадных 
вычислений вида:

g  =  f  >>=  f1  >>=  f2  >>=  f3; 

Здесь f1, f2, f3 — некоторые функции, принимающие 
обычные (не монадные) значения и возвращающие 
сеточные выражения.

5. ПРИМЕРЫ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ

5.1. Простейший пример

Рассмотрим функцию axpy из библиотеки BLAS. 
Эта функция принимает константу a и два вектора 
(x и y) и модифицирует вектор y по формуле  
y[i]+ = a * x[i]. Ее реализацию для обычного процес-
сора можно записать так:

template<typename  T>   
void  axpy(T  a,  vector<T>  const&  x,   
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  vector  &y)  { 
#pragma  omp  parallel  for   
  for(int  i  =  0;  i  <  y.size();  ++i)   
    y[i]  +=  a*x[i]; 
}

Эта функция прекрасно распараллеливается, но 
способ распараллеливания в данной реализации 
указан явно и для графических ускорителей не под-
ходит. С использованием функционального прог-
раммирования эту функцию можно было бы пере-
писать следующим образом:

template<typename  T>   
void  axpy(T  a,grid_function<T>  const&  x,   
    grid_function<T>  &y){   
  y  =  _([](T  a,T  xi,T  &yi,size_t/*i*/){ 
    yi  +=  a  *  xi;   
  })  /  pure(a)  *  x; 
}

Лямбда-выражение в теле этой функции прини-
мает в качестве параметров нашу константу а, i-й 
элемент сеточной функции x, по ссылке i-й элемент 
сеточной функции y и текущий индекс цикла i (ко-
торый мы игнорируем). Каждому входному пара-
метру (а их у нас два) соответствует один параметр 
лямбда-выражения, а сеточной функции, которой 
делается присваивание выражения, соответствует 
выходной параметр (передаваемый по ссылке) и 
индекс цикла. Лямбда-выражение передается 
функции _ (подчерк), которая преобразует это 
лямбда-выражение в объект класса function2 
(функцию в понятиях библиотеки). Этому объекту 
передаются входные параметры, первый — как для 
функтора, а следующие — как для аппликатива. Вот 
пример обращения к функции axpy:

int  main(){ 
  size_t  const  N  =  10;   
  grid_function<double>  x(N,  2),  y(N,  3);   
  axpy(5.,  x,  y);   
  std::cout  <<  y[0]  <<  std::endl;  //  13   
  return  0; 
}

5.2. Более сложный пример

Теперь мы будем вычислять выражение вида 
z[i]=a*x[i]+b*y[ind[i]] (назовем функцию axpby). Ее 
особенностью является то, что индекс сеточной 
функции y содержится в дополнительной сеточной 
функции ind:

template<typename  T>   
void  axpby(T  a,grid_function<T>const&  x,   

  T  b,  grid_function<T>  const&  y,   
  grid_function<size_t>  const&  ind,   
  grid_function<T>  &z)   
{ 
  z  =  _([](T  a,  T  xi,  T  b,   
    grid_function_proxy<T>  const  y_p,   
    size_t  indi,  T  &zi,  size_t  /*i*/)   
  { 
    zi  =  a  *  xi  +  b  *  y_p[indi];   
  })  /  pure(a)  *  x  *  pure(b)*pr(y)*ind; 
}

Из существенно нового по сравнению с первым 
примером здесь то, что сеточную функцию y мы уже 
не можем передавать через apply. Вместо этого нам 
нужно для нее создать объект-заместитель (proxy) и 
передать его через pure. Именно это и делает библи-
отечная функция pr:

template<class  F>   
auto  pr(F  const&  f)  { 
  return  pure(get_proxy(f)); 
}

Обратим еще внимание на то, что из GPU недо-
ступны глобальные переменные, которые хранятся 
в памяти CPU (современные CUDA-платформы 
могут это позволять за счет механизма CUDA Unified 
Memory, но в любом случае это менее эффективно 
и, главное, доступно далеко не всегда), поэтому их 
приходится передавать явно с помощью функции 
pure. Если нужен буфер для промежуточных вычис-
лений, то его размер должен быть равен числу узлов 
сетки, так как в случае CUDA мы не знаем абсолют-
ный номер нити исполнения (thread).

Еще одна важная часто возникающая задача — 
это редукция (например, поиск максимального зна-
чения или сумма всех значений). Редукцию также 
очень важно выполнять параллельно. В исходной 
версии программы редукция выполнялась сред-
ствами OpenMP, но теперь мы этот механизм ис-
пользовать не можем. К счастью, в современном 
языке C++ (начиная со стандарта языка C++17) 
у функций редукции (таких как accumulate и reduce) 
есть параллельная версия. При работе на CUDA мы 
используем библиотеку thrust, входящую в состав 
CUDA Computing Toolkit. В этой библиотеке также 
имеются параллельные функции редукции, работа-
ющие на GPU. Таким образом, при работе на CUDA 
мы используем параллельные функции редукции из 
библиотеки thrust, при работе на CPU, если имеются 
параллельные версии функций редукции (если ком-
пилятор их поддерживает), то используются они, 
иначе редукуция делается последовательно.
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6. СРАВНЕНИЕ ЭФФЕКТИВНОСТИ

Мы решали некоторую задачу моделирования 
течения набегающего потока воздуха в трубе с пре-
пятствием с помощью гибридного суперкомпьютера 
K60, установленного в Центре коллективного поль-
зования ИПМ им. М.В. Келдыша РАН [19], на од-
ном узле в трех режимах: на обычном процессоре 
(2 х Intel Xeon Gold 6142 v4, 16 ядер) с использова-
нием OpenMP и на GPU (nVidia Volta GV100GL) 
с использованием OpenCL и с использованием опи-
санного подхода. Ускорение по сравнению с CPU 
при использовании OpenCL составило около 20 раз, 
а при использовании нашего подхода — около 12 раз. 
Ускорение получилось не таким большим, как при 
использовании OpenCL, но с учетом указанных пре-
имуществ (прежде всего единый исходный код) его 
можно считать приемлемым.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Декларативные языки программирования, к ко-
торым относятся и функциональные языки, позво-
ляют, в отличие от императивных языков, к которым 
относятся большинство языков программирования, 
на которых реализуются численные методы, кратко 
и в то же время достаточно ясно записывать жела-
емый результат, не вдаваясь в подробности реали-
зации. Конкретная реализация может быть скрыта 
в языке и зависеть от текущего программно-аппа-
ратного окружения. Язык C++ оказался достаточно 
мощным, чтобы позволить реализовать на нем биб-
лиотеку функционального программирования, по-
зволяющую писать программы в стиле, близком 
к стилю чисто функциональных языков, таких как 
Haskell. Такие понятия из мира функционального 
программирования, как функторы и монады, реа-
лизованные в библиотеке функционального прог-
раммирования, оказались очень удобным средством 
для переноса численных задач на графические уско-
рители CUDA. Сеточные выражения были опреде-
лены как функторы, аппликативы и монады, что 
позволило применять функции к хранящимся в них 
значениям. Сами эти функции можно строить, ком-
бинируя сложные функции из простых, что является 
также сильной стороной функционального прог-
раммирования. Авторам представляется, что за 
функциональным программированием будущее 
технологии программирования вообще и решения 
численных задач в частности. Мы надеемся, что 
данная работа будем нашим вкладом в этом направ-
лении.
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THE USE OF FUNCTIONAL PROGRAMMING LIBRARY  
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Modern graphics accelerators (GPUs) can signi cantly speed up the execution of numerical tasks. However, 
porting programs to graphics accelerators is not an easy task, sometimes requiring their almost complete rewriting. 
CUDA graphics accelerators, thanks to technology developed by NVIDIA, allow you to have a single source code 
for both conventional processors (CPUs) and CUDA. However, in this single source code, you need to somehow 
tell the compiler which parts of this code to parallelize on shared memory. The use of the functional programming 
library developed by the authors allows you to hide the use of one or another parallelization mechanism on shared 
memory within the library and make the user source code completely independent of the computing device used 
(CPU or CUDA). This article shows how this can be done. 
Keywords: C++; functional programming library; CUDA; OpenMP; OpenCL; OpenACC
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1. ВВЕДЕНИЕ

Конечные автоматы представляют из себя аб-
страктные математические модели дискретных 
устройств, имеющих один вход и один выход и 
в каждый момент времени находящихся в некотором 
состоянии из множества возможных (см., например, 
[1], [2]). Они используются в задачах моделирования 
многих естественных и технологических процессов. 
Так, в работе [3] был предложен клеточный автомат, 
развивающийся по очень простым правилам, но 
моделирующий поведение различных сложных 
систем. Частным случаем конечных автоматов яв-
ляются клеточные автоматы, которые используются 
как инструмент моделирования процессов в различ-
ных областях знания, таких как градостроительная 
наука ([4], [5]), задачи моделирования транспортных 
потоков [6], физика жидких кристаллов [7] и др. 
(см., например, [8], [9], [10]).

Клеточный автомат полностью определяется 
своим начальным состоянием и правилом эволю-
ционирования, которое может быть задано десятич-
ным числом, называемым кодом Вольфрама, впер-
вые введенным в работах [11], [12].

В компьютерных технологиях клеточные авто-
маты рассматриваются в связи с низкоуровневыми 
и архитектурными вопросами, такими как аппарат-
ная генерация случайных чисел [13], создание новой 
вычислительной архитектуры, основанной на кван-
товых точках [14], вычисления на GPU [15].

Многие вопросы, связанные со свойствами инъ-
ективности, сюръективности, обратимости клеточ-
ных автоматов, приводят к рассмотрению линейной 
теории (см., например, [16], [17], [18]).

В данной работе мы вводим понятие линейности 
для клеточного автомата на одномерной конечной 
(или бесконечной) решетке со значениями в неко-
тором конечном поле, что позволяет построить ма-
тричное представление для таких систем в виде 
трехдиагональных теплицевых матриц. Для решения 
данной задачи строится взаимно-однозначное со-
ответствие между кодами Вольфрама и операторами 
Жегалкина. Следует отметить, что многочлены Же-
галкина хорошо известны в дискретной математике 
и являются удобным средством представления 
функций булевой логики [19].

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ ПРОГРАММИРОВАНИЯ



2. КЛЕТОЧНЫЕ АВТОМАТЫ И КОДЫ 
ВОЛЬФРАМА

В работе [11] был введен класс элементарных 
клеточных автоматов. Рассмотрим бесконечную 
последовательность из пронумерованных клеток

	 0 0 0 0 0
1 0 1= ( , , , , ), {0,1}, ,is s s s s i- ∈ ∈  Z

которую будем называть начальным состоянием 
клеточного автомата (здесь верхний индекс <<0>> 
соответствует начальному состоянию клеточного 
автомата). Зададим правила преобразования со-
стояния за один шаг (такт времени). Верхний индекс 
соответствует номеру шага (такта). Окрестностью 
i-й клетки на k-м шаге назовем множество 

1 1= ( , , ),k k k k
i i i iU s s s- +  состоящее из самой клетки и двух 

ее ближайших соседей. Множество всех типов 
окрестностей имеет мощность 23. Правилом клеточ-
ного автомата назовем трехместную булеву функцию

	 ( )1 1 1
1 1= , , ,k k k k

i i i is f s s s- - -
- +

определяющую состояние клетки si на k-м шаге в за-
висимости от состояния ее окрестности на (k – 1)-м 
шаге. Очевидно, что для задания такой функции 
нужно определить ее значения на 23 = 8 наборах 
аргументов

	 (0,0,0),(0,0,1), ,(1,1,1). 	 (1)

На векторном языке речь идет о задании восьми-
мерного бинарного вектора

	 1
0 7= ( , , ), : ,k kr r s s-r r 

где аргументы r0, …, r7 соответствуют наборам (1), 
а  в  клетку k

is  записывается значение rj, 
1 0 1 1 1 2

1 1= 2 2 2k k k
i i ij s s s- - -
- +× + × + × . Компонента rj 

вектора r соответствует двоичному представлению 
числа j, записанного слева направо (рис. 1).

Определение 1. Элементарным клеточным авто-
матом назовем пару 0,s〈 〉r .

В данной статье мы ограничимся рассмотрением 
клеточных автоматов, для которых правило преобра-
зования предыдущего состояния одно и то же на 
каждом такте. Этим свойством не обладают, напри-
мер, клеточные автоматы, моделирующие поведение 
фотонных топологических изоляторов [20]. Мно-
жество правил для класса элементарных клеточных 
автоматов состоит из 223 = 256 элементов. Правило 
r можно закодировать десятичным числом, равным

	
7

=0

= 2 ,j
j

j

W r∑

которое мы будем называть кодом Вольфрама. Упо-
рядочим правила клеточного автомата в соответ-
ствии с возрастанием кодов Вольфрама.

Правило клеточного автомата r = (0,1,1,1,1,1,1,1) 
с кодом Вольфрама W = 254 изображено на рис. 1, 
где темные клетки — нули, а светлые — единицы. 
В каждой Т-образной фигуре, соответствующей 
определенному виду окрестности, верхний ряд кле-
ток — 1

1
k
is -
- , 1k

is - , 1
1

k
is -
+ , нижняя клетка — k

is .
Действие клеточного автомата с кодом Воль-

фрама W = 30 и с начальным состоянием s0 = 
0 0
0 102= ( , , )s s , где 0

52 = 1s , 0 = 0is  при i  ≠ 52 изобра-
жено на рис. 2.

Иногда в случае работы с конечной последова-
тельностью

	 0 0 0 0 0
0 1 2 1= ( , , , , )n ns s s s s- -

ее замыкают, положив 0 0 0 0
0 1 0 1= ( , , )nU s s s-  и 0

1 =nU -
0 0 0

2 1 0= ( , , )n ns s s- - . Тем самым, избавившись от особен-
ностей на границе, мы можем применять правила 
преобразования ко всем клеткам последователь-
ности s0.

Для иллюстрации построения взаимно-одноз-
начного соответствия между операторами Жегал-
кина и кодами Вольфрама рассмотрим наиболее 
простой нетривиальный пример одномерных кле-
точных автоматов с проколотой окрестностью 

0 0 0
1 1= ( , )i i iU s s- + , состоящей только из правого и ле-

вого соседей клетки. В этом случае правила задаются 
четырехмерными бинарными векторами, а общее 
количество правил в этом случае составляет 24 = 16. 
На рис. 3 представлены все правила клеточного ав-
томата, для которого состояние клетки зависит 

Рис. 1. Правило клеточного автомата с кодом Воль-
фрама W = 254.

Рис. 2. Первые 50 тактов клеточного автомата с кодом 
Вольфрама W = 30 с одноточечным начальным со-
стоянием.
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0 = [0,0,0,0]w

2 = [0,1,0,0]w

4 = [0,0,1,0]w

6 = [0,1,1,0]w

8 = [0,0,0,1]w

10 = [0,1,0,1]w

12 = [0,0,1,1]w

14 = [0,1,1,1]w

1 = [1,0,0,0]w

3 = [1,1,0,0]w

5 = [1,0,1,0]w

7 = [1,1,1,0]w

9 = [1,0,0,1]w

11 = [1,1,0,1]w

13 = [1,0,1,1]w

15 = [1,1,1,1]w

Рис. 3. Все правила клеточного автомата, для которого состояние клетки зависит только от состояний соседних 
клеток.

ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 1  2024

32	 КУЛИКОВ и др.



от состояний только правого и левого соседей. При 
этом индекс i в записи правила wi является кодом 
Вольфрама соответствующего клеточного автомата.

Код Вольфрама фактически является числовым 
способом представления правила, управляющего 
поведением клеточного автомата, и вычисляется 
с помощью программно реализованного алгоритма. 
Увеличение размерности пространства или расши-
рение окрестности клеточного автомата приводят 
к росту числа знаков, необходимых для записи кода 
Вольфрама определенного правила, так же, как и 
числа самих правил. Данное обстоятельство влечет 
необходимость разработки алгоритмов вычисления 
кодов Вольфрама, проверки правил на их соответ-
ствие заданным условиям и т.п.

Примером клеточных автоматов с большими ко-
дами Вольфрама являются трехцветные клеточные 
автоматы, рассмотренные в статье [20]. В данной 
работе на языке таких автоматов дается описание 
игры Руднера, являющейся упрощенной моделью 
топологического изолятора. Количество правил в 
рассматриваемом классе клеточных автоматов су-
щественно превосходит 10100. Рассмотрим правила 
1–4, где
	 правило 1 = 871896424859609582029110705858
	 6077169685819630062952928588471702570724518
	 4955461514567350134642761960475397463135221;

	 правило 2 = 871896424859609582029110705858
	 6077169686562900693751685664642053530708374
	 8847009511688466704807114187492178155124653;

	 правило 3 = 871896424859609582029110705858
	 6077169686575887924022212825477616423051103
	 2271591445048493784239863824054082719415381;

	 правило 4 = 871896424859609582029110705858
	 6077169686575887949397362871618148203681507
	 8820525046538331816246773325439025350595533.

Эти правила включаются в определенной после-
довательности для клеток, в зависимости от четно-
сти, которая определяется шахматной раскраской, 
в соответствии с табл. 1.

Таблица 1. Четырехтактный клеточный автомат, 
моделирующий игру Руднера
 Параменты  Такт 1  Такт 2  Такт 3  Такт 4

Четная клетка  Пр. 1  Пр. 2  Пр. 3  Пр. 4

Нечетная клетка  Пр. 3  Пр. 4  Пр. 1  Пр. 2

Отметим, что предложенный клеточный автомат 
может быть реализован с помощью нарушенного 

полного внутреннего отражения в массиве, состав-
ленном из стеклянных призм [21], и описан на языке 
математических бильярдов (см., например, [22]).

Проиллюстрируем, как предложенная в [20] мо-
дель может быть использована при моделировании 
транспортного потока. Для этого реализуем транс-
портную сеть в виде трехцветного клеточного авто-
мата, представленного на рис. 4, где светлые клетки 
изображают край проезжей части, на которой рас-
положены машины. Клеточный автомат работает 
на основе периодического четырехтактного правила, 
описанного в табл. 1. Клетки машин перемещаются 
по проезжей части. Для того чтобы машины не ис-
чезали, элемент транспортной сети превращен в дву-
мерный тор с помощью стандартной процедуры 
подклеивания противоположных сторон.

На каждом такте наличие машины в клетке при-
водит к инкрементированию значения, приписан-
ного данной клетке (начальное значение равно 0), 
а тепловая карта показывает, в каких клетках чаще 
всего находилась машина. Через 200 тактов работы 
клеточного автомата получим график распределения 
машин на элементе транспортной сети, изображен-
ный на рис. 5.

Отметим, что данный трехцветный клеточный 
автомат на элементе транспортной сети ведет себя 
согласовано с моделью Нагеля—Шрекенберга (см., 
например, [6, 2.2.4]).

3. ОПЕРАТОРЫ ЖЕГАЛКИНА

Исследуя подобные системы, мы применяем ал-
гебраические методы в теории клеточных автоматов, 
переходя при этом на эквивалентный язык опера-
торов Жегалкина.
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Рис. 4. Элемент транспортной сети, смоделированной 
с помощью клеточного автомата.
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Определение 2. Многочленом Жегалкина d от n пе-
ременных над полем Z/2Z назовем выражение

	 1( , , ) = ,I
n I

I

d x x a x⊕

где 1=( , , ),nI i i  / 2ki ∈ Z Z  — мультииндекс длины 
n, 1

1= ,ni iI
nx x x  , /2k Ix a ∈ Z Z .

Количество мономов в многочлене Жегалкина 
равно 2n. Роль произведения здесь играет конъ-
юнкция, а в качестве суммы выступает сложение по 
модулю 2.

Пример 1. В случае трех переменных многочлен Же-
галкина имеет вид
	 0 1 1 2 2 3 1 2 7 1 2 3= .d a a x a x a x x a x x x⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ 	 (2)

Пример 2. Выпишем все шестнадцать многочленов 
Жегалкина d(x1, x2) от двух переменных.
	 0 = 0,d

	 1 = 1,d

	 2 1= ,d x

	 3 1= 1 ,d x⊕

	 4 2= ,d x

	 5 2= 1 ,d x⊕

	 6 1 2= ,d x x⊕

	 7 1 2= 1 ,d x x⊕ ⊕

	 8 1 2= ,d x x

	 9 1 2= 1 ,d x x⊕

	 10 1 1 2= ,d x x x⊕

	 11 1 1 2= 1 ,d x x x⊕ ⊕

	 12 2 1 2= ,d x x x⊕

	 13 2 1 2= 1 ,d x x x⊕ ⊕

	 14 1 2 1 2= ,d x x x x⊕ ⊕

	 15 1 2 1 2= 1 .d x x x x⊕ ⊕ ⊕

Каждый многочлен Жегалкина задает преобра-
зование бинарного вектора по правилам, схожим 
с теми, что определены для класса элементарных 
клеточных автоматов.

Пусть , =( /2 )nV〈 ⊕〉 Z Z  — векторное пространство 
над полем /2.

Определение 3. Оператором Жегалкина с мульти-
пликатором 1 2 3( , , )d x x x  назовем отображение 

:dg V V→  ( ( ) = ),dg v w  действующее по правилу

	 1 1 2 1 1= ( , , ), = ( , , ),n n n nw d v v v w d v v v-

	 1 1 2= ( , , ), =1, , 2.j j j jw d v v v j n+ + + -

На рис. 6 проиллюстрированы действия опера-
торов Жегалкина с мультипликаторами двух пере-
менных. Нумерация рисунков совпадает с нумера-
цией из примера 2.

Определение 4. Оператор gd назовем линейным, 
если
	 ( ) = ( ) ( )d d dg v v g v g v′ ′⊕ ⊕

для всех , .v v V′∈

4. ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА

Для нахождения линейных операторов Жегал-
кина были разработаны и программно реализованы 
алгоритмы, описание которых приводится ниже. 
Программная реализация алгоритмов на языке 
Python доступна по адресу https://github.com/
vrkulikov/cellural_automata.

Приведем краткое описание алгоритмов. Алго-
ритм 7 преобразует десятичное число в двоичный 
код. Алгоритм 8 по коду Вольфрама, т.е. десятич-
ному номеру правила клеточного автомата, строит 
многочлен Жегалкина. Алгоритм 9 вычисляет зна-
чение многочлена Жегалкина на векторе x. Алгоритм 
10 реализует перебор всех построенных многочленов 
Жегалкина на трехклеточных шаблонах и выбор тех 
из них, которые индуцируют линейный оператор 
Жегалкина согласно определению 4.

Рис. 5. Результат моделирования загруженности 
транспортной сети.
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Рис. 6. Действия операторов Жегалкина с мультипликаторами двух переменных.
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(N,D)

N D
N D

← D
i ← 0 D − 1

[i] ← N mod 2
N ← N div 2

(W )

W

← 8
W ← (W, 8)

i ← 0 7
[i] ← W [0]
j ← 1 7
W [j − 1] ← W [j − 1] +W [j] mod 2

(a, x)

a
x

V
V ← a0 + a1x0 + a2x1 + a3x2 + a4x0x1 +
a5x0x2 + a6x1x2 + a7x0x1x2 div 2

V
a x

LinearRules ← [  ]
i ← 0 255

= (i)
← 0 j ← 0 7
k ← 0 7
x ← (j, 3)
y ← (k, 3)
xy ← (j xor k, 3)
fx = ( , x)
fy = ( , y)
fxy = ( , xy)

fxy = fx xor fy
← + 1

counter = 64
=
∪ { }

Приведенные алгоритмы позволяют получить 
полный список линейных операторов Жегалкина с 
мультипликаторами трех переменных, а именно, 
справедлив следующий результат: оператор gd явля-
ется линейным в точности для следующего набора 
мультипликаторов

	 1 2 3 1 2= 0, = , = , = , = ,d d x d x d x d x x⊕

	 1 3 2 3 1 2 3= , = , = .d x x d x x d x x x⊕ ⊕ ⊕ ⊕

Действия линейных операторов Жегалкина про-
иллюстрированы на рис. 11.

Легко видеть, что действие оператора gd на вектор 
v  ∈ V может быть представлено трехдиагональной 
теплицевой матрицей =

dgT v w

	

2 4 1

1 2 4

1 2 4

1 2

1

1 2 4

4 1 2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

= ,0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

dg

a a a

a a a

a a a

a a

T a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
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
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где a1, a2, a4 — произвольные коэффициенты мно-
гочлена Жегалкина (2), а коэффициенты a0 и 
a3, a5, a6, a7 и равны нулю.

Сопоставим теперь каждому коду Вольфрама 
многочлен Жегалкина. Пусть r = (r0, r1, …, r7) — одно 
из 256 правил клеточного автомата. Рассмотрим 
многочлен Жегалкина d(x1, x2, x3) с произвольными 
коэффициентами a = (a0, a1, …, a7). Последовательно 
подставляя в d вместо переменных (x1, x2, x3) наборы 
значений (0,0,0),(1,0,0),(0,1,0), …, (1,1,1), получим 
систему линейных уравнений

	 =Aa r 	 (3)
с обратимой нижнетреугольной матрицей коэффи-
циентов

	

1 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0 0
= ,

1 0 0 0 1 0 0 0

1 1 0 0 1 1 0 0

1 0 1 0 1 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1

A

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

определитель которой равен 1. Решая систему (3) 
для заданных правых частей (rj), j  = 0, …, 7, найдем 
коэффициенты многочлена Жегалкина d.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для одномерных клеточных автоматов на экви-
валентном языке операторов Жегалкина найдены 
линейные правила. Соответствие операторов Же-
галкина и кодов Вольфрама может быть установлено 
в случае клеточных автоматов большей размерности, 
а также над конечным полем большего порядка. Для 
этого важно, чтобы сработал метод Гаусса решения 
системы линейных уравнений (3). Однако вопрос 
линейности в этих случае требует отдельного 
изучения.
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ON LINEAR CELLULAR AUTOMATA
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Wolfram cellular automata are considered and their operation is demonstrated using an example of traffic flow 
simulation. For the class of one-dimensional elementary cellular automata, the concept of linearity is introduced 
in the language of Zhegalkin operators. An algorithm for finding linear Zhegalkin operators with multipliers of 
three variables is presented. The algorithm is implemented in Python.
Keywords: cellular automaton, Wolfram code, Zhegalkin operators

ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 1  2024

38	 КУЛИКОВ и др.



REFERENCES

1.	  von Neumann J. Theory of Self-Reproducing Automata, 
Ed. by Burks, A.W., Urbana: Illinois Univ. Press, 1966.

2.	  Tsetlin M.L. Some problems of finite state machine be-
havior, Dokl. Akad. Nauk SSSR, 1961, vol. 139, no. 4, 
pp. 830–833.

3.	  Conway J. et al. The game of life, Sci. Amer., vol. 223, 
no. 4, p. 4.

4.	  Batty M. Cities as Complex systems: Scaling, interaction, 
networks, dynamics and urban morphologies, in Ency-
clopedia of Complexity and Systems Science, 2009, 
pp. 1041–1071.

5.	  Ghosh P. et al. Application of cellular automata and 
Markov-chain model in geospatial environmental mod-
eling—A review, Remote Sens. Appl.: Soc. Env., 2017, 
vol. 5, pp. 64–77.

6.	  Introduction to Mathemetical Modeling of Traffic 
Flows, Ed. by Gasnikov, A. et al. Litres, 2022 [in Rus-
sian].

7.	  Fronczak P. et al. Cellular automata approach to model-
ing self-organized periodic patterns in nanoparticle-
doped liquid crystals, Phys. Rev. E., 2022, vol. 106, 
no. 4, p. 44705.

8.	  Janssens K.G.F. An introductory review of cellular au-
tomata modeling of moving grain boundaries in poly-
crystalline materials, Math. Comput. in Simul., 2010, 
vol. 80, no. 7, pp. 1361–1381.

9.	  Lemont B.K. and Seybold P.G. Cellular automata model-
ing of complex biochemical systems, in Encyclopedia of 
Complexity and Systems Science, 2015.

10.	 Kozhoridze G., Dor E.B., and Sternberg M. Assessing the 
dynamics of plant species invasion in Eastern-Mediter-
ranean Coastal Dunes Using Cellular Automata Model-
ing and Satellite Time-Series Analyses, Remote Sens., 
2022, vol. 14, no. 4, p. 1014.

11.	 Wolfram S. Statistical mechanics of cellular automata, 
Rev. Modern Phys., 1983, vol. 55, no. 3., p. 601.

12.	 Wolfram S. et al. A New Kind of Science, Champaign: 
Wolfram Media, 2002, vol. 5, p. 130.

13.	 Tomassini M., Sipper M., and Perrenoud M. On the gen-
eration of high-quality random numbers by two-dimen-
sional cellular automata, IEEE Trans. Comput., 2000, 
vol. 49, no. 10, pp. 1146–1151.

14.	 Walus K. et al. RAM design using quantum-dot cellular 
automata, NanoTechnology Conference, 2003, Vol. 2, 
pp. 160–163.

15.	 Cagigas-Muniz D. et al. Efficient simulation execution 
of cellular automata on GPU, Simul. Modell. Pract. 
Theory, 2022, vol. 118, p. 102519.

16.	 Sato T. Decidability for some problems of linear cellular 
automata over finite commutative rings, Inf. Proc. Lett., 
993, vol 46, no. 3, pp. 151–155.

17.	 Martin A. et al. Reversibility of linear cellular automata, 
Appl. Math. Comput., 2011, vol. 217, no. 21, pp. 8360–
8366.

18.	 Martin del Rey A., Casado Vara R., and Hernández S. D. 
Reversibility of symmetric linear cellular automata with 
radius r = 3, Mathematics, 2019, vol. 7, no. 9, p. 816.

19.	 Zhegalkin I.I. Arithmetization of symbolic logic, Mat. 
Sb., vol. 35, no. 3–4, pp. 311–377.

20.	 Fedchenko D.P., Novikov V.V., and Timofeev I.V. Photonic 
topological insulators of the Rudner type in terms of of 
tricolor cellular automata, Uch. Zap. Fiz. Fakul’teta 
MGU, 2021, No. 5, p. 2150302.

21.	 Fedchenko D.P., Kim P.N., and Timofeev I.V. Photonic 
topological insulator based on frustrated total internal 
reflection in array of coupled prism resonators, Sym-
metry, 2022, vol. 14, no. 12, p. 2673.

22.	 Gal’perin G.A. and Zemlyakov A.N. Mathematical Bil-
liards: Billiard Problems and Related Problems of Math-
ematics and Mechanics, Moscow: Nauka, 1990 [in Rus-
sian].

ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 1  2024

	 О ЛИНЕЙНЫХ КЛЕТОЧНЫХ АВТОМАТАХ � 39



40

ПРОГРАММИРОВАНИЕ, 2024, № 1, с. 40–52

УДК 004.932

АЛГОРИТМ И ПРОГРАММНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ АВТОМАТИЧЕСКОГО  
РАСЧЕТА ДЛИН И ПЛОЩАДЕЙ ТРЕЩИН НА БОРТАХ И ОТВАЛАХ 

УГОЛЬНЫХ РАЗРЕЗОВ
С. Е. Попова, *(ORCID: 0000-0001-9495-6561),

В. П. Потапова, **(ORCID: 0000-0002-1530-5902),
Р. Ю. Замараева, ***(ORCID: 0000-0003-4822-4794)
аФГБУН “Федеральный исследовательский центр информационных  

и вычислительных технологий” (ФИЦ ИВТ), 
630090 Новосибирск, пр. Академика Лаврентьева, 6, Россия

*E-mail: popov@ict.nsc.ru
**E-mail: vadimptpv@gmail.com
***E-mail: zamaraev@ict.nsc.ru

Поступила в редакцию: 21.02.2023 
После доработки: 24.05.2023 

Принята к публикации: 26.05.2023
В работе представлен алгоритм и описание его программной реализации для обнаружения линеаментов 
(трещин) на изображениях аэрофотосъемки угольных разрезов. В основе предложенного подхода лежит 
аппарат сверточных нейронных сетей для семантической классификации бинаризованных изображений 
объектов, а также теория графов для определения геометрического расположения объектов с последу-
ющим вычислением их длин и площадей. В качестве исходных данных использовались трехканальные 
RGB-изображения аэрофотосъемки высокого разрешения (пиксел 10 × 10 см). Модель программного 
модуля логически разделена на три уровня: предобработка, детектирование и постобработка. Первый 
уровень включает в себя предобработку входных данных для формирования обучающей выборки на базе 
последовательных трансформаций RGB-изображения в бинарное с применением библиотеки OpenCV. 
Второй уровень информационной модели представлен нейронной сетью типа U-Net, включающей 
блоки сверточной (Encoder) и разверточной частей (Decoder). На данном уровне реализовано автома-
тическое детектирование объектов. Третий уровень модели отвечает за расчет площадей и длин. На вход 
ему передается результат работы сверточной нейронной сети. Площадь трещин вычисляется путем 
суммирования общего числа точек с умножением на размер пиксела. Длина рассчитывается путем ли-
неаризации площадного объекта в сегментированный объект с узловыми пикселами и последующим 
расчетом длин между ними с учетом разрешения исходного изображения. Программный модуль может 
работать с фрагментами исходного изображения путем их объединения. Модуль реализован на языке 
программирования Python. Код доступен по адресу (https://gitlab.ict.sbras.ru/popov/lineaments/-/tree/
master/lineaments-cnn).
Ключевые слова: обнаружение линеаментов, трещин и эрозии грунта; сверточные нейронные сети; се-
мантическая сегментация; обнаружение и накопление; аэрофотосъемка
DOI: 10.31857/S0132347424010044   EDN: HLFTJY

1. ВВЕДЕНИЕ

Современный этап развития технологии добычи 
полезных ископаемых открытым способом харак-
теризуется значительными глубинами извлечения, 
которые могут составлять несколько сотен метров. 
В этих условиях возрастают требования к обеспече-
нию устойчивости бортов карьеров. Оползневые 
деформации уступов приводят к большим финан-
совым затратам на устранение последствий аварий-
ных ситуаций. Количественная характеристика 
неоднородностей (промывов, трещин и пр.) имеет 
основополагающее значение для определения ме-
ханического поведения не сплошных массивов гор-

ных пород [1]. Следовательно, растет интерес к ав-
томатизированному обнаружению неоднородностей 
на основе компьютерного зрения, чтобы заменить 
традиционные процедуры проверки человеком.

Методы обнаружения неоднородностей на основе 
машинного зрения широко применяются на протя-
жении последнего десятилетия из-за их преимуществ 
относительно хорошей точности и производитель-
ности алгоритмов в реальном времени [2] с учетом 
дистанционного наблюдения за объектами.

В основе этих алгоритмов лежат методы обра-
ботки цифровых данных (значений пикселов) RGB-
изображения, включая методы обнаружения краев 

АНАЛИЗ ДАННЫХ



[3], преобразование Хафа [4], сегментацию изобра-
жения [5], идентификацию и детектирование харак-
терных точек [6, 7], метод корреляции для цифровых 
изображений (Digital Image Correlation) [8, 9] и фо-
тограмметрии [10] и прочее.

Однако общее ограничение этих подходов заклю-
чается в обнаружении линеаментов (трещин) путем 
поиска по всей области изображения. В результате 
возникают трудности в дифференциации истинных 
объектов от подобных им шумов, таких как границы 
структур (например, стрела экскаватора), крупные 
наземные коммуникации, провода и трубы темного 
цвета, тени от объектов линейной формы [11]. В то 
же время точное обнаружение формы линеамента, 
ответвлений, начального и конечного пикселов яв-
ляется ключевым фактором для измерения геомет-
рических свойств (длины или площади) и остается 
сложной, нетривиальной задачей.

В последние годы машинное обучение и, в част-
ности, сверточные нейронные сети продемонстри-
ровали широкие возможности в области семанти-
ческого обнаружения объектов и их признаковых 
классов в задачах дистанционного мониторинга 
состояния различных объектов. Так, в работе [12] 
рассматривается модель CNN для точной иденти-
фикации микросейсмических событий и взрывов. 
В статье [13] предложен метод, основанный на 
DCNN, для локализации повреждений строи-
тельных конструкций с высокой точностью на не-
обработанных, зашумленных сигналах. Также встре-
чается большое количество работ касательно про-
цессов детектирования трещин на снимках, обра-
зованных на различных поверхностях. Авторы в [14] 
использовали обученную CNN и методы скользя-
щего окна для обнаружения трещин на бетонных 
поверхностях. В исследовании [15] используется 
сверточная нейронная сеть типа R-CNN для обна-
ружения трещин на асфальтированных дорогах. 
В [16] продемонстрирована модель обнаружения 
повреждений на базе сквозного метода (end-to-end), 
основанного на глубоком обучении с использова-
нием широкого набора данных о повреждениях до-
рог, их местоположении и типе повреждения. Также 
в работе [17] на основе сквозного метода предложена 
сверточная сеть для обнаружения трещин мостовых 
опор. В работе используется свертка с разделением, 
уменьшающая количество параметров и модуль объ-
единения пространственных пирамид (ASPP). Пред-
ставленная модель достигает точности обнаружения 
96,37%.

Среди работ по обнаружению линеаментов вы-
деляют исследования по практическому примене-

нию результатов детектирования, т.е. так называ-
емый пост-процессинг. В частности, в работе [18] 
рассматривается задача определения длин трещин 
на шлифах бетонных срезов различных конструкций. 
Использована комбинация сверточной сети и ме-
тодов определения вершин трещин на основе мор-
фологических трансформаций графического объекта 
и функции пороговой сегментации.

В плане коммерческого программного обеспече-
ния в основном на рынке присутствуют разработки 
для определения физических характеристик (напри-
мер, определение величины кинетического сдвига 
и границ дилатации) трещин по их изображениям 
в динамике на основе алгоритмов машинного зре-
ния. В работе [19] представлена полностью автома-
тизированная процедура обнаружения трещин и 
измерения их кинематики в лабораторных экспери-
ментах с использованием цифровой корреляции 
изображений (DIC), которая позволяет извлекать 
гораздо более мелкие трещины с их местоположе-
нием в образце. Ширина трещины и подвижки из-
меряются с использованием поля смещения с учетом 
локальных поворотов образца.

Анализ представленной литературы показал, что 
подавляющее большинство работ, посвященных 
в той или иной степени детектированию линеамен-
тов, используют в качестве исходных данных изо-
бражения с явно выделяющимися объектами на 
относительно равномерном по цветовой гамме фоне 
(асфальтированная дорога, бетонная стена, каме-
нистая порода и т.п.). Авторам не удалось найти 
обучающих выборок с изображениями реальных 
бортов и отвалов на карьерах, где, например, на 
поверхности могут присутствовать камни, резуль-
таты рекультивации (молодая поросль), водные от-
стойники и прочее. Косвенно это подтверждается 
и отсутствием таких данных на ресурсе Kaggle 
(https://www.kaggle.com/).

Хотя методы машинного зрения, в том числе 
нейронные сети глубокого обучения, и обладают 
наибольшей точностью детектирования линеамен-
тов, однако, остаются вопросы постпроцессинга 
результатов и имплементации предметного прог-
раммного обеспечения. Например, расчета геомет-
рических величин с использованием RGB-изобра-
жений аэрофотосъемки.

В этом исследовании представлен алгоритм об-
наружения трещин и определения их длин и пло-
щадей на бортах и отвалах угольных разрезов. При-
водится сравнение нейронных сетей для семанти-
ческой классификации объектов, алгоритм линеа-
ризации пиксельных данных на бинаризованных 
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изображениях трещин. Решается задача группировки 
объектов, подсчета пикселов и расчета на их основе 
длины и площади с учетом разрешения исходного 
изображения. Полный алгоритм обработки реали-
зован в виде программного модуля на языке Python 
(https://gitlab.ict.sbras.ru/popov/lineaments/-/tree/
master/lineaments-cnn).

2. ПОДГОТОВКА ДАННЫХ

В качестве исходных данных использовались 
трехканальные RGB-изображения аэрофотосъемки 
высокого разрешения (10 × 10 см). Высота съемки 
300 м. Снимки получены с беспилотного летатель-
ного аппарата с камерой SONY DSC-RX1R. Период 
съемки 07.2022–08.2022 гг. Полный размер входного 
изображения 6000 × 4000 пикселов.

Входное изображение разбивалось на базисные 
субизображения (в текущей версии 256 × 256 пик-
селов), которые брались за основу для предвари-
тельной обработки и процесса ручной разметки 
данных. Предобработка строилась на базе схемы 

последовательных преобразований RGB-изображе-
ния в бинарное (рис. 1).

В схеме используется преобразование цветного 
изображения к схеме “градации серого” (cvtColor) 
с последующим применением процедуры размытия 
по Гауссу (GaussianBlur) для сглаживания резких 
переходов (значений) соседних пикселов.

Бинаризация выполняется на основе адаптивного 
выделения контуров с дилатацией (adaptiveThre
shold) из библиотеки OpenCV и выделением меди-
анных пикселов (medial_axis) для линеаризации 
трещин из библиотеки scikit-image (рис. 3) 

На выходе получаются нормализованные бинар-
ные изображения, пригодные для последующей 
ручной корректировки в рамках формирования об-
учающей выборки (рис. 2в).

Исходное и эталонное субизображения подвер-
гались вертикальному, горизонтальному, симме-
тричному отражению и случайному вращению (биб-
лиотека albumentation, https://albumentations.ai/).

Рис. 1. Схема преобразования RGB-изображения в бинарное изображение. Названия компонентов соответствуют 
программной библиотеке OpenCV API (https://docs.opencv.org/4.x/) и scikit-image (https://scikit-image.org/). Число 
по вертикали – размер изображения, по горизонтали – количество каналов.

Рис. 2. Схема подготовки обучающей выборки на основе схемы преобразования (рис. 1).

Исходное
субизображение

Предобработанное
субизображение Эталонное субизображение

ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 1  2024

42	 ПОПОВ и др.

https://albumentations.ai/


Таким образом была сформирована обучающая 
выборка из более чем 2000 субизображений (с учетом 
аугментации), являющихся частями исходных изо-
бражений, содержащих как трещины, так и изобра-
жения с полным отсутствием таковых (фон). При-
нималось, что на субизображении трещины обозна-
чены белым цветом (значение 1, класс “трещина”), 
а остальная часть фона - черным (0, класс “фон”).

Для процесса обучения, валидации и детектиро-
вания трещин датасет был поделен на части в про-
порции 85% / 10% / 5%. Датасет доступен по ссылке 
https://www.kaggle.com/datasets/semionpopov/open-
pit-cracks.

3. ОБНАРУЖЕНИЕ ТРЕЩИН

3.1 Конфигурация нейронной сети

Процесс обнаружения трещин на изображениях 
строился на базе сверточной нейронной сети типа 
U-Net. Архитектура сети представляет собой пол-
носвязную сверточную сеть [20], работающую на 
меньшем количестве примеров (обучающих образов) 
с более точной сегментацией. Сеть содержит блок 
кодировщика (Encoder) и блок де-кодировщика 
(Decoder) (рис. 4а, б). Программная имплементация 
сети реализована на основе пакета TensorFlow v2.11 
c модулем Keras (https://www.tensorflow.org/api_docs/
python/tf/keras).

Блок Encoder состоит из модулей свертки, вклю-
чающих два сверточных слоя (Conv2D) с параметром 
kernel_size 3×3 (класс tf.keras.layers.Conv2D), слой 
активации ReLU (класс tf.keras.layers.Activation) и 
слой нормализации входных данных BatchNorm 
(класс tf.keras.layers.BatchNormalization). Также ис-
пользуется дополнительный слой пулинга с функ-
цией максимума (параметр pool_size = 2×2) с шагом 

2 и слой регуляризации (Dropout) для уменьшения 
переобучения с 50% исключением (параметр rate). 
На каждом шаге количество каналов признаков 
удваивается (параметр filters).

Параметр “фильтр” является ключевым. Филь-
тры – это массивы заданного размера, которые ини-
циализируются случайными значениями с исполь-
зованием метода, указанного в аргументе kernel_
initializer (класс tf.keras.initializers). Во время 
обучения сети фильтры обновляются таким образом, 
чтобы минимизировать потери. В ходе обучения 
фильтры учатся обнаруживать определенные осо-
бенности объектов (например, края и текстуры тре-
щин). Блок Encoder действует как экстрактор при-
знаков и изучает абстрактное представление вход-
ного изображения через последовательность 
фильтров.

Блок Decoder содержит слой обратной свертки 
(класс tf.keras.layers.Conv2DTranspose), который рас-
ширяет карту признаков. После идет конкатенация 
(слой concatenate) с соответствующим образом обре-
занной картой признаков и последовательность слоев 
свертки, как в части Encoder. Обрезка проводится 
из-за потери пограничных пикселов в каждой свертке. 
Завершающий слой (Conv2D) – свертка 1×1 (kernel_
size) – используется для приведения каждого 16-ком-
понентного вектора признаков до требуемого коли-
чества классов (2 класса: трещина, фон).

Декодирование необходимо для повышения дис-
кретизации нейронной сети за счет объединения 
карты признаков объектов с более высокими разре-
шениями из блока кодировщика (апсэмплинг) 
с целью улучшения априорной оценки более ранних 
этапов свертки. Это позволяет лучше представить 
локализацию искомых объектов (трещин). На 

...
img = cv2.cvtColor(img, cv2.COLOR_BGR2RGB)
img_gray = cv2.cvtColor (img, cv2.COLOR_BGR2GRAY)
img_blur = cv2.GaussianBlur (img_gray, (3, 3), 0)
img_bw = cv2.adaptiveThreshold (img_blur, 255, cv2.ADAPTIVE_THRESH_GAUSSIAN_C, \
                               cv2 .THRESH_BINARY_INV,
                               template.config[‘ADAPTIVE_THRESHOLD_BLOCK_SIZE’]
                               template.config[‘ADAPTIVE_THRESHOLD_C’])
img_skel_bool, _ = medial_axis(img_bw, return_distance=True) 
img__skel = img_skel_bool.astype (np.uint8)
…
transform = A. Compose ([A.OneOf ([A.HorizontalFlip (p=l), A.VerticalFlip(p=l),
                         A.RandomRotateSO(p=l)], p=0.75)])
image_t, mask_t = list(transform(image=imgs[key], mask=masks[key]).values())
...

Рис. 3. Фрагмент кода предобработки субизображений обучающей выборки.
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рис. 5, 6 приведены фрагменты программного кода 
инициализации блоков Encoder и Decoder, компи-
ляции и старта процесса обучения сети (класс tf.
keras.Model).

3.2. Обучение нейронной сети

Сеть обучалась на датасете размером 2015 изо-
бражений. В качестве функции потерь использова-
лась бинарная кросс-энтропия (класс tf.keras.losses.
BinaryCrossentropy). Для оценки качества работы 
моделей использовалась метрика Accuracy (класс 
tf.keras.metrics.Accuracy), показывающая процент 
пикселов в изображении, которые были правильно 
классифицированы. Количество эпох от 30 до 45. 
На выходе получалась полностью обученная сеть с 
оптимизированной матрицей весов. Сеть сохраня-

лась в файл формата HDF (.h5) для последующей 
загрузки на этапе детектирования объектов.

Для оценки релевантности выбора конфигурации 
представленной сети проведено сравнение резуль-
татов обучения с похожей архитектурой нейронной 
сети DeepLabV3+ [21]. Обучение DeepLabV3+ про-
водилось на такой же обучающей выборке с анало-
гичной функцией потерь и метрикой. Ниже пред-
ставлены сводные таблицы метрик (табл. 1.), матриц 
ошибок (confusion matrix, табл. 2) и скорости 
обучения (табл. 3.).

Метрики сети U-Net оказались значительно 
выше. Это объясняется тем, что сеть DeepLabV3+ 
использует в слое кодировщика так называемые 
расширенные свертки. Модель расширенных свер-
ток (Atrous Convolutions) представляет способ ком-

Рис. 4. Конфигурация нейронной сети

а) Блоки кодировщика и де-кодировщика

б) Модуль свертки
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бинировать признаки с нескольких масштабов без 
значительного увеличения количества параметров.

Регулируя показатель расширения, один и тот же 
фильтр распределяет значение веса дальше в про-
странстве [21]. Это позволяет изучать более общий 
контекст. То есть данный метод более подходит для 
распознавания площадных объектов, за счет увели-
чения шага пространственных пирамид ASPP на 
каждом этапе свертки.

Таблица 1. Сравнение нейронных сетей U-Net 
и DeepLabV3+

Нейронная сеть Метрика (Accuracy)
U-Net 0,9801
DeepLabV3+ 0,9100

Таблица 2. Сравнение матриц ошибок

Реальные 
значения Сеть U-Net Сеть DeepLabV3+

Трещины 0,9544 0,0456 0,8103 0,1897
Фон 0,0413 0,9587 0,0533 0,9467

Трещины Фон Трещины Фон
Предсказанные значения

Таблица 3. Скорость обучения сети

Нейронная сеть Скорость обучения на 
эпоху* (batch_size = 4)

U-Net 52 мс
DeepLabV3+ 103 мс

* На GPU Nvidia RTX 3060.

def getUnet (inputImage, numFilters=16, 
             droupouts=0.1, doBatchNorm=True):

    # Encoder
    cl = Conv2dBlock (inputImage, numFilters * 1,
                      kernelSize=3, doBatchNorm=doBatchNorm)
    pl = tf.keras.layers.MaxPooling2D((2, 2))(cl)
    pl = tf.keras.layers.Dropout (droupouts)(pl)
    ...

    c4 = Conv2dBlock (p3, numFilters * 8, 
                      kernelSize=3, doBatchNorm=doBatchNorm) 
    p4 = tf.keras.layers.MaxPooling2D((2, 2))(c4)
    p4 = tf.keras.layers.Dropout (droupouts)(p4) 
    c5 = Conv2dBlock (p4, numFilters * 16, 
                      kernelSize=3, doBatchNorm=doBatchNorm)

    # Decoder
    u6 = tf.keras.layers.Conv2DTranspose (numFilters * 8, (3, 3),
                           strides=(2, 2), padding=’same’)(c5)
    u6 = tf.keras.layers.concatenate([u6, c4])
    u6 = tf.keras.layers.Dropout(droupouts)(u6) 
    c6 = Conv2dBlock (u6, numFilters * 8, 
                            kernelSize=3, doBatchNorm=doBatchNorm)
    ...

    u9 = tf.keras.layers.Conv2DTranspose (numFilters * 1, (3, 3), 
                           strides=(2, 2), padding=’same’)(c8) 
    u9 = tf.keras.layers.concatenate([u9, cl]) 
    u9 = tf.keras.layers.Dropout (droupouts)(u9) 
    c9 = Conv2dBlock(u9, numFilters * 1, 
                           kernelSize=3, doBatchNorm=doBatchNorm)

    output = tf.keras.layers.Conv2D(l, (1, 1), activation=’sigmoid’)(c9) 
    model = tf.keras.Model(inputs=[inputimage], outputs=[output])

    return model

Рис. 5. Программная реализация блоков Encoder и Decoder. Переменными “c1-c9” обозначены модули свертки.
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3.3. Тестирование нейронной сети

Для обнаружения трещин на тестовых субизо-
бражениях используется метод predict (класс tf.keras.
Model) (рис. 7).

На вход метода подаются исходные субизобра-
жения (параметр imgs_array) тестовой выборки 
(рис. 2а). На выходе получается массив значений, 
каждый элемент которого соответствует положению 
пиксела на исходном субизображении, а значение – 
вероятности того, что соответствующий пиксел при-
надлежит классу “трещина”.

Задается порог значений (например, 0.95), выше 
которого пиксел классифицируется, как принадле-
жащий трещине. Таким образом формируется карта 
вероятностей классификаций пикселов (рис. 8).

Далее всем пикселам со значениями выше порога 
присваиваются значения, равные 255, а ниже или 
равными порогу – 0. Формируется бинарное (черно-
белое одноканальное изображение) трещин.

После прохождения процедурой predict по всем 
субизображениям полученные бинарные субизо-
бражения объединяются в единый массив данных 
согласно ширине и длине исходного изображения. 
Формируется полная бинарная карта. Именно такое 
изображение используется в постпроцессинге для 
определения длин и площадей трещин.

4. ПОСТПРОЦЕССИНГ

4.1 Определение длин трещин

Будем рассматривать бинарное субизображение 
как двухмерный массив (img_bw). Аналогично этапу 
предобработки применяется метод medial_axis для 
выделения медианных пикселов. Данный метод 
уменьшает количество смежных пикселов для теку-
щего медианного до минимального количества 

(по возможности до 2 пикселов), объекты подвер-
гаются скелетизации (переменная, двухмерного 
массива img_skel) (рис. 3).

На следующем шаге запускается итерационная 
процедура формирования наборов точек для каждого 
объекта-линии. На каждой итерации используется 
метод label (scipy.ndimage), позволяющий назначить 
числовую метку (переменная key) пикселам каждой 
из обособленных трещин, где принадлежность пик-
села однозначно определяется его меткой (перемен-
ные labeled_array, num_of_labels, рис. 9).

Формируется массив key_points, содержащий 
массивы координат пикселов (y, x – по вертикали, 
по горизонтали) для текущей метки объекта-тре-
щины.

Измерение трещины по длине определяется по 
количеству последовательно-смежных (парных) 
пикселов между двумя краевыми. Пиксел называется 
краевым, если у него ровно один смежный пиксел. 
Если у трещины больше двух краевых пикселов (есть 
ответвления), то выбирается набор по максималь-
ному количеству.

Таким образом, можно сформулировать задачу 
нахождения длины трещины, как поиск наиболь-
шего пути в ациклическом графе между двумя за-
данными вершинами.

Для решения поставленной задачи использова-
лись библиотеки SciPy (spatial.KDTree, https://docs.
scipy.org/doc/scipy/) и NetworkX (объект Graph, 
https://networkx.org/documentation/stable/ reference/
index.html). Поиск смежных пикселов осуществлялся 
при помощи метода query_ball_point с параметрами 
x, y – координаты текущего пиксела и длина радиуса 
(переменная r), в пределах которого ищутся все пик-
селы. Если длина получившегося массива (перемен-
ная neighbor_counter) равна 2, то текущий пиксел 
считается краевым (переменная edge_points).

...
unet = getUnet (inputs, droupouts=0.07)
unet.compile (optimizer=’Adam’, loss=’binary_crossentropy’, metrics=[‘accuracy’])

fit_result = unet.fit (imgs_array, masks_array, epochs=37, batch_size=l)
unet.save (template.config[‘MODEL’])
...

Рис. 6. Фрагмент кода компиляции и старта процесса обучения сети.

Рис. 7. Фрагмент кода для запуска процедуры обнаружения трещин.

def predict(model_file, imgs_array):
    unet_model = tf.keras.models.load_model(model_file)
    predictions = unet_model.predict(imgs_array, batch_size=8)
    predictions = [predictions[i][:, 0] for i in range(len(predictions))]
    return predictions
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Для поиска всех возможных пар пикселов для 
текущей метки применялся метод query_pairs с па-
раметрами r и типом выходного массива output_type, 
равном “ndarray”. Метод возвращает массив пар 
(переменная labeled_point_pairs_index), где в паре 
указаны два индекса из массива key_points, явля-
ющихся смежными (рис. 9).

Далее для составления объекта-графа (рис. 10) 
используется конструктор объекта Graph() (пере-
менная G) и G.add_edges_from, на вход которому 
передаются переменные labeled_point_pairs_index и 
weight равная 1. Здесь длина ребра берется равной 
единице. Вне зависимости от того, как расположены 
точки в паре по вертикали, горизонтали или по диа-

Рис. 8. Схема процесса детектирования трещин для тестового субизображения.

Исходное
субизображение

Предсказанные
вероятности

Комбинированное
субизображение

Вероятность

Рис. 9. Фрагмент программного кода получения набора координат пикселов для каждого объекта-трещины.
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гонали, важен факт количества точек в пути от одной 
краевой вершины графа до другой.

Для всех возможных попарных комбинаций пик-
селов из edge_points в цикле формируются пути про-
хождения графа между ними, используя метод 
shortest_path. На вход ему подаются переменная G 
и переменные source (начальный краевой пиксел) и 
target (конечный краевой пиксел), на выходе полу-
чаем массив индексов элементов (переменная 
longest_path, рис. 9) из key_points. При этом в цикле 
ищется максимально возможный по длине массив 
path, а также удовлетворяющий проверке на поро-
говое значение длины (переменная SEGMENT_
MIN_LENGTH = 5).

Пикселы, соответствующие массиву longest_path, 
сохраняются в переменной (point_sets), а в массиве 
img_skel им присваиваются значения 0. Итерация 
переходит к следующему значению переменной key.

Данный алгоритм также учитывает случай, когда 
некоторые пикселы образуют три и более пар (тре-
щины имеют ответвления). Тогда после завершения 
итераций по всем значениям переменной key алго-
ритм строит новую серию меток и повторяет серию 
вышеуказанных процедур снова, затем останавли-
вается пока на какой-то итерации, длина массива 
longest_path будет всегда меньше, чем пороговое 
значение SEGMENT_MIN_LENGTH.

В переменной point_sets сохраняются коорди-
наты пикселов для каждой трещины на бинаризо-
ванном изображении. Общая длина трещины скла-
дывается из элементарных длин между двумя по-
парно смежными пикселами, то есть между верти-

кально- и горизонтально-смежными расстояние 
равно 20 см, а по диагонали ~28 см (при разрешении 
10×10 см).

4.2 Определение площадей трещин

Аналогично для вычисления площади трещины 
используется метод label. Далее для каждого ключа 
key подсчитывается общее количество пикселов в 
текущем объекте-трещине и умножается на 100 (при 
разрешении изображения 10×10 см).

На рис. 11а, б представлен результат расчета длин 
и площадей трещин на произвольном изображении 
аэрофотосъемки (на примере угольного карьера 
Восточный, Кемеровская область, Россия).

Рис. 10. Пример объекта-графа. Черным обозначены 
вершины, соответствующие краевым пикселам, стрел-
ками – пути обхода графа между двумя краевыми 
точками. Штрихованные стрелки – наибольший путь 
по количеству пикселов на каждой итерации. Ребра 
графа имеют веса, равные 1.

Рис. 11. Результаты расчета длин (слева) и площадей (справа) трещин.
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Диаграмма потоков данных для полного алго-
ритма расчета длин и площадей трещин представ-
лена на рис. 12.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработаны алгоритм и его программная реали-
зация, позволяющие автоматизировать процесс де-
тектирования трещин на изображениях, полученных 
с летательных аппаратов с фото/видео- оборудова-
нием мониторинга геодинамического состояния 
объектов угледобычи.

Предложенный подход для распознавания тре-
щин на базе аппарата сверточных нейронных сетей 
позволяет использовать в качестве входных датасе-

тов различные изображения с соответствующей би-
наризованной разметкой объектов семантической 
сегментации. Нейронная сеть поддерживает процесс 
дообучения. Гибкие параметрические настройки 
алгоритма дают возможность пропорционально 
(с шагом разбивки) обрабатывать большие входные 
изображения нейронной сетью. Сравнение с дру-
гими аналогичными нейронными сетями показали 
относительное превосходство предложенного вы-
бора сети по скорости и точности метрик.

Постпроцессинг, расчет длин и площадей, стро-
ится на количественной оценки или подсчете пик-
селов объектов с пороговой вероятностью больше 
или равной предсказанной, использует только 

Рис. 12. DFS-диаграмма потоков данных процесса обнаружения трещин и расчета их длин и площадей.
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величину разрешения изображения и не зависит от 
RGB-значений. Это позволяет использовать алго-
ритм на других монохромных (черно-белых) изо-
бражениях.

Предложенный подход позволяет в процессе 
постобработки результатов вычислять количе-
ственные характеристики поверхностных неодно-
родностей (трещин), что имеет практическое зна-
чение для определения механического поведения 
не сплошных массивов горных пород.

Новизна предложенного подхода заключается 
в применении аппарата нейронных сверточных се-
тей для автоматизированного поиска характерных 
риск-объектов на открытых участках (отвалах) уголь-
ных разрезов, используя изображения аэрофотосъ-
емки высокого разрешения. Результаты исследова-
ния могут быть применены в других предметных 
задачах многоуровневой адаптивной семантической 
классификации.
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SOFTWARE IMPLEMENTATION OF THE ALGORITHM FOR AUTOMATIC 
DETECTION OF LINEAMENTS AND THEIR PROPERTIES  

ON OPEN-PIT DUMPS
S. E. Popov а, V. P. Potapov а, R. Y. Zamaraevа

аFederal Research Center for Information and Computational Technologies,  
6, Academician M.A. Lavrentiev av., Novosibirsk, 630090, Russia

The paper presents an algorithm and a description of its software implementation for detecting lineaments (ground 
erosions or cracks) in aerial photography images of open-pits. The proposed approach is based on the apparatus 
of convolutional neural networks based on the semantic classification of binarized images of objects (lineaments), 
as well as graph theory for determining the geometric location of linearized objects, followed by determining their 
lengths and areas. Three-channel RGB images of high-resolution aerial photography (pixel 10x10 cm) were used 
as initial data. The software unit of the model is logically divided into three layers: pre-processing, detection and 
post-processing. The first level includes preprocessing of input data to form a training sample based on successive 
transformations of an RGB image into a binary one using the OpenCV library. A neural network of the U-Net 
type, which includes blocks of the convolutional (Encoder) and scanning parts (Decoder), represents the second 
level of the information model. At this level, automatic lineament detection (washouts) is implemented. The third 
level of the model is responsible for calculating the areas and lengths of lineaments. The result of the work of the 
convolutional neural network is transferred to the input. Lineament area is calculated by summing the total number 
of points multiplied by the pixel size. The length of the lineaments is computed by linearizing a plane object into 
a line segmental object with nodal points and then calculating the lengths between them, also relying on the 
resolution of the original image. The software module can work with input images, with their subsequent resulting 
merging to the size of the original image.
Keywords: detection of lineaments, cracks and ground erosion, convolutional neural networks, semantic 
segmentation, detection and accumulation, aerial photography
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1. ВВЕДЕНИЕ

Проектирование и оптимизация космических 
траекторий – краеугольный камень в процессе раз-
работки космических миссий. Соответствующие 
задачи, решаемые специалистами по механике кос-
мического полета (астродинамике), разнообразны: 
поиск оптимальных по затратам топлива или времени 
полета траекторий с учетом ограничений, исследо-
вание траекторий на чувствительность к начальным 
условиям и параметрам аппарата, исследование ди-
намики вблизи небесных тел и условий радиовиди-
мости аппарата с наземных станций наблюдения, 
расчет накопленной дозы ионизирующего излучения 
и продолжительности движения в тени небесных тел. 
Решение этих задач выполняется, как правило, чи-
сленными методами и требует быстрых и удобных 
способов моделирования управляемого и неуправ-
ляемого движения космических аппаратов.

Существует множество программных ком-
плексов, помогающих решать задачи астродина-
мики. Среди тех, что пользуются большим интере-
сом, можно назвать продукт Systems Tool Kit (STK) 
компании Analytical Graphics [23]. Эта программа 
первоначально была создана для анализа спутнико-
вых орбит и называлась Satellite Tool Kit; сейчас эта 
программа предоставляет интегрированную среду 
для анализа сложных космических, воздушных и 
морских систем для аэрокосмических и оборонных 

приложений. STK имеет графический интерфейс и 
позволяет производить анализ и выбор орбит, оп-
тимизировать траектории перелета, моделировать 
стыковку аппаратов и учитывать внешние возмуще-
ния. Сходными возможностями для решения астро-
динамических задач обладает комплекс FreeFlyer 
компании a.i. solutions [24]. Кроме стандартных воз-
можностей этот комплекс позволяет рассчитывать 
оптимальные маневры перехода между орбитами, 
причем как для импульсной, так и для непрерывной 
модели управления. Еще один популярный прог-
раммный комплекс, General Mission Analysis Tool 
(GMAT), разрабатываемый специалистами косми-
ческого агентства NASA, служит для проектирования 
реальных космических миссий в околоземном про-
странстве и дальнем космосе [25]. Это свободное 
программное обеспечение (ПО) с открытым исход-
ным кодом представляет собой отдельную прог-
рамму с интерфейсами для популярных языков 
программирования, таких как Python и MATLAB. 
Программа позволяет учесть многочисленные тех-
нические особенности реализации миссий, напри-
мер, моделировать навигационные системы и связь. 
Одной из проблем при использовании данной прог-
раммы является отсутствие возможностей автома-
тизации моделирования (кодирование происходит 
на собственном ограниченном языке сценариев). 
Другие примеры включают High-Precision Orbit 
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Propagator (HPOP) компании Microcosm, SatTrack 
Suite компании Bester, Aero/Astro Vehicle Control 
компании Princeton Satellite Systems, но у них меньше 
возможностей, чем у вышеназванных крупных прог-
раммных комплексов. В Институте прикладной ма-
тематики им. М.В. Келдыша РАН тоже был создан 
программный комплекс для моделирования враща-
тельного и орбитального движения космических 
аппаратов [26]. Комплекс позволяет решать большое 
разнообразие задач, содержит модели внешней 
среды, модели датчиков и актюаторов, модель работы 
бортового компьютера и разнообразные алгоритмы 
управления движением. Комплекс заточен на задачи 
вращательного и околоземного орбитального дви-
жения и, как и продукты выше, представляет собой 
отдельное ПО со своим интерфейсом.

К известным библиотекам методов проектиро-
вания движения космического относится библио-
тека Fortran Astrodynamics Toolkit [27], разработан-
ная Джейкобом Уильямсом (Jacob Williams) на со-
временной версии языка Fortran. Библиотека содер-
жит средства для решения задачи Ламберта (двух-
точечной краевой задачи в рамках динамики двух 
тел), методы интегрирования уравнений движения, 
функции для моделирования гравитационного поля 
Земли, обращения к эфемеридам небесных тел, пре-
образования орбитальных элементов и построения 
гало-орбит (периодических орбит вокруг точек ли-
брации в модели круговой ограниченной задачи трех 
тел). Библиотека является открытой и свободной 
для использования. Отметим, что библиотека имеет 
существенно ограниченные функциональные воз-
можности для того, чтобы можно было ее применять 
на стадиях предварительного анализа миссии. Так, 
она не содержит систем координат, связанных с 
Землей и Луной, функций для расчета сложного 
поля Луны и некоторых часто встречающихся в ана-
лизе миссий возмущений (например, давления сол-
нечного излучения, силы сопротивления атмо-
сферы). К сожалению, проект сейчас не развивается.

Библиотека pykep – это открытая программная 
библиотека, разработанная Европейским космиче-
ским агентством для исследований в области астро-
динамики и решения в первую очередь задач орби-
тального маневрирования [28]. Основа библиотеки 
написана на C++ и доступна для Python. В основе 
библиотеки лежат реализация эффективного реша-
теля многооборотной задачи Ламберта, инструменты 
для решения задач оптимизации с малой тягой, эф-
фективные кеплеровские пропагаторы, интеграторы 
Тейлора и многое другое. Выпуски новых версий 
pykep происходят один или два раза в год. Из недо-

статков можно отметить отсутствие преобразований 
между полезными для прикладных исследований 
систем координат, отсутствие возможности интег-
рирования траекторий с возмущениями, а также 
технические проблемы – необходимость сборки 
пакета на своей машине, отсутствие документиро-
ванной установки сторонних пакетов и самостоя-
тельную настройку Python–C++ интерфейса. Рас-
пространены и нерешенные проблемы с установкой 
пакетов из репозитория conda-forge [29].

Poliastro – еще одна открытая библиотека мето-
дов на языке Python для моделирования движения 
в орбитальной механике [30]. Библиотека сфокуси-
рована на быстром и удобном рисовании орбит и 
позволяет аналитически и численно интегрировать 
дифференциальные уравнения движения космиче-
ских аппаратов, выполнять преобразования между 
переменными, системами координат, рассчитывать 
маневры между орбитами, работать с эфемеридами. 
Этот проект может быть полезен для обучающихся 
астродинамике, содержит интересные объектно-
ориентированные инструменты для моделирования 
орбит и решения задач маневрирования, однако 
библиотека недостаточно развита для ее использо-
вания в реальных приложениях: весь код написан 
на высокоуровневом языке Python, что делает его 
исполнение медленным в высоконагруженных рас-
четах, а интегрирование орбит даже с часто встре-
чающимися возмущениями подразумевает их руч-
ную реализацию.

SPICE Toolkit – крупная программная библио-
тека астродинамических методов, созданная в NASA 
для помощи в планировании и интерпретации на-
учных наблюдений с использованием космических 
приборов, а также для моделирования, планирова-
ния и выполнения мероприятий в рамках миссий 
по исследованию планет [31, 32]. Методы в рамках 
этой библиотеки позволяют рассчитывать положе-
ния, скорости, размеры, форму и ориентацию пла-
нет, спутников, комет и астероидов, а также ориен-
тацию аппарата и его составных частей. Библиотека 
также позволяет осуществлять временную привязку 
различных событий, например, определять интер-
валы времени пребывания спутника в тени планеты 
или на заданных высотах над небесным телом. Ме-
тоды SPICE в своей работе обращаются к заранее 
подготовленным осведомленными источниками 
первичным наборам данных (“kernels”), которые 
содержат информацию о небесных телах, системах 
координат, научных приборах, космических аппа-
ратах, их физические и геометрические параметры. 
Библиотека была изначально создана на языке 
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FORTRAN 77, но теперь доступна также на языках 
C, MATLAB, Java, Python, Julia. К недостаткам 
SPICE Toolkit можно отнести отсутствие моделей 
углового и орбитального движения аппарата, средств 
интегрирования уравнений как пассивного, так и 
управляемого движения. Библиотека представляет 
собой набор низкоуровневых подпрограмм; их ис-
пользование в реальных проектах так или иначе 
подразумевает создание пользователем вспомога-
тельных высокоуровневых интерфейсов.

Для многих исследователей и специалистов по 
астродинамике было бы удобно иметь единую под-
держиваемую программную библиотеку методов 
моделирования и проектирования движения аппа-
рата, которая, с одной стороны, была бы написана 
на распространенном высокоуровневом языке прог-
раммирования, а с другой стороны, работала быстро. 
Такая библиотека не только должна иметь астрофи-
зические и геометрические постоянные небесных 
тел, позволять выполнять преобразования между 
системами координат, переменными и времени, но 
также содержать разнообразные настраиваемые мо-
дели движения аппарата, возможности проектиро-
вания и оптимизации траекторий в выбранных мо-
делях. Указанные выше программные библиотеки 
полностью таким требованиям не удовлетворяют.

Сейчас стали актуальны и процессы импортоза-
мещения ПО отечественными разработками. Осо-
бенную важность появление таких свободно рас-
пространяемых библиотек имеет и в процессе 
обучения новых специалистов. Студенты, обуча-
ющиеся по соответствующим программам подго-
товки, зачастую получают от своих научных руко-
водителей научно-исследовательские задачи, реше-
ние которых предполагает пользование средствами 
моделирования движения космического аппарата. 
В результате они вынуждены затрачивать время на 
написание вспомогательных подпрограмм (преобра-
зование переменных, переход между системами 
координат, решение уравнений в вариациях и пр.) 
вместо того, чтобы сосредотачиваться на исходной 
астродинамической задаче. Студенты могут сравни-
вать собственные реализации вспомогательных 
программ с теми, что есть в библиотеке.

Данная статья посвящена описанию разработан-
ной в Институте прикладной математики им. 
М.В. Келдыша РАН программной библиотеки чис-
ленных методов KIAM Astrodynamics Toolbox для 
моделирования орбитального движения космиче-
ского аппарата. Библиотека изначально была напи-
сана в среде MATLAB [33, 34, 35] и на данный мо-
мент полностью переписана на языках Fortran и 

Python. На Fortran реализованы часто используемые 
в механике космического полета преобразования и 
численные методы (преобразования систем коор-
динат, функции правых частей дифференциальных 
уравнений, численные методы интегрирования и 
др.). На языке Python реализованы интерфейсы для 
запуска скомпилированных на Fortran функций и 
высокоуровневый класс Trajectory для работы с объ-
ектами, моделирующими траектории космических 
аппаратов.

Предлагаемая библиотека методов отличается от 
существующих аналогов тем, что содержит как низ-
коуровневые часто используемые операции перевода 
между системами координат, переменных и вре-
мени, астрофизические и геометрические параметры 
небесных тел, так и широко применяемые модели 
движения, средства распространения траекторий 
как пассивных, так и с управлением, уравнения в 
вариациях, матрицы Якоби преобразований, а также 
высокоуровневые средства проектирования траек-
торий с автоматическим преобразованием между 
системами координат, переменными и системами 
единиц. Библиотека не является надстройкой над 
сторонними библиотеками, часть из которых не 
поддерживается и/или имеет собственные интер-
фейсы, а является единой системой, содержащей 
наиболее часто используемые функции для прове-
дения исследований орбитальной динамики. Таким 
образом, библиотека собирает в себе преимущества 
других отдельно взятых библиотек. Уникальным 
в библиотеке является автоматический расчет по-
следовательности преобразований систем коорди-
нат, переменных и систем единиц на основе графов, 
а также возможность задавать произвольную 
функцию управления на языке Python, в то время 
как траектория будет проинтегрирована на Fortran.

В главе 2 приводится общее видение проекта 
разработки библиотеки и его особенности. В главе 
3 приводится Fortran/Python-структура библиотеки, 
ее основные компоненты и способы компиляции 
для работы. В главе 4 перечислены основные функ-
циональные возможности библиотеки. Глава 5 ре-
зюмирует все сказанное.

2. ВИДЕНИЕ И ОСОБЕННОСТИ ПРОЕКТА

Предполагаемыми пользователями библиотеки 
являются специалисты в области механики косми-
ческого полета, проводящие исследования динамики 
и схем перелетов, решающие свои астродинамиче-
ские задачи, а также студенты, обучающиеся астро-
динамике. Во время решения астродинамических 
задач библиотека может играть вспомогательную 
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роль, например, через реализацию множества регу-
лярно используемых действий с массивами фазовых 
состояний космического аппарата и помощь в от-
ветах на часто встречающиеся вопросы о динамике 
аппарата. Таким образом, пользователи програм-
мируют решения своих астродинамических задач, 
но для удобства могут использовать готовые реали-
зованные средства библиотеки.

На наш взгляд, такое ПО должно быть открытым, 
так как открытое ПО обладает полезными для раз-
рабатываемой библиотеки преимуществами:

1. Проверяемость. Открытое ПО, исходный код 
которого открыт, может быть проверено любым 
человеком, в том числе специалистами из сторонних 
заинтересованных организаций со своими методами 
исследования и решения задач, вследствие чего 
ошибки могут быть обнаружены на ранней стадии 
проектирования.

2. Привлечение разработчиков для развития про-
екта. Участие в открытых проектах проще для всех 
желающих. Современные веб-сервисы помогают 
создавать ветви разработки и предоставляют удоб-
ные инструменты для контроля версий проекта. Это 
особенно важно для развития предлагаемой библио-
теки, так как множество используемых специалис-
тами методов велико и требуются разработчики, в 
том числе из сторонних организаций, которые спо-
собны сделать свой вклад в проект. Кроме того, в 
разработке ПО сопровождение зачастую является 
длительным процессом и занимает намного больше 
времени, чем программирование перед первым вы-
пуском, и у авторов, как ученых в своей предметной 
области, может не хватать времени на сопровож-
дение. Вместе с тем у них появляются ученики, ре-
шающие задачи в своих направлениях, которым 
было бы полезно добавлять в код новые функцио-
нальные возможности и совершенствовать старые.

3. Распространение. Открытое ПО значительно 
проще распространять, что удобно, так как эта биб-
лиотека может быть использована при исполнении 
контрактов с индустриальными партнерами. Обрат-
ная связь благоприятно сказывается на развитии 
проекта.

4. Обучение. При обучении механике космиче-
ского полета студенты иногда сталкиваются с проб-
лемами входа в специальность и начала участия в 
крупных проектах, подразумевающих проектирова-
ние траекторий. Наибольшие трудности при этом 
приходятся на технические (смена систем коорди-
нат, преобразование переменных, расчет матрицы 
монодромии и т.п.), а не содержательные аспекты 
работы. Существование библиотеки численных ме-

тодов проектирования траекторий облегчает осво-
ение специальности.

Отметим и некоторые недостатки открытого ПО 
и возможности им противостоять:

1. Опасность для бизнеса. Размещение в откры-
том доступе исходных кодов проекта может повлечь 
утечку идей в сторонние организации, имеющие 
конфликт интересов с организацией, в которой раз-
рабатывается проект. Для того чтобы этого избежать, 
исходные коды для решения конкретных астроди-
намических задач не размещаются в открытом до-
ступе и не добавляются в библиотеку. Некоторые 
исходные коды для решения общих задач и обще-
математических функций могут содержаться в биб-
лиотеке, но быть при этом закрытыми. Наконец, 
некоторые коды могут быть временно закрыты и 
открыты спустя некоторое время, когда острая ак-
туальность в них пропадет.

2. Разветвление плохих проектов. На основе из-
начально размещенного проекта могут быть созданы 
ветви, которые станут популярными, но которые 
обладают неочевидными недостатками и ненадеж-
ностью. Эту проблему можно частично решить раз-
мещением в открытом доступе информации о тех 
ветвях проекта, которые, с точки зрения авторов 
начального проекта, являются надежными.

3. Нерегулярность выпусков. Версии открытого 
ПО, как правило, выходят нерегулярно, но эту проб-
лему можно контролировать, во всяком случае для 
главной ветви проекта.

В связи с этим было принято решение сделать 
проект открытым и для удобства контроля версий и 
ветвей изменений разместить его на веб-сервисе 
GitHub [36]. На указанном сайте можно найти ко-
роткую справку о проекте, скачать библиотеку или 
присоединиться к ее разработке. Библиотека рас-
пространяется в рамках лицензии MIT License [37].

Еще одной особенностью проекта является со-
четание скорости и гибкости, что достигается за счет 
использования компилируемого (Fortran) и попу-
лярного сейчас интерпретируемого (Python) языков 
программирования. На Fortran реализован почти 
весь функционал, связанный с проведением расче-
тов: интегрирование уравнений движения, расчет 
возмущающих ускорений, преобразование массивов 
переменных, систем координат. На Python реали-
зованы интерфейсы для обращения к скомпилиро-
ванным на Fortran функциям, а также высокоуров-
невые классы, например класс Trajectory для про-
ектирования траекторий. Запуск расчетов на ком-
пилируемом языке делает их гораздо более быст-
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рыми, чем если бы они были реализованы на 
интерпретируемом языке. Вместе с тем код на Python 
является гибким, немногословным и простым для 
освоения.

3. СТРУКТУРА БИБЛИОТЕКИ

Библиотека состоит из модулей на языке Fortran 
с реализованными астродинамическими функциями 
и модулей на языке Python, которые представляют 
собой интерфейсы для обращения к скомпилиро-
ванным на Fortran функциям и высокоуровневые 
классы для проектирования траекторий.

Перечислим модули на языке Fortran:
1. ConstantsAndUnits.f90 содержит астрономи-

ческие постоянные согласно стандарту Междуна-
родного астрономического союза (International 
Astronomical Union, IAU) 2009/2012. Сюда входят 
гравитационные параметры и размеры небесных тел 
Солнечной системы и подпрограммы, которые по 
названию небесного тела (или пары небесных тел, 
если речь идет о задаче трех тел) выдают системы 
согласованных единиц расстояния, скорости, вре-
мени и ускорения. Перейти к таким единицам бы-
вает полезно, так как тогда уравнения движения 
записываются в более простом безразмерном виде.

2. LinearAlgebraInterfaces.f90 содержит интер-
фейсы к подпрограммам LAPACK, осуществляющим 
операции линейной алгебры (решение системы ли-
нейных уравнений, матричные и векторные умно-
жения). Подпрограммы LAPACK в виде кодов на 
языке Fortran находятся в открытом доступе [38].

3. BaseMeansToolbox.f90 содержит набор под-
программ для удобного создания матриц и векторов 
(матриц из нулей, единичной матрицы), расчета 
нормы вектора, скалярного и векторного произве-
дения векторов.

4. Ephemeris.f90 содержит интерфейсы к прог-
раммам NASA›s Jet Propulsion Laboratory для расчета 
положений и скоростей небесных тел. Эти подпрог-
раммы на языке Fortran также находятся в открытом 
доступе [39]. К этому модулю поставляется файл 
JPLEPH с эфемеридами модели DE430, который 
можно скачать на указанном выше сайте. Вместо 
файла JPLEPH можно использовать любой другой 
файл с эфемеридами той же структуры, например, 
эфемериды лаборатории эфемеридной астрономии 
Института прикладной астрономии РАН [40].

5. EquationsModule.f90 содержит подпрограммы 
для расчета правых частей уравнений движения кос-
мического аппарата с возмущениями (сложное гра-
витационное поле Луны, давление солнечного 

излучения, возмущение за счет гармоники J2 геопо-
тенциала, атмосферное сопротивление). Реализо-
ваны как сами уравнения движения, так и уравнения 
в вариациях, которые используются для расчета 
матриц чувствительности фазовых векторов к на-
чальным условиям. Во вспомогательном модуле 
GravityMoonCoefficients50.f90 содержатся коэффи-
циенты сложного поля Луны до степени и порядка 
50 включительно.

6. Transformations.f90 содержит подпрограммы 
для преобразования переменных, описывающих 
движение (например, из декартовых координат в ор-
битальные элементы и обратно), и систем координат 
(например, между селеноцентрической небесной 
системой координат и системой Mean Earth/Mean-
Rotation, связанной с селенографическими коорди-
натами на поверхности Луны).

7. OdeToolbox.f90 содержит реализации чис-
ленных методов интегрирования систем обыкно-
венных дифференциальных уравнений. Среди име-
ющихся на данный момент методов – классический 
метод Рунге–Кутты 4-го порядка, метод Рунге–
Кутты 8-го порядка с постоянным шагом, метод 
Дормана–Принса 5(4), а также многошаговый метод 
Адамса переменного порядка (до 12-го включи-
тельно) с адаптивным шагом.

8. PropagationModule.f90 содержит подпрог-
раммы для интегрирования уравнений движения 
с какими-либо из упомянутых выше возмущений 
указанными методами интегрирования и указан-
ными возмущениями.

9. VisibilityModule.f90 содержит подпрограммы 
для расчета радиовидимости космического аппарата 
из точек на поверхности небесного тела.

Эти модули были скомпилированы в файл FKI-
AMToolbox.cp39-win_amd64.pyd с использованием 
программы Fortran to Python interface generator 
(F2PY) [41], поставляемой в пакете numpy с исполь-
зованием компилятора Intel(r) Visual Fortran 
Compiler, который свободно распространяется в 
рамках системы oneAPI [42] компании Intel. В ре-
зультате в программах на Python можно импорти-
ровать скомпилированную библиотеку как import 
FKIAMToolbox и обращаться к функциям внутри 
через точку. Например, команда

FKIAMToolbox.ephemeris.juliandate(year, 
month, day, hour, minute, second)

обратится к подпрограмме juliandate модуля 
ephemeris и возвратит юлианскую дату для заданного 
года, месяца, дня, часа, минуты и секунды. Если 
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на вход какой-то Fortran-функции нужно передать 
числовой массив, он должен иметь тип numpy.
ndarray в Python.

Из-за особенностей языка программирования 
Fortran и создаваемого программой F2PY Fortran-
Python интерфейса, обращение в прикладных прог-
раммах к скомпилированному модулю FKIAM
Toolbox неудобно и даже небезопасно (глобальные 
параметры внутри FKIAMToolbox легко изменить 
извне), поэтому для удобства пользователей был 
написан Python-модуль kiam.py, содержащий ин-
терфейсы для обращения к FKIAMToolbox. Именно 
эти интерфейсы проверяют формат и правильность 
данных, которые затем будут переданы в процедуры 
FKIAMToolbox: эти процедуры направлены на мак-
симизацию скорости вычислений и проверку вход-
ных данных, кроме типа данных, не осуществляют.

Кроме модуля kiam.py в библиотеку также входит 
модуль Trajectory.py, реализующий класс Trajectory 
для проектирования траекторий космических аппа-
ратов. Траектории могут быть произвольными, они 
определяются начальными условиями и длиной 
интервала времени. Класс Trajectory позволяет со-
здавать объекты, содержащие поля states (массивы 
фазовых состояний) и times (моменты времени), а 
также другие вспомогательные атрибуты. Класс со-
держит метод change_system(target_system), перево-
дящий одновременно все фазовые состояния в це-
левую систему координат, метод change_vars(target_
vars), преобразующий одновременно все фазовые 
состояния из states к новым переменным, и другие 
методы.

Библиотека включает модуль engine.py, содержа-
щий классы двигательных установок, которые от-
личаются силой тяги, удельным импульсом, массой, 
размерами и прочими параметрами. Например, ре-
ализованы классы SPT50, SPT50M, SPT70 двигате-
лей малой тяги [43].

Подробную справку о модулях, функциях и клас-
сах можно получить по ссылкам на GitHub-странице 
проекта [44].

Опишем теперь более подробно возможности 
класса Trajectory для проектирования траекторий.

4. КЛАСС TRAJECTORY ДЛЯ 
ПРОЕКТИРОВАНИЯ ТРАЕКТОРИЙ

Класс Trajectory определен в модуле Trajectory.
py. Его назначение – быстрая и простая генерация 
траекторий в выбранной модели с заданными на-
чальными условиями и удобное преобразование 
фазовых векторов траектории между различными 

системами координат, переменными и единицами 
измерения.

Метод _ _init_ _ принимает на вход начальный 
вектор состояния, начальный момент времени, на-
чальную юлианскую дату, название используемых 
для задания состояния переменных, название сис-
темы координат и системы единиц измерения. На-
пример, команда

tr = Trajectory(numpy.array([1, 0, 0, 0, 1, 0]), 0.0, 
2459905.5, ’rv’, ’gcrs’, ’earth’)

создает объект tr класса Trajectory с начальным со-
стоянием numpy.array([1,0,0,0,1,0] (радиус-вектор 
[1,0,0], скорость [0,1,0]), начальным моментом вре-
мени 0.0, начальной юлианской датой 2459905.5 
(отвечает дате 21.11.2022), в переменных ’rv’ (поло-
жение–скорость), в системе координат GCRS (ге-
оцентрическая небесная система координат), в сис-
теме единиц ’earth’ (единица расстояния – средний 
радиус Земли, единица скорости – первая косми-
ческая скорость).

Возможно создание объекта в классических или 
равноденственных орбитальных элементах, других 
инерциальных или неинерциальных системах ко-
ординат, связанных с Солнцем, Луной и планетами 
Солнечной системы, в других безразмерных или 
размерных системах единиц. Подробную информа-
цию о всех возможностях можно найти на GitHub-
странице проекта [44].

Метод set_model устанавливает модель движения. 
Например, строка

tr.set_model(’rv’, ’nbp’, ’earth’, [’moon’, ’sun’])
задаст модель задачи n-тел (’nbp’) в переменных 
положение–скорость (’rv’), с центральным телом 
Земля (’earth’) и возмущениями от гравитационного 
притяжения Луной и Солнцем ([’moon’, ’sun’]). Мо-
дель движения в случае задачи n-тел может быть 
задана и в других переменных, например, равноден-
ственных элементах (’ee’ вместо ’rv’). При этом не 
важно, в каких переменных была инициализирована 
траектория ’tr’. Каждая определенная в классе 
Trajectory модель имеет собственные переменные, 
систему координат и систему единиц, которые могут 
не совпадать с заданными пользователем перемен-
ными, системами координат и системами единиц 
во время создания объекта траектории.

Некоторые данные, используемые для последу-
ющего интегрирования траектории, необходимо 
установить вручную. Например,

tr.model[’data’][’jd_zero’] = jd0
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установит юлианскую дату jd0, соответствующую 
t  = 0 в уравнениях движения,

tr.model[’data’][’mass’] = 100.0

задаст массу космического аппарата в кг,

tr.model[’data’][’area’] = 2.0

задаст площадь миделева сечения в м2,

tr.model[’data’][’order’] = 5

задаст степень и порядок сложного гравитационного 
поля Луны.

Распространение по времени (интегрирование) 
траекторий осуществляется с помощью метода 
propagate. Например,

tr.propagate(100, 1000)

запустит интегрирование траектории в рамках вы-
бранной модели на 100 единиц времени вперед и 
сохранит 1000 равномерно отстоящих по времени 
узлов, при этом в tr.times запишет узлы времени, а 
в tr.states запишет фазовые векторы в этих узлах.

Особенностью класса Trajectory является авто-
матическое преобразование переменных интегри-
рования, систем координат и систем единиц из тех, 
что задал пользователь, в те, что используются мо-
делью движения для ее интегрирования. Опишем 
подробно механизм этого автоматического преобра-
зования.

Класс Trajectory содержит графы преобразований 
между переменными, между системами координат 
и между системами единиц. Граф преобразований 
переменных показан на рис. 1. Здесь rv, oe, ee обо-
значают соответственно переменные положение–
скорость, классические орбитальные элементы и 
равноденственные орбитальные элементы. Суффикс 
_stm означает те же векторы переменных, расши-
ренные переходной матрицей (state transition matrix, 
STM). Суффикс m означает те же векторы перемен-
ных, расширенные добавлением массы аппарата. 
Стрелка означает преобразование, которое реали-
зовано явно в классе Trajectory. Надпись над стрел-
кой указывает на ограничения, при которых это 
преобразование может быть выполнено. В данном 
случае некоторые преобразования ограничены ис-
пользуемыми системами единиц: либо ’earth’, либо 
’moon’.

Некоторые преобразования действуют только 
в одну сторону. Например, легко может быть пре-
образован вектор, содержащий положение, скорость 
и массу аппарата, в вектор только из положения 

и скорости, а обратного преобразования не суще-
ствует.

Метод change_vars позволяет переключаться 
между переменными. Например, пусть траектория 
описывается переменными oe и записана команда 
tr.change_vars(’ee’).

В этом случае алгоритм найдет кратчайший пусть 
от вершины ’oe’ до вершины ’ee’ и выполнит це-
почку преобразований (по порядку обратится 
к функциям, осуществляющим соответствующие 
преобразования). Метод change_vars автоматически 
запускается в методе propagate перед интегрирова-
нием уравнений движения, осуществляя переход 
к переменным выбранной пользователем модели.

Часть графа преобразований систем координат 
для моделей движения, использующих эфемериды 
небесных тел, показана на рис. 2. Здесь есть не-
сколько групп систем координат. Системы коорди-
нат sors, scrs, mer, ssrf_em связаны с Луной, системы 
itrs, gcrs, gsrf_se, gsrf_em связаны с Землей, а системы 
hcrs, hsrf_se связаны с Солнцем. Описания аббре-
виатур можно найти в справке на GitHub [44]. Ана-
логично в библиотеке реализованы преобразования, 
отвечающие стрелкам. Метод change_system, реали-
зующий преобразования между любыми системами 
координат, находит кратчайший путь между верши-
нами и выполняет всю цепочку необходимых пре-
образований. Реализованы также преобразования 
между системами координат в других моделях 

units:
earth,
moon

units:
earth,
moon

rv_stmee_stm oe_stm

units:
earth,
moon

units:
earth,
moon

rvmeem oem

units:
earth,
moon

units:
earth,
moon

rvee oe

Рис. 1. Граф преобразований переменных в классе 
Trajectory для моделей движения, использующих эфе-
мериды небесных тел.
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движения – круговой ограниченной задаче трех тел 
и бикруговой ограниченной задаче четырех тел, а 
также в задаче Хилла.

Похожий граф преобразований есть и для пре-
образования систем единиц; метод, отвечающий за 
это преобразование, называется change_units.

Итак, в любой момент пользователь может вы-
звать методы change_vars, change_system, change_
units, и тогда преобразования затронут все фазовые 
состояния в массиве фазовых состояний tr.states. 
Преобразования переменных и систем координат 
реализованы в модуле Translations.f90.

Рассмотрим несколько конкретных примеров 
использования модуля Trajectory. Начнем с простей-
шего примера. В модели задачи двух тел круговую 
орбиту можно получить следующим образом (с точ-
ностью до настроек осей графика и шрифтов):

t0 = 0.0 
s0 = numpy.array([1, 0, 0, 0, 1, 0]) 
jd0 = kiam.juliandate(2022,4,30,0,0,0) 
tr = Trajectory.Trajectory(s0, t0, jd0, ’rv’, ’gcrs’, 
’earth’) 

tr.set_model(’rv’, ’r2bp’, ’earth’, []) 
tr.propagate(2*numpy.pi, 10000) 
fig = tr.show(’xy’, language=’rus’)

В результате будет рассчитана траектория с на-
чальным временем t0 = 0, начальным состоянием 
(положение и скорость) x0=[4.0,0,0,0,0.5,0] в системе 
отсчета GCRS (геоцентрическая небесная система 
координат) в безразмерной системе единиц ’earth’ 
(гравитационный параметр равен единице, единица 
расстояния – радиус Земли, единица скорости – 
первая космическая скорость) на одном витке (пе-
риод орбиты равен одной безразмерной единице 
времени). Последняя строчка запускает команду 
отображения орбиты в проекции на плоскость зем-
ного экватора на рисунке (рис. 3).

Приведем пример интегрирования траектории 
с управлением (с точностью до настроек осей гра-
фика и шрифтов):

units = kiam.units(’sun’) 
AU = units[’AccUnit’] 
TU = units[’TimeUnit’] 
engine = SPT50()

vars:
rv, rvm

vars:
rv, rvm

vars:
rv, rvm

vars:
rv, rvm

vars:
rv, rvm

vars:
rv, rvm

vars:
rv, rvm

vars:
rv, rvm

vars:
rv, rvm

hcrs

gcrsitrs

hsrf_se

sors

scrs

scrs ssrf_em

gsrf_se

gsrf_em

Рис. 2. Граф преобразований систем координат, связанных с Землей, Луной и Солнцем в классе Trajectory.
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engine.force /= AU 
engine.specific_impulse /= TU*24*3600

def control(t, x): 
force_vector = x[3:6]/norm(x[3:6]) * engine.force 
specific_impulse = engine.specific_impulse 
return force_vector, specific_impulse

t0 = 0.0 
jd0 = kiam.juliandate(2023,1,1,0,0,0) 
s0 = numpy.array([1,0,0,0,1,0,100]) 
tr = Trajectory(s0, t0, jd0, ’rvm’, ’hcrs’, ’sun’) 
tr.set_model(’rvm’, ’nbp’, ’sun’, [’jupiter’]) 
tr.model[’data’][’jd_zero’] = jd0 
tr.model[’data’][’area’] = 2.0 
tr.model[’data’][’mass’] = s0[6] 
tr.model[’control’] = control 
tr.propagate(500/TU, 100) 
tr.show(’xy’)

В первых трех строках загружается система еди-
ниц, связанная с Солнцем: единицей расстояния 
является 1 а.е., единицей скорости – круговая ско-
рость вокруг Солнца на расстоянии 1 а.е., гравита-
ционный параметр Солнца равен единице. Далее 
создается экземпляр класса SPT50, содержащий 
информацию о двигателе малой тяги СПД-50; его 
сила и удельный импульс приводятся к безразмерной 
системе единиц. Далее определяется функция 
control, которая сопоставляет моменту времени 

и фазовому вектору аппарата силу тяги и удельный 
импульс. Затем задаются начальные условия, объект 
траектории, модель. Траектория распространяется 
на интервале 500 дней. В процессе интегрирования 
используются уравнения движения и интегратор, 
реализованные на Fortran, но при каждом обраще-
нии к функции правой части производится вызов 
функции control, написанной на Python. Функция 
control кроме вектора силы тяги выдает также удель-
ный импульс: это может быть полезно в тех случаях, 
когда величина удельного импульса может быть 
переменной. В результате выводится график траек-
тории на плоскости международной небесной сис-
темы координат (рис. 4).

Рассмотрим пример с более сложной динамикой: 
движение вокруг Луны с учетом гравитационного 
притяжения Земли и Солнца, а также сложного поля 
Луны до 10-й степени и порядка включительно (с 
точностью до настроек осей графика и шрифтов):

units = kiam.units(’moon’) 
t0 = 0.0 
s0 = numpy.array([3, 0.01, 
kiam.deg2rad(80), 0, 0, 0]) 
jd0 = kiam.juliandate(2022,4,30,0,0,0) 
tr = Trajectory.Trajectory(s0, t0, jd0, ’oe’, ’mer’, 
’moon’) 
tr.set_model(’rv’, ’nbp’, ’moon’, [’earth’, ’sun’, 
’cmplxmoon’]) 
tr.model[’data’][’jd_zero’] = jd0 
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Рис. 3. Круговая экваториальная орбита, проинтегрированная на одном витке в модели задачи двух тел.
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tr.model[’data’][’mass’] = 100.0 
tr.model[’data’][’area’] = 2.0 
tr.model[’data’][’order’] = 10 
tr.propagate(10/units[’TimeUnit’], 5000) 
tr.change_system(’mer’) 
tr.change_vars(’oe’) 
tr.change_units(’dim’) 
tr.show(’e’, language=’rus’)

В результате будет получена траектория с началь-
ным временем t0 = 0, начальными классическими 
орбитальными элементами a0 = 3 (большая полуось, 
безразмерные единицы), e0 = 0.01 (эксцентриситет 
орбиты), i0 = 80° (наклонение орбиты), W0 = 0° (дол-
гота восходящего узла), w0 = 0° (аргумент перицен-
тра), J0 = 0° (истинная аномалия) на интервале вре-
мени 10 дней. Орбитальные элементы даны в свя-
занной с Луной системе координат MER.

При исполнении команды tr.propagate перемен-
ные будут трансформированы в декартовы положе-
ние и скорость, а система координат – в систему 
SCRS, так как именно в этих терминах определяется 
модель и правые части уравнений, соответствующие 
параметрам ’rv’ и ’nbp’ в строке с tr.set_model. После 
интегрирования уравнений движения переменные 
останутся ’rv’ (положение и скорость), а система 
координат останется SCRS. Так как орбитальными 
элементами обычно интересуются в связанной с не-
бесным телом системе координат, в примере выше 

после интегрирования идут команды, которые воз-
вращают все фазовые состояния рассчитанной тра-
ектории в систему MER, классическим орбитальным 
элементам и размерной системе единиц. Последняя 
строка отображает график эволюции эксцентриси-
тета с течением времени (рис. 5).

Для анализа видимости поверхности небесного 
тела полезно визуализировать подспутниковую 
трассу орбиты – точки поверхности тела, в которых 
ее пересекает радиус-вектор аппарата в ходе орби-
тального движения. На следующем примере пока-
зано, как отобразить подспутниковые точки на низ-
кой окололунной орбите. Сначала рассчитывается 
окололунная орбита:

units = kiam.units(’moon’) 
t0 = 0.0 
s0 = numpy.array([1.2, 0.01,

kiam.deg2rad(80), 0, 0, 0])
jd0 = kiam.juliandate(2022,4,30,0,0,0) 
tr = Trajectory.Trajectory(s0, t0, jd0, ’oe’, ’mer’, 

’moon’)
tr.set_model(’rv’, ’nbp’, ’moon’, [’earth’, ’sun’, 

’cmplxmoon’])
tr.model[’data’][’jd_zero’] = jd0 
tr.model[’data’][’mass’] = 100.0 
tr.model[’data’][’area’] = 2.0 
tr.model[’data’][’order’] = 40 
tr.propagate(1.0/units[’TimeUnit’], 10000) 
tr.change_system(’mer’)
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Рис. 4. Пример плоской траектории с малой тягой вокруг Солнца.
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Далее средствами рисования графиков (напри-
мер, пакета plotly) формируется графический объект 
траектории

traj_go = go.Scatter3d( 
x=tr.states[0, :], 
y=tr.states[1, :], 
z=tr.states[2, :], 
mode=’lines’, 
line=’color’: ’rgb(178,34,34)’, ’width’: 3),

рассчитываются расстояния до притягивающего 
центра

r = numpy.sqrt(tr.states[0, :] ** 2 + 
tr.states[1, :] ** 2 + 
tr.states[2, :] ** 2)

координаты подспутниковых точек (радиус Луны 
принят равным единице)

traj_surf_go = go.Scatter3d( 
x=tr.states[0, :]/r, 
y=tr.states[1, :]/r, 
z=tr.states[2, :]/r, 
mode=’lines’, 
line=’color’: ’rgb(178,34,34)’, ’width’: 3)

В модуле kiam.py есть возможность отображения 
поверхности Луны:

fig_moon = kiam.body_surface(’moon’) 
moon_go = fig_moon[’data’][0]

Наконец, на экран выводятся все графические 
объекты:

fig_traj = go.Figure() 
fig_traj.add_trace(traj_go) 
fig_traj.add_trace(moon_go) 
fig_traj.add_trace(traj_surf_go)

Результат приводится на рис. 6.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработана новая программная библиотека для 
проектирования и моделирования орбитального 
движения космического аппарата KIAM Astro
dynamics Toolbox. Библиотека написана на языках 
Fortran (основные вычислительные модули) и Python 
(интерфейсы к ним, а также высокоуровневые 
классы). Библиотека позволяет выполнять преобра-
зования переменных, систем координат и систем 
единиц, получать эфемеридную информацию о дви-
жении небесных тел, интегрировать и визуализиро-
вать траектории космических аппаратов в выбран-
ной модели с заданными начальными условиями. 
Библиотека находится в открытом доступе, свободна 
для использования и рассчитана на специалистов в 
области механики космического полета и обуча-
ющихся по соответствующим программам подго-
товки. Она является альтернативой существующим 
проприетарным решениям с пользовательским гра-
фическим интерфейсом, а также аналогичным прог-
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Рис. 5. Эволюция эксцентриситета окололунной орбиты в сложной модели движения.
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раммным библиотекам, заметно ограниченным по 
функционалу.
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The KIAM Astrodynamics Toolbox, a new software library for designing spacecraft orbital motion, is introduced. 
The toolbox is developed at the Keldysh Institute of Applied Mathematics of the Russian Academy of Sciences 
using Fortran and Python languages, thus combining the computational speed and the flexibility of program 
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1. ВВЕДЕНИЕ
Гидродинамические неустойчивости Рихтмайера-

Мешкова (НРМ) [1, 2], Кельвина–Гельмгольца 
(НКГ) [3], Рэлея–Тейлора (НРТ) [4] и вызванное 
ими турбулентное перемешивание веществ (ТП) 
могут приводить к диссипативным потерям и к на-
рушению симметрии схождения мишеней управля-
емого термоядерного синтеза (ИТС), что в итоге не 
позволяет получить зажигание горючего [5]. По-
этому исследования этих сложнейших течений в 
настоящее время интенсивно проводятся как экспе-
риментально, так и численно во многих научных 
центрах. Разрабатываемые математические коды 
всегда требуют экспериментальной проверки.

На начальном этапе имеющиеся на контактной 
границе веществ малые возмущения под действием 
неустойчивостей начинают расти и довольно быстро 
выходят на насыщение и нелинейную стадию, на 
которой происходит взаимодействие и разрушение 
различных мод и формирование зоны турбулентного 
перемешивания. Законы развития этой зоны пере-

мешивания, а также варианты ее взаимодействия с 
классическими сильными и слабыми разрывами 
представляют существенный интерес [6–8]. На про-
тяжении десятилетий одним из основных вопросов 
остается вопрос о влиянии начальных (случайных 
или детерминированных) возмущений на переход 
к развитому перемешиванию.

Ориентируясь на задачи ИТС, значительный ин-
терес представляют многослойные системы, в ко-
торых возможно не только развитие НРМ, НКГ, но 
также взаимодействие вторичных волн с зонами 
перемешивания, развитие вторичных неустойчиво-
стей и т.д. Такой комплексной задачей являются, 
например, трехслойные газовые системы в ударной 
трубе. Контактные границы между газами могут 
иметь различную форму, газы могут иметь различное 
соотношение плотностей (воздух-SF6, воздух-He, 
воздух-Xe), конец трубы может быть закрыт или 
открыт (прошедшая ударная волна отражается от 
стенки и повторно взаимодействует с зонами пере-
мешивания). Все эти вариации приводят к суще-
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ственно различающимся волновым картинам и реа-
лизуют различные режимы роста начальных возму-
щений. Исследованию этих задач посвящено боль-
шое число работ [9–19], где экспериментально и 
численно изучаются различные аспекты реализую-
щегося течения.

В данной работе представлены задачи этого типа, 
которые можно рассматривать как хорошую воз-
можность взаимной проверки диагностических дан-
ных, получаемых в натурных экспериментах и чис-
ленных кодах, использующихся для моделирования 
гидродинамических неустойчивостей.

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Эксперименты проводились на ударной трубе в 

РФЯЦ-ВНИИЭФ (рис. 1). Техника эксперимента 
и диагностические методики подробно описаны 
в предыдущих сходных работах [9, 15, 16]. Ударная 
труба имеет сечение внутреннего канала 40×40 мм, 
состоит из камеры высокого давления (драйвера), 
камеры низкого давления и измерительной секции, 

состоящей из двух оптически прозрачных отсеков, 
между которыми в ряде опытов устанавливалась 
3D- или 2D-сетка из медной проволочки или из 
полихлорвиниловых нитей. Контактная граница, на 
которую накладывалась сетка (КГ2), имела угол из-
лома 152°. На сетку накладывалась тонкая (34 мкм) 
полимерная пленка. Размер ячейки 3D-сетки со-
ставлял 5 × 5 мм, толщина медных проволочек — 
0,1 мм, толщина нитей ПВХ — 0,06 мм. В 2D-сетке 
поперечный ряд проволочек отсутствовал, рас-
стояние между проволочками составляло 5 мм.

Верхний отсек измерительной секции (КГ1) от-
делялся от камеры низкого давления трубы тонкой 
(3–4 мкм) плоской полимерной пленкой. Камеры 
высокого и низкого давления трубы разделялись 
между собой диафрагмой из лавсана толщиной 
s ≈ 0,1 мм. Камера высокого давления заполнялась 
сжатым гелием или сжатым воздухом до определен-
ного избыточного давления. В камере низкого дав-
ления и в нижнем отсеке измерительной секции 
находился воздух при атмосферном давлении. 
Верхний отсек измерительной секции заполнялся 
либо гелием, либо SF6 при атмосферных условиях. 
Нижний торец измерительной секции в ряде опытов 
был закрыт жесткой горизонтальной стенкой из 
оргстекла толщиной 20 мм. В вертикальных стенках 
ударной трубы располагались отметчики времени 
(пьезокерамические датчики давления Д1, Д2) для 
определения скорости падающей ударной волны.

Ударная труба работала следующим образом. 
Саморазрыв диафрагмы, отделяющей камеру высо-
кого от камеры низкого давления, происходил, когда 
при заполнении драйвера сжатым газом давление 
превышало критическое. По камере низкого давле-
ния (по воздуху) распространялась ударная волна, 
которая при выходе на КГ1 инициировала развитие 
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95
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Рис. 1. Схема постановки опытов.

а) схема ударной трубы; б) фотография измерительной секции с 3D-сеткой 5×5 мм; Д1, Д2 – отметчики времени; 
КГ1, КГ2 – контактные границы
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НРМ. Со временем ударная волна достигала КГ2 и 
инициировала совместное развитие НРМ и НКГ 
(из-за излома КГ2), приводящих к турбулентному 
перемешиванию газов. Регистрация течения прово-
дилась скоростной видеокамерой шлирен-методом, 
которая запускалась от электроконтакта.

На рис. 2 и 3 представлены кинограммы некото-
рых экспериментов. На кинограммах М – число 
Маха падающей на КГ1 ударной волны.

По кинограммам видно, что при проходе УВ из 
гелия в воздух возмущение от излома КГ2 не пере-
ворачивается (рис. 2), при проходе УВ из SF6 в воз-
дух – переворачивается (рис. 3). Кроме этого, при 
отсутствии сетки на КГ2 из углового возмущения 
растет ярко выраженный пузырь (локальное возму-
щение), при наличии сетки пузырь менее выражен. 
Это говорит о том, что интенсивно развивающаяся 
из-за сетки зона ТП частично поглощает локальное 
возмущение. Ширина зоны ТП при наличии сетки 
больше, чем без сетки, т.е. увеличение шероховато-
сти КГ приводит к увеличению ширины зоны тур-
булентного перемешивания (ЗТП).

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ ПО ПРОГРАММАМ 

NUT3D И BIC3D
Численное моделирование опыта № 1 в ИПМ 

РАН было выполнено с использованием двух прог-
раммных комплексов NUT3D [20-22] и BIC3D 
[23–26], реализующих две различные численные 
методики. Методики включают в себя численное 
решение уравнений невязкой газодинамики в форме 
Эйлера.

Моделирование проводится без привлечения 
каких-либо дополнительных моделей турбулентно-
сти для описания пульсационных составляющих 
характеристик течения – так называемый неявный 
метод крупных вихрей. Данный подход подразуме-
вает, что используемая численная схема действует 
подобно явной подсеточной модели в классическом 
методе крупных вихрей, определяя масштаб, на ко-
тором происходит диссипация турбулентных пуль-
саций и пренебрегая вкладом от более мелких мас-
штабов.

3.1. Постановка задачи

Общая длина ударной трубы составляла 1730 мм, 
что при масштабе амплитуды начальных возмуще-
ний порядка 0,1 мм и использовании однородной 
сетки привело бы к числу сеточных элементов по-
рядка 109 и значительным вычислительным ресур-
сам. По этой причине для трехмерного моделиро-
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Рис. 2. Кинограмма течения в опыте № 1 со слойкой 
воздух-гелий-воздух (М = 1,25).
1 — гелий; 2 — воздух; 3 – ударная волна; 4 – КГ2; 
5 — ЗТП1 на КГ1; 6 — ЗТП2 на КГ2; время отсчитыва-

ется от прихода падающей ударной волны на КГ1

30
 м

м

231,6 мкс 491,6 мкс 571,6 мкс 731,6 мкс 1071,6 мкс

4

1

2

3 6

5

7

5

6

4

2 3 6
7

7

5

6

30
 м

м

360,9 мкс 500,9 мкс 880,9 мкс660,9 мкс580,9 мкс

а)

б)
Рис. 3. Кинограмма течения в опытах со слойкой 
воздух-SF6-воздух.
а) опыт № 6 с 3D-сеткой, М = 1,2; б) опыт № 25 без 

сетки, М = 1,4.
1 – SF6; 2 – воздух; 3 – ударная волна; 4 – КГ2; 5 – 
ЗТП1 на КГ1; 6 – ЗТП2 на КГ2; 7 – отраженная от 
жесткой стенки волна; время отсчитывается от при-

хода падающей ударной волны на КГ1
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вания был выбран только участок ударной трубы от 
нижнего торца до координаты по вертикали чуть 
выше КГ1, а именно, z  = 360 мм. В части трубы 
z > 260 мм задавались параметры течения, соответ-
ствовавшие зафиксированной в экспериментах ско-
рости ударной волны. Кроме того, базовый размер 
ячеек в поперечном направлении (x, y) составлял 
Δ1 = 0,4 мм, а в вертикальном направлении (z) – 
Δ2 = 0,2 мм. В вертикальной области от 120 мм до 
240 мм сетка имела уплотнение с размером ячеек 
Δ3 = 0,1 мм. Таким образом, максимальное число 
ячеек составляло 2,4 ∙ 107, что позволило суще-
ственно ослабить требования к вычислительным 
ресурсам и выполнить большее число расчетов с раз-
личными вариантами начальных возмущений.

Параметры газов соответствовали давлению 1 атм 
и температуре 20 °C. Скорость ударной волны, ини-
циированной драйвером, составляла 429 м/c.

При прохождении падающей ударной волны че-
рез пленку, разделяющую изначально газы, проис-
ходит ее разрушение на фрагменты различной ве-
личины, которые отвечают за мелкомасштабные 
начальные возмущения. Разрушение пленки опре-
деляется ее внутренним состоянием и в гидродина-
мическом расчете не моделируется, поэтому возни-
кает необходимость задания реалистичных мелко-
масштабных возмущений, имитирующих разруше-
ние пленки. Как известно, от вида начальных воз-
мущений достаточно сильно зависит переход 
к перемешиванию [27], поэтому желательно задать 
их наиболее приближенными к эксперименту. Из 
опытов приблизительно известны диапазон длин 
волн и амплитуда, определяемые по размерам фраг-
ментов пленки. Следуя работам [13, 28], для имита-
ции разрушения пленки будем задавать случайное 
возмущение контактных поверхностей в виде:

	 ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
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cos cos

cos sin
, ,

sin cos
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 + 

∑ 	(1)

где Фурье-коэффициенты amn,…,dmn, выбираются 
случайным образом на основе нормального распре-
деления, а затем нормируются для получения жела-
емого среднеквадратичного отклонения амплитуды, 
S — нормировочный множитель. Волновые векторы 
определяются выражениями kxm = 2pm/Lx и kyn = 
= 2pn/Ly, Lx и Ly — поперечные размеры ударной 
трубы. Суммирование в (1) проводится по допусти-
мому диапазону длин волн, которым будут соответ-

ствовать определенные пары волновых чисел m и n. 
Посредством варьирования спектра начальных воз-
мущений возможно добиться лучшего согласия 
между численными и экспериментальными дан-
ными. Численные расчеты для выбранного опыта 
были выполнены как в присутствии начальных воз-
мущений на контактных границах, так и без них.

3.2. Физико-математическая модель

В качестве основной физико-математической 
модели выступала модель многокомпонентной не-
вязкой нетеплопроводной газовой динамики. Со-
ответствующая система уравнений выглядит следу-
ющим образом:
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	 (2)

где ρ — массовая плотность, vi – компоненты ско-
рости, Ca — массовая концентрация, p – давление, 
E — удельная полная энергия: E = e + vkvk/2. По по-
вторяющимся индексам подразумевается суммиро-
вание. Замыкающие уравнения состояния записы-
ваются в модели идеального газа: pa = (ga – 1)raea, 
где ρa – фазовые или парциальные плотности ве-
ществ, γa – показатели адиабаты, εa – удельная внут-
ренняя энергия компоненты a. В предположении 
термодинамического равновесия различных ком-
понент для идеальных газов можно аналитически 
получить выражение для связи термодинамических 
параметров смеси, а именно, p = (g – 1)re, где 

	 ( )1
1 1V

V
C C

C a a a
a

g = + g -∑ , V VC C Ca a
a

= ∑ , 

CV  – теплоемкость вещества при постоянном объеме. 
Использование данной модели физически оправдано 
и не требует каких-либо дополнительных приближе-
ний, так как в качестве исследуемых веществ исполь-
зуются легкие газы. Систему (2) удобно записать в 
векторном виде, удобном для дальнейшего исполь-
зования при описании используемых численных схем:

	 ( ) 0,i
t i∂ + ∂ =U F U 	 (3)

где U — вектор консервативных переменных, 
F i(U) — соответствующие потоковые функции вдоль 
координатных направлений.
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3.3. Численный метод

NUT3D – это трехмерный параллельный прог-
раммный комплекс, ориентированный на решение 
задач физики высоких плотностей энергии. Помимо 
модуля расчета газодинамики (2), NUT3D содержит 
модули расчета переноса тепла в диффузионном 
приближении, а также работает с любыми полными 
термодинамически согласованными уравнениями 
состояния. Моделирование может вестись в одной 
из ортогональных систем координат: декартовой, 
цилиндрической или сферической.

Для получения дискретных аналогов исходных 
дифференциальных уравнений (2) используется 
метод конечных разностей. Для этого область мо-
делирования представляется в виде численной ор-
тогональной сетки. Таким образом, дискретная 
система уравнений может быть записана в следу-
ющем виде:
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(4)

где U – вектор консервативных переменных, F – 
потоки через грани ячеек, S – соответствующие 
площади граней ячейки, V – объем ячейки. Вычис-
ление потоков через грани ячеек происходит как 
значений функций, зависящих от решения задачи 
о распаде произвольного разрыва. В соответствии с 
работой [29] для определения левых и правых зна-
чений вектора переменных на грани используется 
линейная интерполяция с применением ограничи-
телей антидиффузионных потоков [30]. Решение 
задачи о распаде разрыва может происходить как 
точно, так и приближенно. Точное решение задачи 
о распаде разрыва возможно при использовании 
УРС идеального газа, а также задействует итераци-
онные методы нахождения корня нелинейного урав-
нения для давления, вырабатывающегося в резуль-
тате распада разрыва. По этой причине в расчетах с 
другими УРС, а также достаточно ресурсоемких, 
предпочтительнее использовать приближенные ме-
тоды решения задачи о распаде разрыва. В NUT3D 
основным методом решения задачи о распаде раз-
рыва является HLLC [31].

В соответствии с методом расщепления по фи-
зическим процессам на следующем этапе при необ-
ходимости численно решается уравнение теплопро-
водности:

	
( )

T

T
q 0,

t

∂re
+ ∇ =

∂ 	 (5)

где ( )Tq T T= -κ ∇ . Численное решение уравнения 
(5) происходит в соответствии с работой [32], в ко-
торой предложен итерационный процесс по нели-
нейности в коэффициенте теплопроводности. Со-
ответствующая численная схема выглядит следу-
ющим образом:
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(6)
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, Т* на грани в со-

ответствии с работой [33] дается выражением
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Остальные потоки тепла аппроксимируются анало-
гичным образом. Таким образом, получается система 
линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) отно-
сительно вектора переменных Тs+1.

При расщеплении по координатным направле-
ниям возможно решение исходной СЛАУ (6) после-
довательным обращением соответствующего коли-
чества трехдиагональных матриц методом прогонки. 
Данный подход может способствовать выделению 
какого-либо приоритетного направления, поэтому 
необходимо чередовать последовательность обра-
ботки координатных направлений. Также возможно 
решение исходной СЛАУ (6) каким-либо итераци-
онным методом, например методом сопряженных 
градиентов с предобуславливателем.

Для вычисления термодинамических параметров 
в смешанных ячейках используется pT-приближе-
ние, предполагающее, что за время гидродинами-
ческого шага давление и температура различных 
компонент смеси успевают выровняться и достиг-
нуть термодинамического равновесия. Также пред-
полагается, что движение всех компонент описыва-
ется одной средней скоростью смеси. Кроме того, 
предполагается, что между компонентами в сме-
шанной ячейке имеется контактная граница. В этом 
случае массовые и объемные концентрации вводятся 
выражениями: Сa = ma /m и fa = Va /V. Плотности 
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компонент по определению ρa = ma / Va = Сa / fαρ. 
Таким образом, возникает следующая система урав-
нений для нахождения равновесного давления, тем-
пературы и плотностей компонент (или объемных 
концентраций) по известным внутренней энергии 
и плотности смеси после решения задачи о распаде 
разрыва:
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a a a
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Данная система содержит Na + 2 уравнений, где 
Na  — число компонент в ячейке, при необходимости 
число уравнений может быть уменьшено до Na.

Для решения системы (7) используется комби-
нация метода деления отрезка пополам и метода 
Ньютона. В связи с тем, что решение данной сис-
темы зачастую лежит близко к асимптотам, то ис-
пользование метода деления отрезка пополам явля-
ется обязательным условием для поиска начального 
приближения для метода Ньютона. В результате 
в большинстве случаев выполняется два и более 
(в зависимости от числа компонент) циклов итера-
ций, что при большом числе смешанных ячеек не-
гативно сказывается на общей производительности 
программы.

Отметим, что если в качестве независимых тер-
модинамических переменных выбрать р и Т вместо 
ρ и Т, тогда система, аналогичная (7), содержала бы 
всего 2 уравнения, что является более приемлемым 
вариантом с вычислительной точки зрения.

Возможно использование другого подхода к опи-
санию состояния в смешанных ячейках, при котором 
каждая компонента смеси занимает весь объем 
ячейки (кинетический подход). В этом случае сис-
тема уравнений для определения равновесного дав-
ления и температуры выглядит следующим образом:
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При известных ρ, e и Сa данная система требует 
решения только уравнения для нахождения равно-
весной температуры.

BIC3D – это параллельный программный ком-
плекс для численного решения трехмерных эволю-
ционных гиперболических систем законов сохра-
нения по бикомпактным схемам из [23–26].

Предполагается, что расчетная область имеет 
форму параллелепипеда. Пространственная биком-

пактная аппроксимация четвертого порядка стро-
ится на декартовой сетке, дополненной вспомога-
тельными узлами с полуцелыми индексами:

	
1 11 , , ;{( )}x y z

j k lx y zW = W × W × W =

	 { }1 0 1/2 1 3/2 2 ;
d

d
Nd d d d d dW = < < < < < … <

  , 1d i i ih d d+= -  – шаг по d,   0,1, , 1.di N= … - 	 (9)
На временной оси вводятся слои tn, n  = 0, 1, ...; 
t  = τn = tn+1 – tn — шаг по t. Численное решение пред-
ставляется в виде сеточной функции , ,

n
i j kU , значения 

которой аппроксимируют значения точного реше-
ния U(x,y,z,t) в узлах сетки Ω в моменты времени 
t  = tn.

В бикомпактных схемах из [23, 24] используется 
локально-одномерное расщепление по простран-
ству. Помимо него, осуществляется потоковое рас-
щепление Лакса–Фридрихса–Русанова (ЛФР). 
Совместное применение этих расщеплений озна-
чает, что при каждом переходе со слоя на слой трех-
мерная система (2) разбивается на шесть одномер-
ных подсистем вида
	 ( ), 0,d

t d
±∂ + ∂ =U F U 	 (10)

где ,
2( ) 0.5 ( )d d dC± = ±F U F U U  (формула для 2

dC  будет 
приведена позднее). Одномерные подсистемы (2) 
решаются при помощи одномерных бикомпактных 
схем вдоль линий сетки – прямых, проходящих че-
рез узлы сетки Ω параллельно координатным осям. 
Обозначим оператор послойного перехода всякой 
одномерной бикомпактной схемы для (2) как 

, ( ).d
BS ± τ  Введем операторы , ,( ) ( ) ( ).d d d

B B BS S S- +τ = τ τ  
Результирующая локально-одномерная бикомпак-
тная схема для исходной системы (2) имеет оператор 
послойного перехода

	 ( ) ( ) .
2 2 2 2

x y z y x
B B B BB BS S S S S S

τ τ τ τ       τ = τ       
       

	(11)

Заметим, что точность пространственного расщеп-
ления повышена по методу Марчука–Стрэнга.

Аппроксимация по времени в бикомпактных 
схемах строится при помощи чисто неявных и не-
явно-явных методов Рунге–Кутты (РК). В BIC3D 
реализованы методы РК обоих типов от первого до 
четвертого порядков включительно. Временные 
дискретизации четных порядков лучше подходят 
для счета гладких решений, нечетных – для счета 
разрывных решений. Неявно-явные бикомпактные 
схемы экономичнее, так как в них исключены нью-
тоновские итерации; чисто неявные бикомпактные 
схемы точнее и генерируют меньшие осцилляции у 
фронтов сильных разрывов.
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В расчетах, результаты которых представлены 
в следующем разделе, операторы , ( )d

BS ± τ  отвечали 
неявно-явной схеме BiC4-IMEX3 из [24]. Эта схема 
имеет четвертый и третий порядки аппроксимации 
по пространству и времени соответственно.

Для подавления эффекта Гиббса в бикомпактных 
схемах повышенного порядка аппроксимации по 
времени применяется метод консервативной моно-
тонизации [25]. Он имеет один настраиваемый па-
раметр C1 ≥  0. При C1 =  0 монотонизация отсут-
ствует, при C1 → ∞ она максимальна (от численного 
решения в каждой ячейке остается лишь интеграль-
ное среднее). Метод [25] основан на сравнении ре-
шения высокоточной схемы (B, в данном случае 
бикомпактной) с решением монотонной схемы-
партнера (A). В BIC3D в качестве схемы A выбран и 
реализован локально-одномерный “явный уголок” 
с расщеплением ЛФР. Оператор послойного пере-
хода этой схемы имеет вид:

	 ( ) ( ) ( ) ( ).z y x
A A AAS S S Sτ = τ τ τ 	 (12)

Здесь ( ) ( ) ( ), ,d d d
A A AS S S- +τ = τ τ , где ( ),d

AS ± τ  – опера-
торы послойного перехода одномерного “явного 
уголка” для (2).

Коэффициенты 2
dC  и шаг τ  задаются перед 

каждым переходом со слоя на слой по формулам

	

( )

 

2 max

,

max

max , ,

0.5 ;

min
min ;

1

max ( ),

d d

i d i
dd

d d n
j k l

C V

h

V

V V
W

= + δ

κ
τ =

+ δ

= U

	 (13)

где V d(U) – мажоранты для модулей собственных 
значений матриц ( ) ( )d d= ∂UA U F U , δ > 0 – коэф-
фициент запаса, κ > 0 – число Куранта.

3.4. Программная реализация

BIC3D реализован на языке C++ в рамках тех-
нологии MPI и предназначен для использования на 
многопроцессорных вычислительных системах. 
В соответствии со структурой численного подхода 
(см. предыдущий раздел), а именно, использование 
локально одномерного расщепления по координат-
ным направлениям, в качестве идеологии распарал-
леливания используется геометрический паралле-
лизм. В этом случае в пределах одной стадии такого 
расщепления вычисления на параллельных линиях 
сетки не связаны между собой, и потому могут осу-
ществляться одновременно. Метод консервативной 
монотонизации из [25] также легко распараллели-
вается: для построения монотонизированного ре-

шения в каждом узле нужны данные лишь от ячеек, 
которым он принадлежит.

Пусть число процессов равно np. Разобьем всю 
совокупность ячеек сетки на np горизонтальных 
слоев равной толщины Mz = Nz /np (в ячейках) и np 
вертикальных слоев равной толщины Mx = Nx/np. 
Ради простоты записи мы полагаем, что Nz, Nx де-
лятся нацело на np. Процесс ранга 0, 1pr n= -  имеет 
дело не со всей сеткой Ω, а лишь с ее подмноже-
ствами

	 { }1 1 : 0 ;x y
r l z zz l rM Mw = W × W × ≤ - ≤

	 { } 11 .: 0 y z
r j x xx j rM M′w = ≤ - ≤ ×W × W 	 (14)

Соответственно, процесс ранга r оперирует двумя 
сеточными функциями (массивами) решения, опре-
деленными на сетках rw , r′w .

Опишем алгоритм перехода со слоя tn на слой tn+1 
с точки зрения процесса ранга r.

1. Найти , ,max ( )
r

d n
j k lV

w
U . Если r  ≠ 0, то отправить 

эти максимумы процессу ранга 0 и в ответ получить 
величины max

dV . Если r  = 0, то собрать данные от 
остальных процессов, вычислить величины max

dV  и 
разослать их остальным процессам. Вычислить 2

dC  
и t по формулам (4).

2. Рассчитать на wr промежуточное решение 

	
2 2

.B y x n
BBS S

τ τ   =    
   

Y U  

Действие, например, , ( 2)x
BS + τ  на nU  реализуется 

так: с помощью одномерной бикомпактной схемы 
для всех 0 yk N≤ ≤ , 0 z zl rM M≤ - ≤  решить под-
систему (2) с индексами (x, +) вдоль прямой y = yk, 
z = zl при половинном временном шаге, используя 
в качестве начальных данных Un.

3. Разбить массив решения YB на wr сообразно 
разбиению множества ячеек на вертикальные слои; 
полученные части этого массива разослать по соот-
ветствующим процессам (рис. 1); собрать данные, 
присланные другими процессами. Как результат, 
у данного процесса в распоряжении окажется все то 
же решение YB, но теперь уже на r′w .

4. Рассчитать на r′w  промежуточное решение 
( .)B z B

BS= τY Y

5. Выполнить операцию, обратную (симметрич-
ную по x, z) операции из шага 3. У данного процесса 
получится решение BY  на wr.

6. Рассчитать на wr финальное решение схемы B 

на слое tn+1: 
2 2

.B x y B
B BS S

τ τ   =    
   

U Y
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7. Получить на wr вспомогательное решение U A, 
повторяя шаги 2–5 для схемы A, учитывая при этом 
формулу (3) для ее оператора послойного перехода.

8. Провести монотонизацию решения U B при 
помощи решения U A по методу из [22]. При испол-
нении этой операции необходимо обменяться с 
процессами r  ± 1 данными с плоскостей l = rMz, l = 
= (r + 1)Mz.

9. Искомое решение 1n+U  на wr найдено, переход 
на слой tn+1 завершен.

Барьерные синхронизации процессов выполня-
ются в начале каждого перехода со слоя на слой и 
перед операциями обменов. Ясно, что при C1 = 0 из 
алгоритма исключаются шаги 7, 8.

В работе [26] было проведено исследование 
BIC3D на эффективность распараллеливания: она 
составляет от 70% при условии (min )/2.p d dn N≤

В завершение дадим практические рекомендации 
по работе с BIC3D. При использовании комплекса 
пользователь задает:

•• Физическую модель – функции F d(U) и V d(U). 
Решение задачи Римана (Riemann solver) специ-
фицировать не нужно из-за глобального расщеп-
ления ЛФР.

•• Пространственную сетку Ω через задание сеток 
1
dW  (как массивов узлов).

•• Начальные условия в виде функции для вычис-
ления начальных значений либо уже готового 

файла данных, содержащего эти значения (оче-
видно, размеры файла должны соответствовать 
сетке Ω).

•• Типы условий на всех границах расчетной об-
ласти. Поддерживаются: условия первого рода 
(для них необходимо дополнительно задать 
функции для вычисления граничных значений), 
условия отражения, условия свободного выхода 
и периодические условия.

•• Параметры δ, κ, C1. Рекомендуемые значения: 
C1 = 0 и любое κ при счете гладких решений, 
C1 = 10, κ ≥ 0.6 при счете разрывных решений 
(диссипация в бикомпактных схемах нечетного 
порядка растет с увеличением κ), δ = 0.5. При κ > 1 
шаг по времени в схеме A автоматически дробится 
так, чтобы она сохраняла устойчивость.
Численный код NUT3D в последовательном ва-

рианте реализован на языке C. Параллельная версия, 
использовавшаяся для моделирования в данной 
работе, была получена с помощью набора ин
струментальных средств, созданных в ИПМ им. 
М.В. Келдыша РАН и упрощающих процесс распа-
раллеливания. Применение этих инструментов со-
стоит из нескольких этапов. На первом этапе прог-
рамма на языке Fortran или C подается на вход сис-
теме автоматизированного распараллеливания 
(далее системе SAPFOR [34, 35]). Блок анализа сис-
темы переводит программу во внутреннее представ-
ление. Программа анализируется с помощью раз-
личных алгоритмов статического анализа, в резуль-
тате которого выявляются особенности программы, 
влияющие на ее распараллеливание. Затем на втором 
этапе происходит подбор подходящих схем распа-
раллеливания программы. Отбор подходящих схем 
распараллеливания осуществляется на основе про-
гнозируемых характеристик эффективности выпол-
нения параллельной программы. Система может 
предлагать пользователю на выбор разные схемы 
распараллеливания, сопровождая их прогнозиру-
емыми характеристиками эффективности и причи-
нами отказа от распараллеливания фрагментов прог-
раммы. Пользователь определяет значимые фраг-
менты программы и исследует причины отказа от 
их распараллеливания. Возможно уточнить резуль-
таты автоматического анализа (например, используя 
дополнительные спецификации) и повторить второй 
шаг этап, и/или преобразовать текст последова-
тельной программы и начать с первого. При успеш-
ном выполнении этого этапа система по отобранным 
пользователем схемам распараллеливания и внут-
реннему представлению программы генерирует текст 

#r

#0 #1 #2 #3
Рис. 4. Рассылка решения с горизонтального слоя 
(np = 4, r  = 2).
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параллельной программы в модели DVMH на языке 
Fortran-DVMH или C-DVMH.

Модель программирования DVMH [36] позволяет 
разрабатывать параллельные программы для клас-
теров, в узлах которых помимо универсальных мно-
гоядерных процессоров установлены ускорители и 
сопроцессоры.

Модель параллелизма базируется на специальной 
форме параллелизма по данным: одна программа-
множество потоков данных. В этой модели одна и та 
же программа выполняется на всех процессорах, но 
каждый процессор выполняет свое подмножество 
операторов в соответствии с распределением данных.

Для отображения DVMH-программы на парал-
лельную ЭВМ используются специальные компи-
ляторы, которые входят в состав DVM-системы.

DVMH-компилятор преобразует исходную прог-
рамму в параллельную программу на языке Fortran 
или C с вызовами функций системы поддержки 
параллельного выполнения DVMH-программ (биб-
лиотеки Lib-DVMH). Система поддержки реализо-
вана на основе стандартных технологий параллель-
ного программирования MPI (для взаимодействия 
между узлами кластера), OpenMP (для распределе-
ния вычислений между ядрами узла), CUDA (для 
распределения вычислений и отображения данных 
на графические ускорители).
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t = 0,052 мс

Рис. 5 (начало).
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3.5. Результаты расчетов и сравнение 
с экспериментом

На первом этапе были выполнены расчеты без 
начальных возмущений контактных границ. Целью 
этих расчетов было сопоставление динамики раз-
личных фронтов и контактных поверхностей. Ниже 
на рис. 5 приведены численные шлирен-изображе-
ния течения в различные моменты времени. В дан-
ном случае под шлирен-изображением понимается 
распределение модуля градиента плотности без из-
менения масштаба вариации данной величины.

В приведенной на рис.  5 картине течения 
(t  = 0,052 мс) на экспериментальной фотографии 

в кадре нет верхней (плоской) контактной поверх-
ности. При этом видна ударная волна, прошедшая 
в гелий, положение фронта которой совпадет и в эк-
сперименте, и в численных расчетах. В следующий 
приведенный момент времени (t  = 0,132 мс) падаю-
щая ударная волна уже прошла вторую контактную 
границу и вышла из гелия, изменив форму фронта. 
Здесь уже наблюдаются различия в координате 
фронта этой ударной волны – в численных расчетах 
она распространяется быстрее. Далее (t  = 0,232 мс) 
данная тенденция сохраняется. На численных шли-
рен-изображениях наблюдается ударная волна, от-
раженная от КГ2 и прошедшая через КГ1 
(z  = 224  мм). В t  = 0,352  мс в кадре появляется 
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Рис. 5 (продолжение).
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возмущенная КГ1, однако расчетное ее положение 
существенно отличается от экспериментального, 
отставая от него. Также отставание начинает наблю-
даться и для КГ2, движение которой в более ранние 
моменты времени совпадало с экспериментальным. 
Финальный момент времени t  = 0,532 мс лишь под-
тверждает наметившуюся тенденцию. На основании 
рис. 5 можно отметить следующие обстоятельства. 
Во-первых, расчеты, выполненные с использова-
нием двух различных методик (NUT3D и BIC3D), 
хорошо согласуются между собой. Во-вторых, в эк-
сперименте скорость движения контактных границ 
выше, чем в расчетах. Это может быть связано с не-
точными данными по положению пленки, разделя-

ющей воздух и гелий в измерительной секции трубы, 
и скорости падающей ударной волны. Кроме того, 
в расчетах не учитываются особенности взаимодей-
ствия падающей ударной волны с пленкой, которые 
могут приводить к ее выгибанию и смещению перед 
разрушением.

В следующей серии расчетов на обеих контак-
тных границах были заданы случайные начальные 
возмущения. Длина волны возмущений задавалась 
в интервале от λmin = 1 до λmax = 3 мм, среднеквадра-
тичное отклонение составляло 0,1λmin. На рис. 6 
приведены шлирен-изображения, полученные в рас-
четах с использованием NUT3D и BIC3D.
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Рис. 5 (продолжение).
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На основании рис. 6 можно отметить следующее. 
Наличие возмущений на контактных границах не-
значительно влияет на скорость их движения – по-
ложения в различные моменты времени идентичны 
расчетам без возмущений (рис. 5). Характер роста 
возмущений на КГ1 и КГ2 отличается, во-первых, в 
связи с дополнительным развитием НКГ на КГ2, а 
во-вторых, вследствие инверсии фаз начальных воз-
мущений на КГ1 при прохождении исходной пада-
ющей ударной волны. Сформировавшиеся в резуль-
тате развития начальных возмущений зоны переме-
шивания не являются идентичными. На КГ2 можно 
отчетливо рассмотреть вихреобразные структуры, а 
именно дорожку вихрей, характерную для развития 

неустойчивости Кельвина-Гельмгольца. Также 
можно отметить, что развитие возмущений на этой 
контактной границе происходит медленнее, чем на 
КГ1.

4. ВЕРИФИКАЦИЯ ЧИСЛЕННЫХ КОДОВ 
ЭГАК И k-ε МОДЕЛИ

В данном разделе представлены результаты про-
верки численных кодов ЭГАК и k-ε модели на экс
перименте № 6.

Методика ЭГАК является лагранжево-эйлеровой, 
в которой аппроксимация уравнений многокомпо-
нентной газодинамики производится в два этапа 
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Рис. 5 (продолжение).
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на неподвижной прямоугольной, как правило, квад-
ратной счетной сетке [37].

На лагранжевом этапе вычислений используется 
схема типа “крест”. Все компоненты среды выделя-
ются своими термодинамическими параметрами и 
объемной долей. Для замыкания уравнений газоди-
намики в смешанных ячейках, содержащих два и 
более компонента, используются несколько методов, 
основанные на разных предположениях относительно 
термодинамического состояния компонентов [38].

На эйлеровом этапе в чистых (однокомпонен-
тных) ячейках для аппроксимации уравнения ад-

векции используется метод PPM [39] третьего по-
рядка аппроксимации. Для определения потоков из 
смешанных ячеек используется метод концентраций 
(VоF) [40].

В методике разработан специальный (непо-
движный несжимаемый) компонент, граница кото-
рого проходит по линиям сетки, и на которой реа-
лизовано условие идеального скольжения.

Для моделирования турбулентного перемешива-
ния в методике используется как k-e модель, так и 
прямое моделирование на подробной сетке без ис-
пользования каких-либо моделей турбулентности. 
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t = 0,532 мс

Рис. 5 (окончание). Экспериментальные фотографии (а) и численные шлирен-изображения (б) NUT3D, 
(в) BIC3D, в различные моменты времени.
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В настоящей работе использовался подход, осно-
ванный на решении уравнений невязкой газодина-
мики в форме Эйлера.

4.1. Математическая постановка задачи

Начальная геометрия эксперимента взята из 
рис. 1. На КГ2 в эксперименте была задана двухмер-
ная или трехмерная сетка из медной или лавсановой 
проволоки с l = 0,5 см. В расчетах эта сетка была 
неподвижной и моделировалась с использованием 
несжимаемого компонента. При этом в расчетах 
диаметр проволоки задавался равным dрасчет= d  + 2s, 
где d — реальный диаметр проволоки, s — толщина 
натянутой на сетку пленки. Это сделано исходя из 
предположения, что пленка после разрыва в про-
цессе течения прилипает к проволоке и ее фактиче-
ская толщина увеличивается. В двух расчетах сама 
пленка не задавалась, в третьем расчете она задава-
лась в виде разорванных кусков толщиной 0,005 см 

и шириной 0,03 см, расстояние между кусочками 
составляло 0,01 см.

В расчетах используется следующая система еди-
ниц: г, см, мс = 10-3 с, Т, К, давление в атм. На КГ1 
задавалось условие свободного протекания. На бо-
ковых стенках задавалось условие “жесткая стенка”. 
КГ1 была возмущена в виде синусоиды с длиной 
волны l = 0,03 см и с амплитудой возмущений 
а = 0,01 см.

Уравнение состояния газов: 

	
( 1)V

p
c Te = ⋅ =

g - r
, 

здесь g — постоянная адиабаты. В расчетах с пленкой 
для пленки использовался УРС Ми—Грюнайзена 
с ρ0 = 0,92, c0 = 2,65, n  = 4,5, γ = 2,35, cV  = 1, p0 = 1.

Начальные данные задачи зависели от исполь-
зованных в опытах газов. Отметим, что в области 

	 (а)	 (б)	 (а)	 (б)
	 t = 0.232 мс	 t = 0.532 мс

Рис. 6. Численные шлирен-изображения в различные моменты времени: (а) NUT3D, (б) BIC3D.
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“газ 1” (воздух) задавался соответствующий газ с па-
раметрами за фронтом ударной волны, которые 
определялись следующим образом.

Начальное давление в области “газ 1”

	
2

0 ув 1 0
1

1

2 ( 1)

( 1)

u р
p

⋅ r ⋅ - g - ⋅
=

g +
.	 (15)

Здесь скорость ударной волны uув берется из эк-
сперимента.

Далее находим начальную плотность в “газ 1”

	 1 1 1 0
1 0

1 0 1 1

( 1) ( 1)
( 1) ( 1)

р р
р р

g + ⋅ + g - ⋅
r = r ⋅

g + ⋅ + g - ⋅
.	 (16)

И наконец, находим начальную скорость в “газ 1”

	 1 0
0 1

1 1
( )zu p p

 
= - - ⋅ - r r 

. 	  (17)

Начальные данные опыта № 6: в области “газ 1”: 
ρ10 = 0,0017, uz0 = 21,62, р10 = 1,5844, γ1 = 1,4; в области 
“газ 2”: ρSF6 0 = 6,5 · 10-3, u0 = 0, р20 = 1, γ2 = 1,0945; 
в  области ниже КГ2 ρ0 = 1,25 · 10-3, u0 = 0, р0 = 1, 
γ1 = 1,4.

Проведены три расчета на счетной сетке с 
h  = 0,005: расчет 1 – без пленки и k-ε модели; расчет 
2 – без k-ε модели с кусками пленки, заданными как 
указано выше; расчет 3 – без пленки с k-ε моделью. 
В расчете с k-ε моделью на КГ2 задавались началь-
ные затравочные значения турбулентной энергии и 
скорости ее диссипации: k  = 10-4, ε = 10-5.

Численное моделирование задачи производилось 
в 2D-постановке по методике ЭГАК [37].

4.2. Результаты расчетов

Ниже приводится сравнение с экспериментами 
(с двумерной 2D- и с трехмерной 3D-сеткой) ука-
занных вариантов двумерных расчетов. Экспери-

менты представлены шлирен-фотографиями, рас-
четы – распределением градиента плотности, по 
сути, это расчетная шлирен-картина (рис. 7–10).

Отметим некоторые различия, имеющиеся в эк-
спериментальных данных. Имеется некоторое опе-
режение движения волн в эксперименте с 2D-сет-
кой. На рис. 7 видно, что ударная волна пришла на 
сетку на более раннее время по сравнению с 3D-
сеткой. Такое небольшое отличие может быть след-
ствием изменения сетки или же это вследствие эк-
спериментальной погрешности в определении ско-
рости ударной волны, движущейся по ударной трубе. 
Как бы там ни было, в этой ситуации от расчетов 
правомерно ожидать качественного согласия с эк-
спериментальными данными, не претендуя на боль-
шую точность по времени. Кроме того, имеются 
отличия в интенсивности перемешивания и скоро-
сти распространения ЗТП вдоль трубы, что хорошо 
видно на рис. 10.

Отметим, что на всех расчетных рисунках при-
водятся распределения градиентов плотности в диа-
пазоне от 0 до 0,01, соответственно этому цвет ме-
няется от синего до красного. Таким образом, кра-
сные оттенки в расчетах дают представление о про-
цессах перемешивания, в частности о зоне турбу-
лентного перемешивания.

Из сравнения расчетных и экспериментальных 
распределений можно сделать следующие выводы. 
В целом результаты расчетов согласуются между 
собой и с экспериментальными данными, при этом 
расчеты лучше согласуются с экспериментом с 2D-
сеткой, что не удивительно, так как они моделируют 
именно этот опыт (расчеты двумерные). Наличие 
проволочной сетки в расчете 1 чувствуется до конца 
моделирования, в расчетах хорошо видны струйки 
с большими градиентами, совпадающими с поло-
жением сетки. Менее ярко этот эффект проявляется 
в расчете 2, наличие фрагментов пленки хаотизирует 
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2

	 расчет 1 	 расчет 2 	 расчет 3 	 3D-сетка 	 2D-сетка 

Рис. 7. Картины течения: расчеты t = 491, эксперимент с 3D-сеткой t = 491,6, эксперимент с 2D сеткой t = 481.
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	 расчет 1 	 расчет 2 	 расчет 3 	 3D-сетка 	 2D-сетка 

Рис. 8. Картины течения: расчеты t = 571, эксперимент с 3D-сеткой t = 571,6, эксперимент с 2D-сеткой t = 565,1.

	 расчет 1 	 расчет 2 	 расчет 3 	 3D-сетка 	 2D-сетка 

Рис. 9. Картины течения: расчеты t = 732, эксперимент с 3D-сеткой t = 731,6, эксперимент с 2D-сеткой t = 732,1.

	 расчет 1 	 расчет 2 	 расчет 3 	 3D-сетка 	 2D-сетка 

Рис. 10. Картины течения: расчеты t = 812, эксперимент с 3D-сеткой t = 811,6, эксперимент с 2D-сеткой t = 815,6.
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течение и эти струйки со временем размываются. 
Еще более выделяется расчет с k-ε моделью, в кото-
ром наличие диффузии сглаживает этот эффект 
с самого начала течения, но он все равно заметен 
(рис. 10).

Однако имеются и более существенные отличия 
расчетов от экспериментов. Во всех расчетах есть 
небольшое отставание ударной волны, приходящей 
на место расположения проволочной сетки (рис. 7), 
по сравнению с экспериментальными данными, на 
рис. 9 видно, что расчетная ударная волна опережает 
экспериментальную. Наиболее согласующиеся с эк-
спериментом данные получены в расчете 2 с учетом 
фрагментов пленки. В частности, на рис. 9 в рас-
чете 2 отраженная от пленки волна (которая распро-
страняется вверх по трубе) заметно ближе к экспе-
риментальному положению. Еще более заметно, что 
в расчете 2 ЗТП на границе воздух–SF6 согласуется 
с экспериментальными данными, в то время как 
в расчете 1 она практически отсутствует, а имеются 
лишь завитушки вследствие проявления сдвиговой 
неустойчивости, а в расчете 3 ЗТП имеется, однако 
она значительно тоньше. Таким образом, пленка 
играет важную роль в данном течении и для кор-
ректного численного моделирования необходимо 
ее учитывать.

Отметим, что для 3D-сетки надо бы провести 
3D-моделирование, однако подобный расчет требует 

неоправданно больших ресурсов компьютера. На 
качественном уровне результаты вполне адекватны 
и при 2D-моделировании.

5. ВЕРИФИКАЦИЯ ЧИСЛЕННОЙ 
МЕТОДИКИ МИМОЗА

Моделирование опыта № 1 выполнялось в по-
становке, приведенной на рис. 1. В трехслойной 
газовой системе центральный слой (между контак-
тными границами КГ1 и КГ2) заполнялся легким 
газом (He). Вне центрального слоя располагался 
воздух. Все газы находились при атмосферном дав-
лении.

УВ формировалась на левой границе и двигалась 
направо с числом Маха М = 1,3. Граничные условия: 
на верхней и нижней границах ставились периоди-
ческие условия, за фронтом УВ газодинамические 
параметры соответствовали величинам за фронтом 
скачка.

Выполнено два расчета. В первом расчете на 
обеих КГ задавались двухмодовые (а1, а2 ≠ 0, а3 = 0) 
начальные возмущения, во втором – трехмодовые 
(а1, а2, а3 ≠ 0) возмущения по соотношению

1 1 2 2 3 3( ) sin( ) sin( ) sin( ).D y a k y a k y a k y= + +

Амплитуды и длины волн составляли а1 = 0,01 см, 
λ1 = 3 см, а2 = 0,01 см, λ2 = 0,4 см, а3 = 0,002 см, 
λ3 = 0,01 см.
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Рис. 11. Картины течения: расчеты t = 1000, эксперимент с 3D сеткой t = 1071,6 (для эксперимента с 2D-сеткой 
данных нет).
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5.1. Методика расчета

Математическое моделирование опыта № 1 вы-
полнялось в 2D-постановке по методике МИМОЗА 
с использованием уравнений Эйлера без привлече-
ния каких-либо моделей учета ТП (ILES моделиро-
вание). Расчетная методика основана на лагранжево-
эйлеровой стратегии и выделении веществ концен-
трациями (подробнее см. [41–44]). Такой подход 
является эффективным при моделировании задач 
механики сплошной среды с большими деформа-
циями.

Расчет счетного шага состоит из двух этапов: на 
первом этапе выполняется интегрирование уравне-
ний Эйлера, записанных в лагранжевых координа-
тах, на втором этапе производится пересчет полу-
ченных сеточных значений на первоначальную 
квадратную сетку [42]. Пересчет величин осуще-
ствляется при помощи алгоритма, основанного на 
расщеплении по координатным направлениям и 
использовании одномерного алгоритма повышен-
ного порядка точности.

На лагранжевом этапе расчета границы ячеек 
сетки перемещаются со скоростью вещества, массы 
ячеек не изменяются. Интегрирование системы урав-
нений выполняется на разнесенной разностной 
сетке. Термодинамические параметры задачи отно-
сятся к центру счетной ячейки, координаты и ком-
поненты скорости – к узлам. Используется пол-
ностью консервативная разностная схема “предик-
тор–корректор”, аналогичная [44]. С целью предот-
вращения размытия КГ между веществами приме-
няется алгоритм их выделения с помощью 
концентраций. Для подавления паразитических 
осцилляций численного решения в окрестности 
больших градиентов газодинамических величин вво-
дится искусственная вязкость, являющаяся суммой 
квадратичной и линейной вязкостей. В смешанных 
ячейках (ячейках, содержащих несколько веществ) 
давление вычисляется покомпонентно, а затем усред-
няется с учетом объемных концентраций веществ.

Расчет многокомпонентной сплошной среды 
осуществляется посредством двух методов отслежи-
вания КГ материалов: метода концентраций – 
VolumeofFluid (VoF) [43] и метода моментов кон-
центраций – MomentofFluid (MoF) [45]. Особенно-
стью метода VoF является зависимость алгоритма 
от объемных концентраций материала в соседних 
счетных ячейках. Другая особенность VoF-методов 
заключается в том, что при наличии в смешанной 
ячейке более двух компонентов результат рекон-
струкции КГ зависит от порядка обработки веществ 
в алгоритме.

В методе MoF, зная положение центра массы 
вещества и занимаемую им долю объема в ячейке, 
путем решения задачи минимизации определяется 
КГ вещества в виде прямой линии без привлечения 
данных из соседних счетных ячеек. Метод MoF 
имеет второй порядок точности, что позволяет точно 
реконструировать линейные КГ. Метод MoF позво-
ляет точнее рассчитывать потоки объемов компо-
нент на этапе адвекции и позволяет дольше удер-
живать целостность КГ материалов в процессе счета.

5.2. Результаты расчетов

Результаты моделирования динамики границ и 
зон перемешивания, полученные с использованием 
методов VoF и MoF, дали близкие результаты. На 
рис. 12 сопоставляются результаты экспериментов 
и расчетов, полученных методом VoF. Рассчитанные 
по методике МИМОЗА зоны перемешивания со-
прикасающихся газов на КГ1 и КГ2 изображены на 
рисунке зеленым цветом.

Анализ полученных результатов показал, что:
•• ширина области перемешивания при трехмодо-

вых начальных возмущениях заметно меньше, 
чем при двухмодовых (наиболее ярко это наблю-
дается на КГ1);

•• расчетная скорость КГ1 несколько меньше, чем 
в эксперименте.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведены численные расчеты динамики роста 

малых возмущений на контактных границах газов в 
трехслойных системах воздух–He–воздух и воздух–
SF6–воздух вследствие развития НРМ и НКГ. Эти 

Двухмодовые возмущения, t  ≈ 530 мкс

Трехмодовые возмущения, t   ≈ 530 мкс

Рис. 12. Сравнение расчетной и экспериментальной 
динамики границ и зон перемешивания, слойка воз-
дух-гелий-воздух, t  ≈ 530 мкс.
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данные сопоставлены с данными натурных экспе-
риментов, выполненных в ударной трубе. Получено 
удовлетворительное согласие расчетных и экспери-
ментальных результатов по динамике зоны турбу-
лентного перемешивания. Некоторые временные 
отличия могут быть связаны с экспериментальными 
погрешностями измерения скорости падающей на 
контактную границу ударной волны.

Эксперименты и расчеты показывают, что с уве-
личением размера начальных возмущений на кон-
тактной границе газов ширина зоны перемешивания 
увеличивается, поэтому для корректного численного 
моделирования турбулентного перемешивания ве-
ществ требуется строго знать спектр начальных воз-
мущений.

Расчеты ИПМ им. М.В. Келдыша РАН выпол-
нены с использованием вычислительных ресурсов 
Суперкомпьютерного центра коллективного поль-
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MATHEMATICAL MODELING OF TURBULENT MIXING IN GAS SYSTEMS 
WITH A CHEVRON CONTACT BOUNDARY USING NUT3D, BIC3D, EGAK,  
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The paper presents computational and experimental studies of the evolution of turbulent mixing in three-layer 
gas systems with the development of hydrodynamic instabilities, in particular Richtmyer-Meshkov and Kelvin-
Helmholtz, under the action of shock waves. One of the contact boundaries of the gases was flat, the other with 
a break in the form of a chevron. Numerical calculations are performed both without initial perturbations of the 
contact boundaries, and in the presence of perturbations. It is shown that the roughness of the contact boundary 
significantly affects the width of the mixing zone.
Keywords: turbulent mixing, mathematical modeling, hydrodynamic instabilities, shock tube
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Одним из основных аспектов реализации контроля информационных потоков в программном 
обеспечении является язык описания политик безопасности или меток. Важно, чтобы такой язык 
позволял формировать политики безопасности элементов среды вычислений на основе правил управления 
доступом системного уровня. Соответственно язык должен быть достаточно гибким, поскольку на 
системном уровне могут использоваться разные механизмы: ролевое, мандатное управление доступом 
и др. Кроме того, в приложении могут действовать некоторые дополнительные ограничения. Наконец, 
желательно, чтобы язык позволял естественным образом учитывать возможность деклассификации 
данных (контролируемого раскрытия) в процессе вычислений. Одним из таких языков является Paralocks. 
Работа посвящена реализации семантики несколько упрощенной версии этого языка с использованием 
TLA+. Paralocks является языковой частью разработанной с участием автора платформы анализа ин-
формационных потоков в хранимых программных блоках баз данных PLIF. Приводятся доказательства 
свойств заданного отношения частичного порядка и решетки, построенной на основе множества всех 
возможных политик безопасности.
Ключевые слова: контроль потока информации, язык политики безопасности, логическая семантика, 
формальная верификация, проверка модели, программные модули
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1. ВВЕДЕНИЕ
Статья будет полезна читателям, хорошо знако-

мым с формальными моделями безопасности 
компьютерных систем, основанными на управлении 
доступом и контроле информационных потоков 
(КИП), обладающим достаточными знаниями в 
области формальной верификации и навыками ра-
боты с соответствующими инструментальными 
средствами. Необходимую предварительную инфор-
мацию можно получить, обратившись к источникам: 
[1]—[5].

Подавляющее число реализованных механизмов 
контроля информационных потоков [4], [5] при 
описании множеств политик безопасности и аб-
страктной семантики информационных потоков 
опираются на понятие алгебраической решетки. 
При этом доказательства свойств предлагаемых ре-
шеток и корректности операторов вычисления ми-
нимальной верхней (максимальной нижней) грани 
часто не приводятся. Несмотря на кажущуюся оче-
видность предположений, отсутствие таких доказа-
тельств несколько подрывает доверие к реализован-
ным механизмам.

В работе представлена семантика упрощенной 
версии языка описания политик безопасности 
Paralocks [4], лежащего в основе механизма КИП 

платформы PLIF [6], а также приводятся исчерпы-
вающие пояснения к доказательствам свойств ре-
шетки, заданной на множестве всех возможных 
политик.

Для проверки обозначенных свойств применялся 
следующий подход. На предварительном этапе осу-
ществлялся прогон модели на небольшом наборе 
исходных данных с использованием инструмента 
TLC. Отсутствие выявленных на этом этапе проти-
воречий сделало оправданным переход ко второму 
этапу – доказательству свойств с использованием 
формальной логической системы TLAPS. Указанная 
система позволяет выстраивать доказательства в 
иерархическим стиле, который упрощает примене-
ние метода естественной дедукции. TLAPS опирается 
на инструменты автоматизированного доказатель-
ства теорем, такие как Isabelle [7], Zennon [8]. Опи-
санный подход предоставляет дополнительные га-
рантии, что достаточно важно в области формальных 
моделей. По мнению некоторых авторов [9] до трети 
доказательств, предлагаемых в различных исследо-
ваниях, являются некорректными.

Отметим также, что определенной инновацией 
явилось использование подсистемы проверки типов 
Apalache [10] для доказательства инвариантов типов 
некоторых структур, используемых для описания 
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предложений политик безопасности и самих поли-
тик в спецификациях TLA+. Это, в свою очередь, 
позволило обоснованно использовать в доказатель-
ствах некоторые неочевидные предположения.

2. СЕМАНТИКА PARALOCKS В TLA+
Язык описания политик безопасности в програм-

мной среде Paralocks [4] является основой перспек-
тивной платформы контроля информационных 
потоков в программных блоках баз данных PLIF. 
Преимущества языка, предопределившие его выбор, 
описаны в нашей предыдущей статье, опублико-
ванной в этом журнале.

Политика безопасности Pk определяется форму-
лой логики предикатов, представимой в виде конъ-
юнкции определенных дизъюнктов Хорна: Pk   C1 ∧ 
C2 ∧ …, здесь Cn – предложение политики вида: 

	 ∀х1, …, xm l1(·) ∧ l2(·) l3(·) … Flow(u),

где u – связанная переменная или константа, обо-
значающая пользователя, Flow(u) – предикат, обо-
значающий легальность потока данных к u, l1… ln — 
условия (блокировки), выполнение которых требу-
ется для того, чтобы Flow(u) принял значение TRUE. 
Предикаты l1 … ln могут быть параметрическими или 
непараметрическими.

Например, выражение политики: “Поток к про-
извольному пользователю x возможен, если а) от-
крыта блокировка guest — для x задана роль guest – и 
открыта блокировка t_expire – истек заданный ин-
тервал времени или б) открыта блокировка mana
ger — для x задана роль manager” – имеет формаль-
ный вид: 

	 ∀х. (t_expire ∧ guеst(x) ⇒ Flow(x)) ∧  
	 ∧ (manager(х) ⇒ Flow(x)).

Для описания политик в спецификации Paralocks.
tla [6] вводятся следующие константы: UU — мно-
жество допустимых имен связанных переменных, 
U — множество актеров (конкретных пользователей 
системы), E0 — множество имен непараметрических 
блокировок, E1 — множество имен параметрических 
(с одним параметром) блокировок. Известные ва-
рианты использования Paralocks для кодирования 
политик элементов программной среды (перемен-
ных, параметров функций, исключений и т.д.), пре-
емственных к наиболее распространенным меха-
низмам управления доступом (мандатному, роле-
вому), позволяют ограничиться лишь непараметри-
ческими и однопараметрическими блокировками, 
а также внести иные допущения, упрощающие 
описание соответствующих сущностей в специфи-

кациях TLA+. Положим, что множество имен свя-
занных переменных UU включает один элемент, 
также будем считать, что, если связанная перемен-
ная появляется в одной из блокировок некоторого 
предложения политики, то эта же переменная яв-
ляется аргументом и в литерале Flow(·) того же пред-
ложения, и если связанная переменная является 
аргументом Flow(·) некоторого предложения поли-
тики, то все параметрические блокировки того же 
предложения также будут принимать эту перемен-
ную в качестве аргумента.

Множество возможных предложений политик 
безопасности и множество самих политик опреде-
ляются как:

Δ
=

{⟨ , ⟨ 0, 1⟩⟩ : ∈ ( ∪ ),

0 ∈ [ 0 → { }],
1 ∈ [ 1 → (( ( ) ∪ ( ))

∖ {{}}) ∪ {{ }}]}
Δ
=

{ ∈ :

∀ 1 ∈ : ¬∃ 2 ∈ :

∧ 1 ̸= 2

∧ ∨ ( ( 1, 2)

∨ ( 2, 1))}
∪ {{}}

Политика описывается множеством двумерных 
кортежей. Каждый кортеж – отдельное предложение 
политики, его первым элементом является связанная 
переменная или константа, обозначающие пользо-
вателя, к которому разрешен информационный по-
ток; второй элемент – это двумерный кортеж, с его 
помощью описывается множество блокировок, ко-
торые должны быть открыты. Элементами этого 
кортежа являются записи, их поля соответствуют 
именам блокировок, определяемых константами 
модели, значения полей задают множества факти-
ческих параметров блокировок. В одной политике 
не может быть двух разных упорядоченных предло-
жений.

Описанный ранее пример политики в специфи-
кациях PLIF имеет вид1:

1  Для интерпретации трасс, приводящих к ошибкам,  PLIF используется 
упрощенная нотация, в которой пример выглядит как:
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{⟨ , ⟨[ ↦→ {}], [ ↦→ { },
↦→ { }, ↦→ { },
↦→ { }]⟩⟩}⟩],

⟨ , ⟨[ ↦→ { }], [ ↦→ { },
↦→ { }, ↦→ { },
↦→ { }]⟩⟩}

Здесь: x ∈ UU, t_expire ∈ E0, {guest, reviewer, 
manager, organizer} ⊆ E1, NONE — специальное зна-
чение, которое обозначает, что открытие блокировки 
не требуется (в TLA+ записи являются функциями, 
при этом частично определенные функции не под-
держиваются).

Также с учетом заданных ограничений справед-
ливы следующие предположения:

Δ
= ̸= {} ∧ /∈

 
Δ
= = { }

2
Δ
=

∀ ∈ :

( ∨ ∧ [1] ∈
∧ ∀ 1 ∈ 1 : [2][2][ 1] =

∨ ∧ [1] /∈
∧ ∀ 1 ∈ 1 : [2][2][ 1] ∩ = {})

Пояснения к некоторым иным предположениям, 
заданным в Paralocks.tla и используемым в формаль-
ных доказательствах, приводятся несколько позже.

На множестве предложений политик безопас-
ности задан оператор сравнения:

( 1, 2)
Δ
=

∧ 3 ( 1, 2)

∧ ∀ ∈ 0 : ∨ 1[2][1][ ] = 2[2][1][ ]

∨ 2[2][1][ ] = {}
∧ ∀ ∈ 1 : ∨ 1[2][2][ ] = { }

∨ ( 1, 2, )

⊆ 2[2][2][ ]

Оператор compareClause(c1, c2) возвращает зна-
чение TRUE – предложение c2 является как мини-
мум таким же строгим, как и предложение c1 — если 
выполняются два условия: а) существует подста-
новка, приводящая предикат Flow(·) предложения 
c1 к виду, идентичному предикату Flow(·) предло-

жения c2; б) после применения соответствующей 
подстановки к блокировкам предложения c1 мно-
жество блокировок предложения c1 будет представ-
лять подмножество блокировок предложения c2. 
Логическая интерпретация заданного таким образом 
отношения частичного порядка приводится в [4].

Параметром предиката Flow(·) может выступать 
связанная переменная (элемент множества UU) или 
конкретный пользователь (элемент множества U), 
поэтому истинность первого условия определяется 
результатом вычисления функции:

3 ( 1, 2)
Δ
=

1[1] ∈ ∨ 1[1] = 2[1]

В принятой нотации вторым элементом предло-
жения политики является двумерный кортеж запи-
сей, определяющих необходимые наборы непара-
метрических и параметрических блокировок. Если 
открытие некоторой непараметрической блокировки 
не требуется, соответствующее поле записи прини-
мает значение {NONE}, в противном случае – {}. 
Поэтому вхождение множества непараметрических 
блокировок предложения c1 во множество непара-
метрических блокировок предложения c2 факти-
чески означает:

∀ ∈ 0 : ∨ 1[2][1][ ] = 2[2][1][ ]

∨ 2[2][1][ ] = {}

Для однопараметрических блокировок анало-
гично – значение {NONE} в поле соответствующей 
блокировки означает, что открытие блокировки не 
требуется. Если поле блокировки содержит не пустое 
множество элементов, отличных от {NONE}, значит, 
легитимность информационного потока к пользо-
вателю, заданному предикатом Flow(·), требует от-
крытия некоторых экземпляров этой блокировки 
(определяются указанным множеством элементов). 
Функция matchLocks(·) применяет при необходи-
мости соответствующую подстановку к выражениям 
однопараметрических блокировок предложения c1:

( 1, 2, )
Δ
=

Δ
= 1[2][2][ ]

∩ ̸= {}
( ∖ ) ∪ { 2[1]}
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Для сравнения политик безопасности использу-
ется функция comparePol (·), ее определение триви-
ально:

( 1, 2)
Δ
=

∀ 2 ∈ 2 :

(∃ 1 ∈ 1 : ( 1, 2))

Далее в пояснениях к выражениям TLAPS в не-
которых случаях вместо compareClause(·) и 
comparePol (·) будем использовать оператор.

Наиболее важными правилами семантиками 
языка Paralocks являются правила вычисления наи-
меньшей верхней (НВГ) и наибольшей нижней гра-
ней (ННГ) двух заданных политик безопасности. 
ННГ двух произвольных политик безопасности p1 
и p2 является некоторая максимально строгая по-
литика pGLB, такая, что pGLB ⊆ p1 и pGLB ⊆ p2. По-
скольку каждое предложение политики представляет 
собой отдельную возможность возникновения раз-
решенного информационного потока, очевидно, 
справедливо:

( 1, 2)
Δ
= 1 ∪ 2

НВГ двух произвольных политик безопасности 
p1 и p2 является некоторая минимально строгая 
политика pLUB, такая, что p1   pLUB и p2   pLUB. Для 
ее вычисления необходимо для всех возможных пар 
〈c1,c2〉, таких, что c1 ∈ p1, c2 ∈ p2, и существует под-
становка, приводящая предикат Flow(·)  предло-
жения c1 к виду, идентичному предикату Flow(·)  
предложения c2 или, наоборот, предикат Flow(·)  
предложения c2 — к виду, идентичному предикату 
Flow(·) предложения c1, сгенерировать новое пред-
ложение политики, применив соответствующую 
подстановку к блокировкам предложения c1 или c2 
и объединив после этого полученные множества 
блокировок исходных предложений:

( 1, 2)
Δ
= { ∈ { ( 1, 2) :

1 ∈ 1, 2 ∈ 2} : ̸= ⟨⟩}

Здесь функция unionCl(c1, c2) вычисляет новое 
предложение политики pLUB на основе предложений 
c1 и c2, если существует соответствующая подста-
новка, или возвращает пустое предложение 〈〉:

( 1, 2)
Δ
=
Δ
= [ 0 ∈ 0 ↦→

1[2][1][ 0] ∩ 2[2][1][ 0]]

3 ( 1, 2)

⟨ 2[1], ⟨ ,

[ 1 ∈ 1 ↦→
∧ ∈ 1[2][2][ 1]

∧ ∈ 2[2][2][ 1]
 

{ }
( ( 1, 2, 1)

∪ 2[2][2][ 1]) ∖ { }]⟩⟩

3 ( 2, 1)

⟨ 1[1], ⟨ ,

[ 1 ∈ 1 ↦→
∧ ∈ 1[2][2][ 1]

∧ ∈ 2[2][2][ 1]

{ }
( ( 2, 1, 1)

∪ 1[2][2][ 1]) ∖ { }]⟩⟩
⟨⟩

Локальная функция capMap объединяет непара-
метрические блокировки предложений c1 и c2 (поле, 
соответствующее непараметрической блокировке, 
принимает значение {NONE}, если блокировка не 
требуется, в противном случае — {}).

Для доказательства некоторых свойств с исполь-
зованием TLAPS, как уже отмечалось, удобно ис-
пользовать допущения – предположения (assump
tions). Доказательство их справедливости иногда 
является нетривиальной задачей, а порой невозмож-
ной, поскольку TLAPS имеет ряд ограничений. На-
пример, в системе отсутствует полноценная под-
держка множеств, заданных с использованием кор-
тежей. Проверка таких свойств с использованием 
механизма проигрывания моделей на неполных 
наборах данных не дает формальных гарантий. Для 
инвариантов типов проблема, как показывает ис-
следование, может быть частично решена с исполь-
зованием инструмента вывода типов Snowcat, кото-
рый является частью платформы Apalache [10]. Еще 
одним предположением, используемым в доказа-
тельствах, является LUB_PS. Его обоснованность 
подтверждается проверкой с использованием 
Snowcat. Стоит отметить, однако, что использование 
указанного инструмента как правило требует спе-
циальной разметки спецификации:
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= ⟨ , ⟨ 0 → ( ), 1 → ( )⟩⟩
= ( )

( )
Δ
= { . . . }

( )  
Δ
= { . . . }

=⇒
( 1, 2)

Δ
= { ∈ { ( 1, 2) :

1 ∈ 1, 2 ∈ 2} : ̸= }
Δ
= ∀ 1, 2 ∈ :

( 1, 2) ∈

Ряд иных тривиальных предположений, описан-
ных в Paralocks.tla, в данной работе не разбирается.

3. ПРОВЕРКА СВОЙСТВ РЕШЕТКИ, 
ЗАДАННОЙ НА МНОЖЕСТВЕ ПОЛИТИК 

БЕЗОПАСНОСТИ 
Процесс вывода формальных доказательств не-

обходимых свойств алгебраических структур, опи-
санных в спецификации Paralocks.tla, с использова-
нием логической системы TLAPS является весьма 
трудоемким, поэтому на начальном этапе указанные 
свойства проверялись для ограниченного набора 
данных с использованием инструмента оценки вы-
ражений над константами среды TLA+Toolbox, а 
в некоторых случаях и с использованием инстру-
мента проигрывания моделей TLC. Результаты пред-
варительного этапа в данной работе не приводятся, 
однако их можно обнаружить в файлах проекта [6]. 
Представим общий вид доказательства того, что 
функция comparePol(·) является отношением частич-
ного порядка на множестве политик PoliciesSet.

Рефлексивность

Проверку удобно разбить на два случая: когда 
множество предложений произвольной политики 
является пустым и когда данное множество не яв-
ляется пустым.

Δ
=

∀ ∈ : ( , )

⟨1⟩ , ,

3 ,

⟨1⟩ ∈
⟨1⟩ =

. . .

⟨1⟩ ̸=
. . .

⟨1⟩
⟨1⟩ , ⟨1⟩

Δ
=

∀ ∈ : ( , )

⟨1⟩ , ,

3 ,

⟨1⟩ ∈
⟨1⟩ =

. . .

⟨1⟩ ̸=
. . .

⟨1⟩
⟨1⟩ , ⟨1⟩

В первом случае очевидно:
	 ∀c2 ∈ pol : (∃c1 ∈ pol : compareClause(c1,c2)), 
доказательство следует из определения comparePol(·).

Во втором случае требуется для произвольного 
c1 ∈ pol доказать истинность  compareClause(c1,c1) 
или с учетом определения compareClause(·):

. . .

⟨1⟩ ̸= {}
⟨2⟩ 1 ∈

. . .

⟨2⟩ 3 ( 1, 1)

. . .

⟨2⟩ ∀ ∈ 0 : ∨ 1[2][1][ ] = 1[2][1][ ]

∨ 1[2][1][ ] = {}
. . .

⟨2⟩ ∀ ∈ 1 : ∨ 1[2][2][ ] = { }
∨ ( 1, 1, )

⊆ 1[2][2][ ]

. . .

⟨2⟩
⟨2⟩ , ⟨2⟩ , ⟨2⟩

. . .

Доказательство шага 〈2〉 3 очевидно, оно следует 
из определения substMap3Equality(·) и истинности 
c1[1] = c1[1]. Шаг 〈2〉 4   также не требует доказатель-
ства. Для доказательства шага 〈2〉 3   интересен слу-
чай, когда c1[2][2][e] ≠ NONE.

. . .

⟨2⟩ ∀ ∈ 1 : ∨ 1[2][2][ ] = { }
∨ ( 1, 1, )

⊆ 1[2][2][ ]

⟨3⟩ ∈ 1

⟨3⟩ 1[2][2][ ] = { }
⟨4⟩ 1[2][2][ ] = { }

⟨3⟩
⟨4⟩ ⟨4⟩

⟨3⟩ ̸=
. . .

⟨3⟩ ⟨3⟩ , ⟨3⟩ , ⟨3⟩
. . .
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. . .

⟨2⟩ ∀ ∈ 1 : ∨ 1[2][2][ ] = { }
∨ ( 1, 1, )

⊆ 1[2][2][ ]

⟨3⟩ ∈ 1

⟨3⟩ 1[2][2][ ] = { }
⟨4⟩ 1[2][2][ ] = { }

⟨3⟩
⟨4⟩ ⟨4⟩

⟨3⟩ ̸=
. . .

⟨3⟩ ⟨3⟩ , ⟨3⟩ , ⟨3⟩
. . .

В этом случае требуется доказательство истин-
ности matchLocks(с1, с1, е) ⊆ с1[2][2][е]. Если с1[2]
[2][е] ∩ UU = {}, то доказательство следует из опре-
деления matchLocks (·) и истинности с1[2][2][e] ⊆ 
⊆ с1[2][2][е]:

. . .

⟨4⟩ ( 1, 1, ) ⊆ 1[2][2][ ]

⟨5⟩ 1[2][2][ ] ∩ = {}
⟨6⟩ 1[2][2][ ] ⊆ 1[2][2][ ]

⟨6⟩ ⟨5⟩ , ⟨6⟩
. . .

Для случая c1[2][2][e] ∩ UU ≠ {} доказательство 
легко может быть получено следующим образом:

. . .

⟨4⟩ ( 1, 1, ) ⊆ 1[2][2][ ]

⟨5⟩ 1[2][2][ ] ∩ = {}
. . .

⟨5⟩ 1[2][2][ ] ∩ ̸= {}
⟨6⟩ 1 ∈

⟨6⟩ { 1[1]} =

⟨5⟩ , ⟨6⟩ ,

2,

⟨6⟩ ⟨5⟩ , ⟨6⟩
. . .

Транзитивность

В виде теоремы в TLAPS свойство формулируется 
следующим образом:

Δ
=

∀ 1, 2, 3 ∈ :

∧ ( 1, 2)

∧ ( 2, 3)

=⇒ ( 1, 3)

. . .

Выбрав p1, p2, p3 из PoliciesSet и положив: 
comparePol(p1,p2) ∧ comparePol ( p2, p3), необходимо 
доказать: ∀c3 ∈ p3: (∃c1 ∈ p1 : compareClause(c1,c3))2:

2 �Доказательство опирается на определения функций: 
ComparePol(·), CompareClause(·), substMap3Equality(·) и 
MatchLocks(·).

. . .
⟨1⟩ , ,

3 ,
⟨1⟩ 1 ∈ , 2 ∈ ,

3 ∈
⟨1⟩ ∧ ( 1, 2)

∧ ( 2, 3)
⟨1⟩ ∀ 3 ∈ 3 : (∃ 1 ∈ 1 :

( 1, 3))
. . .

⟨1⟩ ⟨1⟩

Очевидно, для любого c3 ∈ p3 можно найти такие 
c2 ∈ p2 и c1 ∈ p1, что справедливым будет: c2   c3 ∧ 
c1   c2. Тогда для доказательства теоремы доста-
точно выбрать соответствующие c1, c2, c3 и доказать 
справедливость c1   c3 или с учетом определения 
substMap3Equality(·):

. . .
⟨2⟩ 3 ∈ 3

⟨2⟩ 2 ∈ 2 : ( 2, 3)
⟨1⟩

⟨2⟩ 1 ∈ 1 : ( 1, 2)
⟨1⟩

⟨2⟩ ∈ ∨ =

⟨2⟩ ⟨2⟩
⟨2⟩ ∀ ∈ 0 : ∨ 1[2][1][ ] = 3[2][1][ ]

∨ 3[2][1][ ] = {}
⟨2⟩ , ⟨2⟩

⟨2⟩ ∀ ∈ 1 : ∨ 1[2][2][ ] = { }
∨ ( 1, 3, )

⊆ 3[2][2][ ]
. . .

⟨2⟩ ⟨2⟩ , ⟨2⟩ , ⟨2⟩
. . .

Доказательства шагов 〈2〉 4 и 〈2〉 5 следуют из ис-
тинности 〈2〉 2, 〈2〉 3 и определений: compareClause(·), 
substMap3Equality(·). Для доказательства шага 〈2〉 6 
интересен случай, когда c1[2][2][e] ≠ NONE:

. . .
⟨2⟩ ∀ ∈ 1 : ∨ 1[2][2][ ] = { }

∨ ( 1, 3, )

⊆ 3[2][2][ ]

⟨3⟩ ∈ 1

⟨3⟩ 1[2][2][ ] = { }
⟨3⟩

⟨3⟩ 1[2][2][ ] ̸= { }
. . .

⟨3⟩ ⟨3⟩ , ⟨3⟩ , ⟨3⟩
. . .
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. . .
⟨2⟩ ∀ ∈ 1 : ∨ 1[2][2][ ] = { }

∨ ( 1, 3, )

⊆ 3[2][2][ ]

⟨3⟩ ∈ 1

⟨3⟩ 1[2][2][ ] = { }
⟨3⟩

⟨3⟩ 1[2][2][ ] ̸= { }
. . .

⟨3⟩ ⟨3⟩ , ⟨3⟩ , ⟨3⟩
. . .

В этом случае требуется доказательство истин-
ности matchLocks(c1,c3,e) ⊆ c3[2][2][e]. Если  
c1[2][2][e] ∩ UU ≠ {}, доказательство может быть по-
лучено следующим образом:

. . .

⟨4⟩ 1[2][2][ ] ∩ ̸= {}
⟨5⟩ (( 1[2][2][ ] ∖ ) ∪ { 2[1]}) ⊆ 2[2][2][ ]

⟨4⟩ , ⟨3⟩ , ⟨2⟩
⟨5⟩ (( 1[2][2][ ] ∖ ) ∪ { 3[1]})

⊆ (( 2[2][2][ ] ∖ ) ∪ { 3[1]})
⟨5⟩

⟨5⟩ 2 ∈

⟨5⟩ 2[1] ̸=
⟨5⟩ , ,

, 3

⟨5⟩ 2[2][2][ ] ̸= { }
⟨5⟩ , ⟨5⟩

⟨5⟩ ⟨5⟩ , ⟨5⟩ , ⟨2⟩ , ⟨2⟩
⟨4⟩ 1[2][2][ ] ∩ = {}

. . .

⟨4⟩ ⟨4⟩ , ⟨4⟩
. . .

Для случая c1[2][2][e] ∩ UU ={} доказательство 
выводится аналогично.

Антисимметричность

Свойство антисимметричности отношения ча-
стичного порядка на множестве политик безопас-
ности PoliciesSet можно выразить следующим обра-
зом:

Δ
=

∀ 1, 2 ∈ :

∧ ( 1, 2)

∧ ( 2, 1) =⇒ 1 = 2

Общая схема доказательства не требует поясне-
ний:

. . .

⟨1⟩ , ,

3 ,

⟨1⟩ 1 ∈ , 2 ∈
⟨1⟩ ∧ ( 1, 2) ∧ ( 2, 1)

⟨1⟩ 1 = 2

⟨2⟩ ∀ 2 ∈ 2 : ∃ 1 ∈ 1 : 2 = 1

⟨2⟩ ∀ 1 ∈ 1 : ∃ 2 ∈ 2 : 1 = 2

. . .

⟨2⟩ ⟨2⟩ , ⟨2⟩
⟨1⟩ ⟨1⟩

Доказательства шагов 〈2〉 1 и 〈2〉 2, очевидно, 
идентичны.

Рассмотрим далее структуру доказательства шага 
〈2〉 1. Предложение политики безопасности c, как 
уже отмечалось, состоит из трех компонент: преди-
ката Flow(·) – c[1] (представлен параметром преди-
ката), множества непараметрических блокировок и 
множества параметрических блокировок — c[2][1] 
и c[2][2] (имеют форму записей, в которых поля 
соответствуют наименованиям блокировок, значе-
ния — параметрам). Поэтому доказательство сво-
дится к проверке эквивалентности соответствующих 
элементов:

. . .

⟨2⟩ ∀ 2 ∈ 2 : ∃ 1 ∈ 1 : 2 = 1

. . .

⟨3⟩ 1[1] = 2[1]

. . .

⟨3⟩ 1[2][1] = 2[2][1]

. . .

⟨3⟩ 1[2][2] = 2[2][2]

. . .

⟨3⟩ ⟨3⟩ , ⟨3⟩ , ⟨3⟩
,

. . .

На начальном этапе возьмем произвольное c2 из 
p2 и выберем такие c1 из p1 и c3 из p2, что c1   c2 
и c3   c1. Докажем, что c3 = c2:

. . .

⟨3⟩ 2 ∈ 2

⟨3⟩ 1 ∈ 1 : ( 1, 2)

⟨1⟩
⟨3⟩ 3 ∈ 2 : ∧ ( 3, 1)

⟨1⟩
. . .

⟨3⟩ 3 = 2

. . .
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. . .

⟨3⟩ 2 ∈ 2

⟨3⟩ 1 ∈ 1 : ( 1, 2)

⟨1⟩
⟨3⟩ 3 ∈ 2 : ∧ ( 3, 1)

⟨1⟩
. . .

⟨3⟩ 3 = 2

. . .

Поскольку выражение политики безопасности 
не может содержать двух различных предложений c1 
и c2, таких, что c1    c2 или c2    c1, для доказатель-
ства шага 〈3〉 6  достаточно доказать, что c3    c2:

. . .

⟨3⟩ ( 3, 2)

. . .

⟨3⟩ 3 = 2

⟨3⟩
. . .

Истинность первых двух конъюнктов выражения 
compareClause(c3,c2) непосредственно следует из 
истинности шагов: 〈3〉 3, 〈3〉 4 (c1    c2 ∧ c3    c1), 
определения compareClause(·) и предположения 
о том, что для любого c, принадлежащего ClausesSet, 
справедливо: c[2][1] ∈ [E0 → {{NONE},{}}]:

. . .

⟨3⟩ ( 3, 2)

⟨4⟩ 3[1] ∈ ∨ 3[1] = 2[1]

⟨3⟩ , ⟨3⟩
⟨4⟩ ∀ ∈ 0 :

∧ ∨ 2[2][1][ ] = 3[2][1][ ]

∨ 2[2][1][ ] = {}
⟨3⟩ , ⟨3⟩ , 4

⟨4⟩ ∀ ∈ 1 : ∨ 3[2][2][ ] = { }
∨ ( 3, 2, )

⊆ 2[2][2][ ]

. . .

⟨4⟩ ⟨4⟩ , ⟨4⟩ , ⟨4⟩
. . .

Для доказательства истинности последнего 
условия выражения compareClause(c3,c2) необходимо 
рассмотреть три случая:

∨ ( 3, 2, )

⊆ 2[2][2][ ]

⟨5⟩ ∈ 1

⟨5⟩ 3[2][2][ ] = { }
⟨5⟩

⟨5⟩ 3[2][2][ ] ∩ = {}
∧ 3[2][2][ ] ̸= { }

. . .

⟨5⟩ 3[2][2][ ] ∩ ̸= {}
∧ 3[2][2][ ] ̸= { }

. . .

⟨5⟩ ⟨5⟩ , ⟨5⟩ , ⟨5⟩

. . .

. . .

⟨4⟩ ∀ ∈ 1 : ∨ 3[2][2][ ] = { }

∨ ( 3, 2, )

⊆ 2[2][2][ ]

⟨5⟩ ∈ 1

⟨5⟩ 3[2][2][ ] = { }
⟨5⟩

⟨5⟩ 3[2][2][ ] ∩ = {}
∧ 3[2][2][ ] ̸= { }

. . .

⟨5⟩ 3[2][2][ ] ∩ ̸= {}
∧ 3[2][2][ ] ̸= { }

. . .

⟨5⟩ ⟨5⟩ , ⟨5⟩ , ⟨5⟩

. . .

. . .

⟨4⟩ ∀ ∈ 1 : ∨ 3[2][2][ ] = { }

Доказательство шага 〈5〉 2 тривиально. Доказа-
тельства шагов: 〈5〉 3 и 〈5〉 4 в полном объеме для 
краткости не приводятся. Отметим лишь, они осно-
ваны на том факте, что c1    c2 ∧ c3    c1, а также на 
предположениях: U_ASSM и UU_ASSM.

Опираясь на определения compareClause(·) и 
substMap3Equality(·), предположение о том, что мно-
жество допустимых связанных переменных состоит 
из одного элемента (UU_ASSM), а также на истин-
ность шагов: 〈3〉 3, 〈3〉 4 и 〈3〉 6 имеем: (c3[1] = x ∨ 
∨ c3[1] = c1[1]) ∧ (c1[1] = x ∨ c1[1] = c2[1]) ∧ c2[1] = 
= c3[1]. Отсюда следует истинность шага 〈3〉 7 — 
c1[1] = c2[1]. Доказательство шага 〈3〉 8 — c1[2][1] = 
= c2[2][1] — является также тривиальным.

. . .

⟨3⟩ 1[1] = 2[1]

⟨3⟩ , ⟨3⟩ , ⟨3⟩ ,

⟨3⟩ 1[2][1] = 2[2][1]

⟨4⟩ ∀ 0 ∈ 0 : 1[2][1][ 0] = 2[2][1][ 0]

⟨3⟩ , ⟨3⟩ , ⟨3⟩
⟨4⟩ ⟨4⟩ , 4

. . .

Остается доказать истинность шага 〈3〉 9 —  
c1[2][2] = c2[2][2]. Для этого достаточно выбрать 
произвольное значение e1 из E1 и доказать: c1[2][2]
[e1]  =c2[2][2][e1]. Общая структура доказательства 
этого шага может быть представлена как:

. . .

⟨3⟩ 1[2][2] = 2[2][2]

⟨4⟩ 1 ∈ 1

1[2][2][ 1] = 2[2][2][ 1]

1

⟨4⟩ 2[2][2][ 1] = { }
. . .

⟨4⟩ ∧ 2[2][2][ 1] ∩ = {}
∧ 2[2][2][ 1] ̸= { }
. . .

⟨4⟩ ∧ 2[2][2][ 1] ∩ ̸= {}
∧ 2[2][2][ 1] ̸= { }
. . .

⟨4⟩ ⟨4⟩ , ⟨4⟩ , ⟨4⟩
. . .

ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 1  2024

	 ОПИСАНИЕ СЕМАНТИКИ ЯЗЫКА PARALOCKS В TLA+ � 95



. . .

⟨3⟩ 1[2][2] = 2[2][2]

⟨4⟩ 1 ∈ 1

1[2][2][ 1] = 2[2][2][ 1]

1

⟨4⟩ 2[2][2][ 1] = { }
. . .

⟨4⟩ ∧ 2[2][2][ 1] ∩ = {}
∧ 2[2][2][ 1] ̸= { }
. . .

⟨4⟩ ∧ 2[2][2][ 1] ∩ ̸= {}
∧ 2[2][2][ 1] ̸= { }
. . .

⟨4⟩ ⟨4⟩ , ⟨4⟩ , ⟨4⟩
. . .

Если c2[2][2][e1] = NONE, то из c1    c2, опреде-
лений compareClause(·) и matchLocks(·), предположе-
ний о представлении параметрических блокировок 
в предложениях политик безопасности, допустимых 
множествах связанных переменных и актеров сле-
дует:

. . .

⟨4⟩ 2[2][2][ 1] = { }
⟨5⟩ ∨ 1[2][2][ 1] = { }

∨ ( 1[2][2][ 1] ∖ )

∪ { 2[1]} ⊆ { }
∨ 1[2][2][ 1] ⊆ { }

⟨3⟩ , ⟨4⟩ , 1,

,

⟨5⟩ 1 ∈ ∧ 2 ∈

⟨5⟩ ⟨4⟩ , ⟨5⟩ , ⟨5⟩ ,

3, 1,

,

. . .

Вывод доказательства для случая 〈4〉 2  далее три-
виален. Для шагов 〈4〉 3 и 〈4〉 4  c целью сохранить 
краткость изложения далее приводится лишь общая 
структура вывода, для которого ключевыми явля-
ются факты, определенные шагами: 〈3〉 3, 〈3〉 4 и 〈3〉 6.

. . .

⟨4⟩ ∧ 2[2][2][ 1] ∩ = {}
∧ 2[2][2][ 1] ̸= { }

⟨5⟩ ∨ ( 1[2][2][ 1] ∖ ) ∪ { 2[1]}
⊆ 2[2][2][ 1]

∨ 1[2][2][ 1] ⊆ 2[2][2][ 1]

. . .

⟨5⟩ 1[2][2][ 1] ⊆ 2[2][2][ 1]

. . .

⟨5⟩ ( 1[2][2][ 1] ∖ )

∪ { 2[1]} ⊆ 2[2][2][ 1]

. . .

⟨5⟩ ⟨5⟩ , ⟨5⟩ , ⟨5⟩
⟨4⟩ ∧ 2[2][2][ 1] ∩ ̸= {}

∧ 2[2][2][ 1] ̸= { }
. . .

⟨5⟩ 2[2][2][ 1] ⊆ 1[2][2][ 1]

. . .

⟨5⟩ 1[2][2][ 1] ⊆ 2[2][2][ 1]

. . .

⟨5⟩ ⟨5⟩ , ⟨5⟩ ,

. . .

. . .

⟨4⟩ ∧ 2[2][2][ 1] ∩ = {}
∧ 2[2][2][ 1] ̸= { }

⟨5⟩ ∨ ( 1[2][2][ 1] ∖ ) ∪ { 2[1]}
⊆ 2[2][2][ 1]

∨ 1[2][2][ 1] ⊆ 2[2][2][ 1]

. . .

⟨5⟩ 1[2][2][ 1] ⊆ 2[2][2][ 1]

. . .

⟨5⟩ ( 1[2][2][ 1] ∖ )

∪ { 2[1]} ⊆ 2[2][2][ 1]

. . .

⟨5⟩ ⟨5⟩ , ⟨5⟩ , ⟨5⟩
⟨4⟩ ∧ 2[2][2][ 1] ∩ ̸= {}

∧ 2[2][2][ 1] ̸= { }
. . .

⟨5⟩ 2[2][2][ 1] ⊆ 1[2][2][ 1]

. . .

⟨5⟩ 1[2][2][ 1] ⊆ 2[2][2][ 1]

. . .

⟨5⟩ ⟨5⟩ , ⟨5⟩ ,

. . .

Полное доказательство транзитивности, задан-
ного на множестве PoliciesSet отношения compare
Pol(·), можно найти в [6].

Решетка

Предположим, что заданная ранее функция 
LUB (·) действительно является функцией нахож-
дения наименьшей верхней грани двух политик без-
опасности, и сформулируем в виде теоремы утверж-
дение о том, что множество PoliciesSet с заданным 
на нем отношением частичного порядка compare
Pol(·) представляет собой алгебраическую решетку:

Δ
=

∀ 1, 2 ∈ :

∧ ( 1, ( 1, 2))

∧ ( 2, ( 1, 2))

∧ ∀ ∈ :

∧ ( 1, )

∧ ( 2, )

=⇒ ( ( 1, 2), )

Отметим, даже на малых наборах данных (две 
параметрических блокировки, одна непараметри-
ческая блокировка, один конкретный пользователь 
во множестве U, одна связанная переменная во мно-
жестве UU) проверить справедливость теоремы с ис-
пользованием инструмента оценки выражений над 
константами среды TLA + Toolbox не удалось. На 
предварительном этапе пришлось воспользоваться 
инструментом проигрывания моделей TLC. В каче-
стве переменных были выбраны: Policies2Set — мно-
жество всех возможных пар политик из множества 
PoliciesSet, curSet — текущая пара политик. 
LUB(p1, p2) – возвращает для пары политик p1 и p2 
минимальную верхнюю грань, если она существует.

Ввиду того, что иерархическое доказательство 
является достаточно объемным, ограничимся лишь 
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его общей структурой. Этапы доказательства оче-
видны:

⟨1⟩ 1, 2 ∈
⟨1⟩ ( 1, 2) ∈

⟨1⟩ ∈ : = ( 1, 2)

⟨1⟩
⟨1⟩ ∀ 1 ∈ :

∧ ∃ 1 ∈ 1 : ( 1, 1)

∧ ∃ 2 ∈ 2 : ( 2, 1)

⟨1⟩ ∀ ∈ :

( 1, ) ∧ ( 2, )

=⇒ ( , )

⟨1⟩ ⟨1⟩ , ⟨1⟩ , ⟨1⟩

Доказательство шага 〈1〉 4 строится на том факте, 
что любое предложение политики l является резуль-
татом применения некоторой подстановки к бло-
кировкам предложения c1 или c2 с последующим 
объединением блокировок этих предложений — 
unionCl (c1,c2), где c1 ∈ p1 и c2 ∈ p2. Для доказатель-
ства шага 〈1〉 5 в общем виде необходимо выбрать 
произвольную политику y ∈ PoliciesSet, произвольное 
предложение y1 ∈ y и доказать: ∃c1, c2, l1 : c1 ∈ p1 ∧ 
c2 ∈ p2 ∧ l1 ∈ l (c1    y1 ∧ c2    y1 => l1    y1):

( ∧ ∃ 1 ∈ 1 : ( 1, 1)
∧ ∃ 2 ∈ 2 : ( 2, 1)) =⇒

∃ 1 ∈ : ( 1, 1)
⟨1⟩

⟨2⟩ 1 ∈
⟨2⟩ ∧ ∃ 1 ∈ 1 : ( 1, 1)

∧ ∃ 2 ∈ 2 : ( 2, 1)
⟨2⟩ 1 ∈ 1 : ( 1, 1)

⟨2⟩
⟨2⟩ 2 ∈ 2 : ( 2, 1)

⟨2⟩
. . .

. . .

⟨1⟩ ∀ ∈ :

( 1, ) ∧ ( 2, )

=⇒ ( , )

⟨2⟩ ∈
⟨2⟩ ∀ 1 ∈ :

Далее необходимо сгенерировать некоторое пред-
ложение u = unionCl (c1, c2) и доказать: а) u принад-
лежит политике l = LUB (c1, c2) и б) u    y1. Условие 
б) требует декомпозиции на три подусловия в соот-
ветствии с определением compareClause (·):

. . .
⟨2⟩ : =

. . .
⟨2⟩ ∈

. . .
. . .
⟨2⟩ ∈ ∨ =

. . .
. . .
⟨2⟩ ∀ ∈ 0 : ∨ [2][1][ ] = 1[2][1][ ]

∨ =
. . .

⟨2⟩ ∀ ∈ 1 :
∨ [2][2][ ] = { }
∨ ( , 1, ) ⊆ 1[2][2][ ]
⟨3⟩ ∈ 1
⟨3⟩ [2][2][ ] = { }

⟨3⟩
⟨3⟩ ∧ [2][2][ ] ̸= { }

∧ [2][2][ ] ∩ = {}
. . .

⟨3⟩ ∧ [2][2][ ] ̸= { }
∧ [2][2][ ] ∩ ̸= {}

. . .
⟨3⟩ ⟨3⟩ , ⟨3⟩ , ⟨3⟩

⟨2⟩ ⟨2⟩ , ⟨2⟩ , ⟨2⟩ , ⟨2⟩
, 3

. . .

Здесь доказательство шага 〈2〉 25 является наи-
более трудоемким и требует рассмотрения трех слу-
чаев. В целом логический вывод доказательств для 
каждого из них осуществляется в таком же стиле, 
что и выводы доказательств для аналогичных этапов 
ранее рассмотренных утверждений – последова-
тельная проверка выражений функции compare
Clause(·), отвечающих за сравнение параметрических 
блокировок предложений политики безопасности, 
с опорой на определенный набор обоснованных 
предположений.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Контроль информационных потоков стоит в од-

ном ряду с некоторыми иными [12], динамично 
развивающимися направлениями теории языков 
программирования. Работа является продолжением 
серии публикаций, посвященных разработанной 
с участием автора технологии контроля информа-
ционных потоков в программном обеспечении ав-
томатизированных информационных систем уровня 
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предприятия. В отличие от известных подобных 
технологий, основанных на методах статического и 
динамического анализа программного обеспечения 
и требующих от программистов решения дополни-
тельных нетривиальных задач, связанных с размет-
кой исходного кода, а также интерпретацией резуль-
татов анализа, разрабатываемая технология позво-
ляет строго разделить функции написания кода и 
контроля корректности его логики с учетом специ-
фики предметной области и с привязкой к принятой 
в системе политике безопасности.

Представленное исследование обладает самосто-
ятельной ценностью, поскольку дает вариант опи-
сания политик Paralocks, имеющих внедрение в Java 
(проект Paragon [13], [11]), в формальном языке 
TLA+, который часто применяется для моделиро-
вания программ и проверки их свойств. Таким обра-
зом, в работе делается шаг в сторону создания при-
менимой на практике платформы КИП, основанной 
на методах формальной верификации и проигры-
вания моделей.

Сама идея проверки безопасности информаци-
онных потоков на основе методов формальной ве-
рификации ранее выдвигалась и получила опреде-
ленное признание [14]. Однако в указанной работе 
проводились только теоретические исследования, 
не привязанные к конкретному языку программи-
рования, алфавит политик безопасности в ней 
представлен простой двухуровневой решеткой  
〈{Hi,Low}, ⊆〉.

Полученные в рамках исследования доказатель-
ства формальных свойств решетки выражений, со-
ставляющих алфавит политик безопасности, явля-
ются важным аспектом разработки механизма конт-
роля информационных потоков.

Практическое значение может иметь предложен-
ный вариант использования формальной логической 
системы TLAPS. Как уже отмечалось, многие объем-
ные доказательства, публикуемые в современных 
статьях, содержат некорректные утверждения. Чело-
веческий фактор является причиной возникновения 
простейших ошибок. Например, часто на основе 
установленного (заданного) факта вида: “∀x ∈ X вы-
полняется P(x)” делается шаг: “возьмем x ∈ X, для 
которого выполняется P(x)”. Шаг является некор-
ректным, так как требует проверки дополнительного 
условия “X не является пустым”. Другим ошибочным 
примером является использование для доказательства 
истинности некоторого утверждения фактов вида: 
x1 =  if e1 then x2 else x3 и x1 = x2. Недостающим 
условием в данном случае является: x2 ≠ x3, его про-
верка может оказаться нетривиальной.

Использование таких средств, как TLAPS, без-
условно влечет дополнительные трудозатраты, вы-
званные необходимостью трансляции доказательств 
в формулы TLA+, но в то же время предоставляет 
дополнительные гарантии корректности получаемых 
результатов.

5. БЛАГОДАРНОСТИ
Автор выражает признательность Джуру Куковецу 

(Институт разработки информационных систем, 
Вена, https://informatics.tuwien.ac.at/orgs/e194), 
одному из разработчиков инструмента Apalache [10], 
предназначенного для проверки спецификаций 
TLA+ на основе символьного выполнения, за важные 
рекомендации по оптимизации отдельных функций 
и операторов, образующих TLA+ семантику исполь-
зуемой версии языка Paralocks. Несмотря на то, что 
на данном этапе полностью адаптировать специфи-
кации PLIF для применения Apalache не удалось, 
дальнейшая работа в этом направлении, по мнению 
автора, имеет перспективу и будет продолжена.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1.	  Девянин П.Н. и др. Интеграция мандатного и роле-

вого управления доступом и мандатного контроля 
целостности в верифицированной иерархической 
модели безопасности операционной системы // Тр. 
Института системного программирования РАН. 
2020. Т. 32. № 1. С. 7–26.

2.	  Lamport L. Specifying systems: the TLA+ language and 
tools for hardware and software engineers. 2002.

3.	  Denning, Dorothy Е. A lattice model of secure 
information flow // Communications of the ACM. 1976, 
№ 5. Р. 236–243.

4.	  Broberg, Niklas, Sands, David. Paralocks: Role-based 
information flow control and beyond // Conference 
Record of the Annual ACM Symposium on Principles 
of Programming Languages, 2010. Р. 431–444.

5.	  Myers, C. Andrew, Liskov, Barbara. A decentralized 
model for information flow control // ACM SIGOPS 
Operating Systems Review. 1997. № 5. Р. 129–142.

6.	  Тимаков А.А. PLIF. 2021. GitHub. https://github.com/
timimin/plif.

7.	  Blanchette J. C., Bulwahn L., Nipkow T. Automatic proof 
and disproof in Isabelle/HOL //Frontiers of Combining 
Systems: 8th International Symposium, FroCoS 2011, 
Saarbrucken, Germany, October 5–7, 2011. Proceedings 
8. Springer Berlin Heidelberg, 2011. Р. 12–27.

8.	  Bonichon R., Delahaye D., Doligez D. Zenon. An 
extensible automated theorem prover producing 
checkable proofs //LPAR. 2007. Т. 4790. Р. 151–165.

9.	  Lamport L. How to write a proof //The American 
mathematical monthly. 1995. Т. 102. № 7. Р. 600–608.

10.	 Kukovec J., Konnov I. Type Inference for TLA in 
Apalache.

ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 1  2024

98	 ТИМАКОВ



11.	 Broberg N. Thesis for the Degree of Doctor of 
Engineering Practical, Flexible Programming with 
Information Flow Control. 2011.

12.	 Кораблин Ю.П. Эквивалентность схем программ на 
основе алгебраического подхода к заданию семан-
тики языков программирования // Russian 
Technological Journal. 2022. № 10(1). С. 18–27.

13.	 Broberg N., van Delft B., Sands D. Paragon for practical 
programming with information-flow control //Prog
ramming Languages and Systems: 11th Asian Sympo-

sium, APLAS 2013, Melbourne, VIC, Australia, De-
cember 9–11, 2013. Proceedings 11. Springer Interna-
tional Publishing, 2013. С. 217–232.

14.	 Clarkson M. R. et al. Temporal logics for hyperproper
ties // Principles of Security and Trust: Third Interna-
tional Conference, POST 2014, Held as Part of the 
European Joint Conferences on Theory and Practice of 
Software, ETAPS 2014, Grenoble, France, April 5–13, 
2014, Proceedings 3. – Springer Berlin Heidelberg, 2014. 
С. 265–284.

DESCRIPTION OF PARALOCKS LANGUAGE SEMANTICS IN TLA+
A. A.Timakova

aMIREA – Russian Technological University, Pr. Vernadskogo 78, Moscow, 119454 Russia

One of the basic aspects of information flow control in applications is security policy language. Such language 
should allow to define security policies for evaluation environment elements in coherence with higher level access 
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В то время как современные системы рендеринга эффективны при моделировании сложных световых 
путей в сложных средах, рендеринг преломляющих каустик по-прежнему занимает много времени. 
Каустики — это световые узоры, возникающие, когда свет преломляется и отражается от поверхности. 
Из-за резкого распределения плотности этих зеркальных событий алгоритмы рендеринга в основном 
полагаются на прямую выборку функции распределения двунаправленного рассеяния на этих 
поверхностях для построения траекторий. Это требует больших вычислений. Также применяются 
фотонные карты. Однако есть проблемы, ограничивающие применимость карт каустик. Так как каждый 
фотон в фотонном буфере должен быть обработан, поэтому приходится выбирать между сильно 
заниженной дискретизацией каустики и большим снижением скорости, чтобы использовать достаточное 
количество фотонов для каустики, с целью получения качественных изображений. Сложные зеркальные 
взаимодействия вызывают передискретизацию в ярких фокальных областях, в то время как другие 
области карты каустик остаются недостаточно выбранными и шумными. В то же время скорость имеет 
приоритет над реализмом в большинстве интерактивных приложений. Однако желание улучшить 
качество графики побудило к разработке различных быстрых приближений для реалистичного освещения.
В данной работе представлен комбинированный метод визуализации преломления света и каустик с 
использованием обратного интегрирования для освещения и прямого интегрирования для просмотра 
лучей. Используется подход для одновременного распространения света и отслеживания лучей в объеме, 
и, следовательно, он не требует хранения данных промежуточного объема освещения. В реализации 
метода расстояние между световыми плоскостями задается равным одному вокселю, что обеспечивает 
минимум одну выборку на воксель для всех ориентаций. В методе не используются предварительные 
вычисления, все параметры рендеринга могут быть изменены в интерактивном режиме.
В результате с использованием предлагаемого метода можно создавать правдоподобные приближения 
сложных явлений, таких как преломления и каустики. Показано влияние преломлений на тень. 
Демонстрируются сложные световые узоры из-за изогнутой геометрии объектов. Результаты визуализации 
показывают важность преломления для внешнего вида прозрачных объектов. Например, искажения, 
вызванные преломлением, и преломление на границе между средами. Разница в показателях преломления 
между отдельными средами вызывает сложное взаимодействие между светлыми и теневыми областями. 
Показано, как преломление и каустика улучшают визуализацию функционально заданных объектов, 
предоставляя дополнительную информацию о форме и местоположении.
Ключевые слова: функционально заданные объекты, функции возмущения, освещение, преломление, 
отражение, тени, каустика, графический процессор
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1. ВВЕДЕНИЕ
Одной из сложных проблем является визуализа-

ция зеркальных и прозрачных материалов [1]. Для 
таких материалов свет отражается или преломляется 
в каждой точке поверхности, поэтому приближения, 
повышающие скорость за счет размытия, неприем-
лемы. Эффекты преломления могут сильно влиять 
на восприятие прозрачных объектов. С другой сто-
роны, скорость имеет приоритет над реализмом 

в большинстве интерактивных приложений. Жела-
ние улучшить качество графики побудило к разра-
ботке различных быстрых приближений для реали-
стичного освещения. Также важным является воз-
можность эффективной реализации методов на GPU 
c учетом все возрастающей аппаратной поддержки.

В работе [2] представлен метод рендеринга кау-
стики в реальном времени, который использует 
DirectX Raytracing API и интегрирован в конвейер 
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рендеринга. Использованы карты прямой каусти-
ческой видимости и карты обратной каустической 
видимости, которые создаются для источников света 
и виртуальной камеры соответственно.

Каустика — важный визуальный эффект, спо-
собствующий восприятию реалистичности сцен 
с использованием отражающих и преломляющих 
поверхностей [3, 4].

Последние достижения в области рендеринга 
значительно снижают стоимость глобального осве-
щения. Но даже с аппаратным ускорением сложные 
световые пути с множеством взаимодействий с глян-
цем по-прежнему требуют многих вычислений. 
В статье [5] описан метод, который в сочетании 
с традиционными световыми картами для рассеян-
ного освещения интерактивно отображает все све-
товые пути в статичных сценах с непрозрачными 
объектами. Чтобы минимизировать объем памяти, 
вводится адаптивная параметризация, которая обес-
печивает повышенное разрешение для более бле-
стящих поверхностей и областей с более высокой 
геометрической сложностью.

Эффекты, такие как отражения, создают суще-
ственную проблему для алгоритмов визуализации 
на основе изображений и нейронных сетей. Прежде 
всего, это изогнутые отражатели, поскольку они 
приводят к сильно нелинейным потокам отражения 
при движении камеры. В статье [6] вводится пред-
ставление на основе точек для вычисления нейрон-
ной точечной катакаустики, позволяющей синте-
зировать сцены с изогнутыми отражателями в новом 
ракурсе из набора случайно снятых входных фото
графий. В основе метода лежит нейронное дефор-
мирующее поле, которое моделирует катакаустиче-
ские траектории отражений. Поэтому сложные 
зеркальные эффекты могут быть визуализированы 
с использованием эффективного точечного сплат-
тинга в сочетании с нейронным визуализатором.

В данной работе, в отличие от метода [7] высо-
кореалистичной визуализации нереального времени, 
предлагается интерактивное вычисление преломле-
ния света и каустик с применением графического 
процессора.

Целью представленной работы является разра-
ботка метода визуализации преломляющих сред 
с интерактивной частотой кадров без предваритель-
ных вычислений.

Главными отличительными особенностями пред-
ложенного метода являются:

1) объекты на основе функций возмущения;

2) распространение света в виде параллельных 
плоскостей.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Визуализация сложных пространственных струк-

тур является затратной в вычислительном отноше-
нии, так как из-за отсутствия дискретных однород-
ных объектов вклад освещенности должен оцени-
ваться и распространяться в каждой точке простран-
ства.

Хотя разработаны эффективные высококаче-
ственные методы интерактивного рендеринга объ-
емных данных с улучшенными эффектами освеще-
ния, с целью уменьшения вычислений пренебрегают 
эффектом рефракции. То есть изменением направ-
ления распространения света из-за различий в ско-
рости света между передающими средами. Так как 
эффекты преломления игнорируются, в результате 
лучи рассматриваются как прямые. А это значитель-
ное упрощение.

В то время как рефракция отвечает за широкий 
спектр оптических явлений, которые сильно влияют 
на внешний вид полупрозрачных материалов. На-
пример, световой луч внутри стеклянной линзы, 
окруженной воздухом, распространяется с более 
высокой скоростью. Каустики представляют собой 
сложные узоры сфокусированного света, окружен-
ного затененными областями из-за преломления 
изогнутыми объектами.

То есть скорость света является непрерывно из-
меняющимся свойством, вызывающим изменение 
направления в каждой точке пространства, и эф-
фекты преломления сильно влияют на восприятие 
прозрачных объектов. Преломление вносит важные 
дополнительные эффекты форм при визуализации.

Физически корректный рендеринг выполняется 
с помощью таких методов, как описано в [8]. Однако 
они медленные и результирующие изображения 
получаются с заметными артефактами.

Для целей визуализации нам требуется интерак-
тивная производительность, позволяющая выпол-
нять такие операции, как смена положения камеры, 
модификация передаточной функции и клиппиро-
вание.

Поскольку искривленные световые лучи значи-
тельно усложняют выборку на регулярной сетке, 
необходимо избежать явного формирования объема 
освещения, так как для вычисления преломления 
такая дискретизация проблематична. Кроме этого, 
необходимо указывать источник света относительно 
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положения камеры, чтобы его не перенастраивать 
всякий раз, когда сцена поворачивается.

В этой статье представлен подход визуализации 
преломляющего объемного освещения, включа-
ющий каустики, с интерактивной частотой кадров. 
С помощью совмещения вычислений света и рас-
пространения лучей метод не требует запоминания 
информации освещенности и предварительных вы-
числений, что позволяет полностью динамично 
манипулировать всеми параметрами рендеринга. 
В результате не требуется хранения данных проме-
жуточного объема освещения. Параметры, такие как 
положение света и передаточная функция, могут 
изменяться в интерактивном режиме без снижения 
производительности.

3. ОПИСАНИЕ МЕТОДА
3.1. Объекты на основе функций возмущения

Задание объектов (свободных форм) происходит 
с применением поверхностей второго порядка — 
квадрик и функций возмущения второго порядка 
[9]:
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где ( , , )F x y z′ — функция свободной формы; 
F(x,y,z) — функция базовой квадрики; fi — форм-
фактор; ( , , )iR x y z  — функция возмущения, 1... ,i N=
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где Q(x, y, z) — возмущающая квадрика.
Объект при функциональном задании целиком 

определен с помощью вещественной непрерывной 
описывающей функции трех переменных (x, y, z) 
в виде ( , , ) 0F x y z′ ≥ . Объекты рассматриваются как 
замкнутые подмножества евклидова пространства 
E 3, определяемые описывающей функцией

( , , ) 0F x y z′ ≥ , где F — непрерывная вещественная 
функция и (x, y, z) — задаваемая координатными 
переменными точка в E 3. Здесь ( , , ) 0F x y z′ >  задает 
точки внутри объекта, ( , , ) 0F x y z′ =  — точки на 
границе и ( , , ) 0F x y z′ <  — точки, лежащие снаружи 
и не принадлежащие объекту.

Решая описывающую функцию в виде неравен-
ства ( , , ) 0,F x y z ≥′  мы можем визуализировать не 
только поверхность, но и внутреннюю структуру 
объекта [10].

Важной частью является эффективное нахож-
дение первого пересечения луча с поверхностью. 
Данная задача напоминает методы визуализации 

объемных данных, которые часто применяются, 
например, в томографии. В подобных методах задана 
функция плотности. Основным отличием является 
то, что в подобных подходах мы имеем дело с дис-
кретными данными. А в нашем случае есть анали-
тически заданная функция плотности. Это позволяет 
более эффективно осуществлять поиск пересечения 
луча с поверхностью [11]. Так как условные пере-
ходы — это дорогие операции для геометрического 
процессора, чтобы не использовать рекурсию, воз-
мущения задаются явно.

3.2. Уравнение переноса излучения

Уравнение в дифференциальной форме имеет 
следующий вид [12]:
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где ( ) ,L x w


 — излучение, параметризованное точкой 
x


 и направлением движения w:
( ) ( , )t x L xm w
   — потери, вызванные поглощением и 

рассеянием;

	 ( ) ( ),a ex L xm w
 

 и ( ) ( )
2

( , ) ,s p

S

x f L x dm w w w w∫
 

 — 

выигрыши, обусловленные излучением ( , )eL x w
  и 

рассеиванием соответственно; ,( )pf w w  — функция 
фазы, количественно определяет направленную 
плотность рассеянного света (направление движения 
w ∈ S 2); S 2 — единичная сфера.

С помощью решения интеграла Дирака получа-
ется интегральная форма уравнения переноса излу-
чения, включающая прямое рассеяние:

	
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, exp –

, , ,

t

t s n s

a t e t s t e t

L x x x ds

x L x x L x dt

∞  
w = m + m × 

 

 × m w + m w 

∫ ∫
   

    

	

(4)

где –tx x t= w
   и – .sx x s= w

 

3.3. Подповерхностное рассеяние

Количество энергии, проходящей в нижние слои 
поверхности, равно [13]:

	 ( )( ) ( )( )1 1 ,i oE F F= - a - a  (5)

где F — коэффициент отражения Френеля для от-
ражения. Для пластика коэффициент отражения 
зависит от коэффициента отражения rd диффузного 
слоя [12]:
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где Fdr — коэффициент диффузного отражения Фре-
неля.

Коэффициент диффузного отражения Френеля 
соответствует интегралу коэффициента отражения 
Френеля, умноженному на косинус угла по входя-
щим направлениям.

Для подповерхностного слоя это зависит от аль-
бедо a рассеивающего материала [13]:
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где ai′ и ao′ — углы преломления лучей с нормалью 
к поверхности (рис. 1).

Таким образом, при преломлении света лучи как 
от источника освещения, так и лучи, видимые на-
блюдателем, изменяют направление в зависимости 
от свойств материала.

3.4. Передача света

Перенос света в общем виде описывается с ис-
пользованием интеграла пути [14]. Интенсивность I 
определяется в виде интеграла

	 ( ) ( ),I f z d z
W

= m∫ 	 (8)

где Ω — пространство путей переноса света z, f(z) — 
пропускная способность пути.

Интеграл по траектории аппроксимируется оцен-
кой

	
( )
( )1

1
,

p
i

ii

f z
I

p d z=
≈ ∑ 	 (9)

где p – вклад путей распространения света, ото-
бранных с плотностью вероятности d(z).

Пути распространения света z = xn  ym разлагаются 
на фотонные субпути xn и субпути камеры ym.

Вычисление плотности выполняется в паре вер-
шин xn  ym.

3.4.1. Вычисление плотности

Приближенное вычисление плотности полной 
пропускной способности пути

 
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

1 1 ,
n m

n n m m

f z
C C t D C s C

d z - - ′≈ ϖ ϖ 	 (10)

здесь 〈D〉n,m — оценка плотности в паре вершин xn 
и ym.

3.4.2. Вычисление излучения

Введем трехмерные оценки плотности. Метод 
может быть повторно применен к еще более высо-
ким измерениям.

Оценка плотности для лучей фотонов вычисля-
ется следующим образом [15, 16]:

	 ( ) ( ){ } ( ), ,
2 , ,m

m

sn m n m
n n mr s

D f t K x y f f s ds+

-
w= ∫ 	(11)

где ,n mt y  — функции интегрирующей переменной 
s, K2 — 2D-ядро размытия.

Интегральные границы определяются пересече-
нием луча камеры и фотонного луча.

Лучи объединяются в непрерывную фотонную 
плоскость с вкладом

	

( ) ( )

( ) ( )

1,
1

1 , ,
1,

,

m

m

sn m
n npl s

n m n m
n n
pl

D f t f t

K x y
f f s ds

J

+

-

-
-

w-

= ×

  ×  
  

∫
	

(12)

где 1,
1

n n
pl n nJ -

-= w × w  – якобиан.
Вставим и расширим оценку (12) в уравнение 

(10), для 1,n m

pl
D

- :

( ) ( ) 1 , ,2
1 1,

2

( )( )
( ) ,

( )

m

m

s
n m n mn

n n n n
n pls

K x yf t
f t f t f f s ds

d t J

+

-

-
- w-

-

  
 
  

∫ 	 (13)

Заменим выборку расстояния вдоль tn – 2 детер-
минированной плоскостью.

1
1 ( , )n mK x y u-=  — однородное ядро размытия. 

1 1( ) || ||n n n nu - -= w × w w × w  — нормаль к плоскости 
(рис. 2).

n
αi

αi

α0

α0′

′

Рис. 1. Подповерхностное рассеяние света.
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Вклад всех плоскостей в объем составит:
1

( ) ,
12 1,

0

( ) ( ) ( ) ( ) ,m

m

si n m
n nn n ns

i pl

u
f t f t f t f f s ds

J

+

-

-

- w- -
=

  
 
  

∑ ∫ 	 (14)

Взятие предела даст непрерывный объем фото-
нов.

Однако подходы нереального времени [15, 16] не 
поддерживают рефракцию. Чтобы учесть прелом-
ление, модифицируем метод фотонных плоскостей. 
Искривленные световые лучи значительно услож-
няют выборку на регулярной сетке. Для визуали-
зации в нереальном времени сцен с преломляющими 
средами используются методы вычисления осве-
щенности с помощью фотонных карт. Эти методы 
требуют очень много вычислений, поскольку необ-
ходимо огромное количество фотонов для каче-
ственного изображения, то есть чтобы изображение 
казалось непрерывным [17].

Вместо того чтобы испускать отдельные фотоны, 
в предлагаемом методе распространяется свет плос-
кость за плоскостью, одновременно с вычислением 
лучей от наблюдателя. Объем пересекается плоско-
стями, параллельными плоскости изображения.

При визуализации желательно указывать источ-
ник света относительно положения камеры, чтобы 
его не перенастраивать при геометрических пре
образованиях.

Для этого мы использует один удаленный источ-
ник света, расположенный в том же полушарии, что 
и наблюдатель.

Свет распространяется в виде параллельных пло-
скостей, с сохранением его направления и излучения 
в 2D-буферах. Для каждой точки в световом буфере 
происходит интегрирование в обратном направле-
нии вдоль светового пути. Вычисляется пересечение 

луча, исходящего из текущей точки на световой 
плоскости, с предыдущей плоскостью света в отри-
цательном направлении света. Используется били-
нейная интерполяция для получения значений яр-
кости и направления в точке пересечения.

Нарезка плоскостей происходит, как описано 
в работе [18].

Входящее излучение смешивается с вкладами 
частиц и среды между двумя плоскостями. Направ-
ление света обновляется на основе градиента поля 
показателя преломления. Для каждого положения 
пикселя в текущем световом буфере вычисляем:

	 1 (1 ) ,j j jL L I c-= - a 	 (15)

здесь Lj — новый цвет света, Lj – 1 — фильтрованный 
предыдущий цвет света, Ij – интенсивность света, 
a — непрозрачность, с — средний цвет между пло-
скостями j  - 1 и  j.

Направление света вычисляется следующим 
образом:

	 1 ,j jdl dl p-= + Δ l 	 (16)

здесь dlj — новое направления света, dlj - 1 — филь-
трованное предыдущее направление света, D p — 
расстояние между световыми плоскостями, l — по-
казатель преломления.

Необходимо не только распространять и рассе-
ивать свет, но и находить каустики.

Используем следующее уравнение интенсив-
ности:
	 1 1 ,j j j jI I A A- -= 	 (17)

здесь Ij — интенсивность света на элементе пло-
щадью Aj, передающаяся из элемента с площадью 
Aj - 1 с интенсивностью Ij - 1.

Необходимо теперь вычислить требуемые об-
ласти. Так как графические процессоры имеют 
встроенные функции для вычисления частных про-
изводных, оптимальным решением является ап-
проксимация областей с использованием частных 
производных в пространстве экрана. Для этого вы-
числяются пересечения светового луча с текущей и 
предыдущей плоскостями.

Области Aj и Aj - 1 (17) задаются:

	 ,j i i
d d

A p p
dx dy

≈ 	 (18)

здесь pi — точка пересечения луча и соответству-
ющей плоскости.

Эта поправка затем используется в уравнении 
(17) для восстановления каустики.

u

Wn

Wn – 1 Wn – 2

Рис. 2. Вклад плоскостей в объем.
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Входящее рассеянное освещение определяется 
путем поиска значения в световом буфере в текущем 
местоположении луча обзора. Вычисляется зеркаль-
ная составляющая аналитически с использованием 
коэффициента Кука–Торренса в модели BRDF [19]. 
Зеркальная составляющая вычисляется с помощью 
направления света, луча обзора и нормали. С по-
мощью нормали вычисляется отражательная спо-
собность границы раздела на основе относительного 
показателя преломления между текущей и преды-
дущей плоскостями освещения.

Отражения и передача света вычисляются следу-
ющим образом.

Цвет:

	 1 1 1(1 ) ( ),j j j j d sC C c i i- - -= + - a ⋅ ⋅ ς ⋅ s ⋅ + 	 (19)

непрозрачность:

	 1 1(1 ) ,j j j- -a = a + - a ⋅ ς 	 (20)

среднее значение цвета:

	 1 ,j jc c -= ⋅ υ 	 (21)

где Cj — новое значение цвета частиц, Cj - 1 — преды-
дущее значение цвета частиц, aj — новое значение 
непрозрачности, aj - 1 — предыдущее значение не-
прозрачности, cj — новое среднее значение цвета 
частиц, cj - 1 — предыдущее среднее значение цвета 
частиц, id — вклад рассеянного освещения, is — вклад 
зеркального освещения, ς, s, υ — вклады сегмента 
луча.

Замечание. В случае таких материалов, как стекло, 
вклад зеркального освещения не умножается на 
непрозрачность, так как максимально пропускаю-
щие части объема без вклада непрозрачности могут 
иметь зеркальные отражения.

На рис. 3 показан алгоритм вычислений.
Используются следующие буферы: буфер осве-

щения, буфер направления света, буферы положе-
ния и направления луча обзора, буферы цвета и 
окружающей среды (рис. 3).

Шаг 1. Буферы инициализируются с помощью 
шейдера. Шейдер инициализации очищает буферы 
цвета и окружающей среды, вычисляет направление 
луча от наблюдателя и начальные положения. Ини-
циализируются буферы освещения, направления 
света с цветом и направления источника света. Со-
храняются координаты направления лучей и поло-
жения в пространстве.

Шаг 2. Клиппирование функционально задан-
ного объекта световой плоскостью, получение среза. 
Вычисляется контур ( , , ) 0F x y z′ =  — точки на гра-

Старт

Шаг 1: 
Инициализация 

буферов

Шаг 2:  
Создание  

световой плоскости

Шаг 3:  
Обратное  

интегрирование

Шаг 5:  
Коррекция  

интенсивности света

Шаг 4:  
Фильтрация цвета  

и направления ходящего света

Шаг 6:  
Обновление  

направления света

Шаг 7: 
Вычисление зеркального 

отражения и каустики

Шаг 8: 
Вычисления непрозрачности, 

цвета частиц и среды

Шar 9:  
Coхранение новых значений 
в соответствующих буферах

Рис. 3. Алгоритм визуализации.
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нице (воксели с нормалями) и ( , , ) 0F x y z′ >  — точки 
внутри объекта. Алгоритм приведен для одного 
среза, для остальных он повторяется.

Распространение света и лучей, исходящих от 
наблюдателя, выполняются с помощью программы 
фрагментного шейдера для каждой световой (клип-
пирующей) плоскости.

Шаг 3. Распространение света от предыдущей 
плоскости выполняется с использованием обратного 
интегрирования (формулы (15) и (16)). Моделиру-
ется направленный источник света.

Шаг 4. Фильтрация цвета и направления входя-
щего света необходима, так как затенение будет 
становиться все более рассеянным по мере продви-
жения света от предыдущей плоскости. Использу-
ется ядро фильтрации, как описано в [20]. Это же 
ядро применяется для фильтрации направления 
лучей, чтобы устранить артефакты, вызванные 
обратным отображением.

Отфильтрованные цвет Lj - 1 и направление света 
dlj - 1 затем используются в уравнениях (15) и (16).

Шаг 5. Коррекция интенсивности света выпол-
няется с использованием конечно-разностных 
функций графического процессора, то есть частных 
производных в пространстве экрана от пересечения 
светового луча с текущей и предыдущей клиппиру-
ющими плоскостями, поскольку современные гра-
фические процессоры имеют встроенные функции 
для вычисления этих производных.

Вклад объема в текущей плоскости определяется 
с использованием таблиц предварительного интег-
рирования для цвета среды и частиц, непрозрачно-
сти и используется для вычисления нового цвета.

Шаг 6. Вычисление нового цвета и показателя 
градиента преломления, который используется для 
обновления направления света. Новый цвет и на-
правление света сохраняются в буферах.

Шаг 7. Вычисление зеркального отражения и 
каустики. В отличие от распространения света, прос-
мотр лучей от наблюдателя происходит с использо-
ванием прямого интегрирования. Сохраняется их 
положение, направление и накопленный цвет в на-
боре 2D-буферов. Для положения и направления 
лучей от наблюдателя предыдущие значения, а также 
накопленный цвет, непрозрачность и цвет окружа-
ющей среды извлекаются из соответствующих бу-
феров. Входящее освещение извлекается из свето-
вого буфера и вычисляется зеркальное затенение 
с использованием градиента объема.

Шаг 8. Вклады текущего сегмента луча извлека-
ются из таблиц предварительной интеграции и ис-

пользуются для вычисления новой непрозрачности, 
цвета частиц и среды. Направление луча обновляется 
с использованием градиента показателя преломле-
ния. Определяется пересечение луча со следующей 
световой плоскостью.

Шаг 9. Новые значения сохраняются в буферах.
Для отображения изображений использован 

OpenGL 4.5 с многослойными вложениями буфера 
кадра (в режиме Flip-Flop), синхронизацией и т.д. 
Геометрический шейдер указывает, какой слой вло-
жения записывается. Режим Flip-Flop означает, что 
можно одновременно в одну часть памяти записы-
вать, а из другой считывать данные. Используется 
также встроенный контроль за записями текстур и 
кешированием.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ
Тестирование производилось на компьютере с 

процессором Intel Core i7-4930K OEM и графиче-
ском процессоре GeForce GTX 980 Ti. Изображения 
были визуализированы с разрешением 1024 × 768 
пикселей.

На рис. 4а показана каустика от стеклянного эл-
липсоида на поверхность с диффузно-зеркальной 
составляющей α = 0,1. Диффузно-зеркальная со-
ставляющая поверхности изменяется от 1 (диффуз-
ная) до 0 (зеркальная). Параметр α определяет, яв-
ляется ли поверхность диффузной или зеркальной. 
Такая модель была представлена Шликом в [21]. Эта 
модель проста и обладает полезным свойством, за-
ключающимся в том, что она обеспечивает непре-
рывный переход от ламбертовского отражения 
к глянцевому зеркальному отражению. На рис. 4б 
показан тот же объект, визуализированный с по-
мощью метода [7], при этом некоторые детали внут-
ренней структуры эллипсоида упущены.

На рис. 5а (слева) показан объект с преломлением 
и сочетанием пропускающих и отражающих свойств 
материала. Рисунок демонстрирует сложные свето-
вые узоры каустики из-за изогнутой геометрии объ-
екта. На рис. 5б показан тот же объект, визуализи-
рованный с помощью метода [7], который демон-
стрирует меньшее изгибание световых лучей.

Рис. 6 демонстрирует важность преломления для 
внешнего вида прозрачных структур. В прозрачном 
сосуде содержится жидкость. Задаем различные по-
казатели преломления для стекла и жидкости. Уве-
личиваем непрозрачность жидкости. Жидкость те-
перь поглощает большую часть поступающего света, 
в результате чего образуется темная тень, а внутри — 
каустика. Кроме того, становится виден рисунок, 
вызванный преломлением света.
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На рис. 6б показан тот же объект, визуализиро-
ванный с помощью метода [7], на острых краях со-
суда видны артефакты, которые уменьшаются с 
увеличением количества выборок.

В табл. 1 приведены показатели производитель-
ности алгоритма. Время указано в миллисекундах.

Как видно из таблицы, визуализация осуществля-
ется в интерактивном режиме. Это стало возможно 
благодаря некоторым упрощениям.

В табл. 2 приведены времена вычисления этих 
изображений с помощью метода [7]. Время указано 
в минутах.

Таблица 2. Время визуализации метода [7]

Изображение Время визуализации.
Разрешение 1024×768

Рис. 4б
Рис. 5б
Рис. 6б

1.2 мин.
3.3 мин.
4.8 мин.

В табл. 1 показаны данные для одного источника 
света, расположенного в том же полушарии, что и 
камера. Каждый новый источник освещения требует 
дополнительных вычислений, которые растут ли-
нейно. Рост дополнительного времени вычислений 
(ордината, в миллисекундах) показан на рис. 7.

Кроме этого, наш подход рассматривает показа-
тель преломления как скалярную величину, игно-
рируя тот факт, что физическое преломление также 

Рис. 4. Слева: прозрачный эллипсоид с каустикой. Справа: тот же объект, визуализированный с помощью метода 
[7].

Рис. 5. Слева: прозрачный объект с каустикой. Справа: тот же объект, визуализированный с помощью метода [7].

Таблица 1. Время визуализации

Изобра
жение

Разреше-
ние по 

глубине 
в воксе-

лях

Время 
визуали-

зации.
Разре
шение 

640×480

Время 
визуали-

зации.
Разре
шение 

800×600

Время 
визуали-

зации.
Разреше-

ние 
1024×768

Рис. 4а
Рис. 5а
Рис. 6а

256
512
800

15 мс
60 мс
65 мс

26 мс
109 мс
126 мс

56 мс
176 мс
203 мс
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влияет на длину волны света. Это означает, что наш 
метод, следовательно, не способен улавливать яв-
ления, зависящие от длины волны. Можно было бы 
решить эту проблему, указав отдельные показатели 
преломления для спектральных образцов за счет 
создания их спецификации, или спектральный по-
казатель преломления может быть получен в виде 
функции цвета среды. Но это требует также допол-
нительных вычислений.

Тем не менее предлагаемый метод имеет преиму-
щества перед методами, использующими фотонные 
карты.

В работе [17] отмечено, что если важно уметь 
получать приближенное решение быстро, то можно 
использовать различные методы на основе фотонных 
карт [22]. Однако эти методы имеют недостатки, 
например, надо выбирать между сильно заниженной 
дискретизацией каустики и большим снижением 
скорости, чтобы использовать достаточное количе-
ство фотонов для каустики, чтобы получить каче-
ственные изображения.

В обзорной статье [23] представлен широкий ряд 
как интерактивных методов, использующих фотон-
ные карты, так и методы нереального времени, ко-
торые включают в себя расширенные световые эф-
фекты. Хотя было разработано много эффективных 
методов, они либо не поддерживают рефракцию 
[24], либо являются подходами нереального вре-
мени [25].

В статье [26] дан обзор прогрессивных методов 
переноса света, в том числе рассмотрены несколько 
подходов на основе фотонных карт, с применением 
графических процессоров. В ней исследованы три 
прогрессивных алгоритма, основанных на отобра-
жении фотонов, а именно, прогрессивное отобра-
жение фотонов (PPM), стохастическое прогрессив-
ное отображение фотонов (SPPM) и прогрессивное 
двунаправленное отображение фотонов (PBPM). 
Общим элементом всех алгоритмов является оценка 
плотности, основанная на сборе фотонов в области 
с определенным радиусом от точки запроса. Рас-
смотрены три структуры данных, предназначенные 
для ускорения этого процесса: kD-дерево, полная 
хэш-сетка и стохастическая хэш-сетка. Авторы от-
мечают, что стандартная оценка плотности на глян-
цевых поверхностях дает результаты с шумом, ко-
торый можно лишь уменьшить разными способами, 
но не устранить.

Поскольку и генерация фотонов, и запросы вы-
полняются на графическом процессоре, важно, 
чтобы построение структуры данных также обраба-
тывалось графическим процессором, чтобы огра-
ничить передачу данных из CPU в GPU.

Существуют следующие проблемы. Когда радиус 
значительно меньше размера ячейки, ячейка может 
содержать много фотонов, которые будут находиться 

Рис. 6. Слева: прозрачный сосуд с жидкостью и каустикой. Справа: тот же объект, визуализированный с помощью 
метода [7].

Рост дополнительного времени вычисления
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Рис. 7. Дополнительное время вычислений.
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за пределами радиуса запроса и отбрасываться. Или 
ячейка может содержать много фотонов, которые 
будут находиться за пределами диапазона запроса. 
Другая проблема связана с неравномерным количе-
ством фотонов в каждой ячейке — например, по-
верхности, расположенные вблизи источников света, 
могут иметь значительно более высокую плотность 
фотонов. Это означает, что количество фотонов, 
обработанных в каждом запросе, может значительно 
отличаться, снижая эффективность графического 
процессора. Есть проблемы балансировки. На гра-
фическом процессоре все потоки ожидают, пока 
каждый поток не обработает все фотоны в своей 
текущей ячейке, прежде чем обрабатывать следу-
ющую ячейку. Это означает, что даже если общее 
количество фотонов одинаково во всех потоках, 
некоторые потоки не работают, в то время как дру-
гие все еще обрабатывают свои фотоны из данной 
ячейки.

В статье также анализируются несколько тесто-
вых сцен. Показан объект с зеркальными отраже-
ниями и преломлениями, состоящий из 918000 тре-
угольников. При этом используются 175000 фотонов, 
однако не учитывается перенос преломляющего 
излучения, которое моделирует непрерывное изги-
бание световых лучей для физически корректного 
рендеринга участвующих сред с изменяющимся в 
пространстве показателем преломления, что явля-
ется одной из важных возможностей предлагаемого 
нами метода.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Представлен метод визуализации функционально 

заданных объектов с эффектами преломления, от-
ражения света и каустики в интерактивном режиме. 
Использован комбинированный подход передачи 
света и отслеживания лучей. Для этого применены 
обратное интегрирование для освещения и прямое 
интегрирование для отслеживания лучей. Благодаря 
этому получаем динамическое объемное освещение 
с мягкими тенями и расширенными эффектами, 
такими как каустика. В методе не используются 
предварительные вычисления, что является поло-
жительной характеристикой.
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INTERACTIVE CALCULATION OF LIGHT REFRACTION  
AND CAUSTICS USING A GRAPHICS PROCESSOR

S. I. Vyatkina, B. S. Dolgovesova

aSynthesizing Visualization Systems Laboratory, Institute of Automation and Electrometry,  
Siberian Branch, Russian Academy of Sciences,

Academician Koptyug Avenue, 1, Novosibirsk, Novosibirsk region, Russia, 630090

While modern rendering systems are effective at modeling complex light paths in complex environments, rendering 
refractive caustics still takes a long time. Caustics are light patterns that occur when light is refracted and reflected 
from a surface. Due to the sharp density distribution of these mirror events, rendering algorithms mainly rely on 
direct sampling of the bidirectional scattering distribution function on these surfaces to plot trajectories. This 
requires many calculations. Photonic maps are also used. However, there are problems limiting the applicability 
of caustic maps. Since each photon in the photon buffer must be processed, therefore, one has to choose between 
a strongly underestimated caustic sampling and a large decrease in speed in order to use a sufficient number of 
photons for caustics in order to obtain high-quality images. Complex mirror interactions cause oversampling in 
bright focal areas, while other areas of the caustic map remain under-selected and noisy. At the same time, speed 
takes precedence over realism in most interactive applications. However, the desire to improve the quality of 
graphics prompted the development of various fast approximations for realistic lighting.
This paper presents a combined method for visualizing refraction of light and caustics using reverse integration 
for illumination and direct integration for viewing rays. An approach is used for simultaneous propagation of light 
and for tracking rays in volume and, therefore, it does not require storing data of an intermediate volume of 
illumination. In the implementation of the method, the distance between the light planes is set to one voxel, which 
provides at least one sample per voxel for all orientations. The method does not use preliminary calculations; all 
rendering parameters can be changed interactively.
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As a result, using the proposed method, it is possible to create plausible approximations of complex phenomena 
such as refractions and caustics. The effect of refraction on the shadow is shown. Complex light patterns are 
demonstrated due to the curved geometry of the objects. The visualization results show the importance of refraction 
for the appearance of transparent objects. For example, distortions caused by refraction and refraction at the 
interface between media. The difference in refractive indices between individual media causes a complex interaction 
between light and shadow areas. It is shown how refraction and caustics improve the visualization of functionally 
defined objects by providing additional information about shape and location.
Keywords: functionally defined objects, perturbation functions, illumination, refraction, reflection, shadows, 
caustics, graphics processor
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