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1. ВВЕДЕНИЕ / МОТИВАЦИЯ
Данная статья – продолжение серии работ в рам-

ках глобального проекта по “геометризации меха-
ники”. Под этим термином, не обязательно обще-
принятым, мы понимаем различные подходы, осно-
ванные изначально на результатах и конструкциях 
из дифференциальной или обобщённой геометрии, 
которые применяются к качественному анализу 
уравнений, описывающих механические системы. 
В этот проект входит разработка геометрического 
формализма, релевантного для максимально широ-
кого класса задач механики. Он также посвящен 
поиску или построению разумных стратегий моде-
лирования механических систем и численного ре-
шения полученных уравнений. Основная приклад-
ная цель проекта – предложить наиболее полный 
“набор инструментов”, оптимальный в “бытовом” 
смысле, то есть обеспечивающий достаточно точное 
решение таких задач с разумными затратами вычис-
лительных ресурсов. Мы приводим некоторый обзор 
таких методов в [1]: в нем мы показываем, что кон-
струкции из обобщенной и градуированной гео-
метрии играют важную роль.

В [2, 3] мы сформулировали ряд открытых во-
просов и задач, потенциально решаемых современ-
ными методами компьютерной алгебры; построение 
порт-Гамильтоновой структуры заданных уравнений 
и изучение порт-Гамильтовых систем (ПГС – набор 
Гамильтоновых систем, соединённых по определён-
ным правилам) было одной из них. В [4] мы по-
дробно рассмотрели Гамильтонову составляющую 

ПГС, которая была существенно связана с резуль-
татами из симплектической и Пуассоновой гео-
метрии. Про порты мы лишь упомянули, что их 
можно удобно описывать с помощью графов, к ко-
торым и применяются алгоритмы анализа. В данной 
статье мы остановимся на этом вопросе подробнее, 
а именно объясним релевантность подхода к анализу 
с помощью машинного обучения и приведем неко-
торые аргументы в пользу выбранных алгоритмов. 
Мы также остановимся чуть подробнее на некоторой 
новой философии анализа внутренней структуры 
произвольных систем дифференциальных уравне-
ний, естественным образом вытекающей из форма-
лизма ПГС.

В секции 2 мы напомним определения и обозна-
чения из ПГС, сформулируем их важные свойства. 
В секции 3 мы опишем “опыт” применения различ-
ных подходов к анализу ПГС. Мы закончим статью 
упоминанием прямых приложений данного подхода, 
связанных с геометрическими интеграторами в мо-
делировании сложных систем. Мы также обсудим 
потенциальные приложения для нового подхода 
к определению канонической формы систем диф-
ференциальных уравнений.

2. ПОРТ-ГАМИЛЬТОНОВЫ СИСТЕМЫ
Идея порт-Гамильтоновых систем достаточно 

проста и изящна: для нескольких консервативных 
механических систем, описываемых в рамках клас-
сической Гамильтоновой динамики, рассмотрим 
взаимодействие, заданное некоторыми силами – эти 
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силы назовём портами. Насколько нам известно, 
впервые такой подход был подробно описан в [5], 
с инженерной точки зрения, а затем пересмотрен в 
[6] с некоторым описанием классификации физики 
портов. Достаточно общепринятая терминология – 
называть каждую из таких систем вместе с её входя-
щими и исходящими портами узлом.

Напомним, как эта конструкция формализуется 
математически. Каждый узел можно записать сле-
дующим образом:

	 = ( ( ) ( )) ( ) .
H

J R w
∂

− +
∂

x x x x u
x

 	 (2.1)

Здесь x – векторная переменная, обозначающая 
состояние узла, J(x) – кососимметричная матрица, 
описывающая симплектическую или Пуассонову 
структуру (см. [4]), H(x) – Гамильтониан; R(x),w(x)  
и u соответствуют внутренним или внешним портам.

Порт-Гамильтонова система составляется из та-
ких узлов соединением через порты: внешние пере-
менные одних узлов зависят от внутренних для дру-
гих. Для дальнейшего важно понимать ключевое 
свойство ПГС: несколько узлов, соединённых 
вместе, снова являются узлом.

Понятно, что “сборка” порт-Гамильтоновой сис-
темы из модулей – это формально простая техни-
ческая конструкция. Здесь мы обсуждаем задачу, 
обратную к ней: зная, что система дифференциаль-
ных уравнений

	 = ( )X F X 	 (2.2)

получена как порт-Гамильтонова, восстановить её 
структуру.

Напомним, что алгоритм, который мы начали 
объяснять в [4], выглядел (не вдаваясь в подроб-
ности) следующим образом.

Алгоритм

Входные данные: система дифференциальных 
уравнений вида (0.2).

1. Восстановление графа связности ПГС, то есть 
идентификация узлов и связей между ними.

2. Разметка полученного графа, то есть иденти-
фикация или выбор симплектической/Пуассоновой 
структуры и соответствующего Гамильтониана.

3. Разметка связей между узлами, то есть иден-
тификация портов.

Выходные данные: граф (множество узлов и портов 
ПГС), размеченный в обозначениях (0.1).

Пункты 2 и 3 были подробно изучены в [4] –
после соответствующего анализа они сводятся 

к символьным вычислениям с дифференциальными 
формами, векторными и бивекторными полями. 
В предыдущей статье мы рассматривали примеры 
с помощью простейших инструментов на языке 
Python, упомянем здесь лишь, что пакет SageMani
folds в SageMath ([7]) оказался удобным и более про-
двинутым для таких целей.

Что же касается п. 1, в предварительных вычи-
слениях для “proof of concept” мы использовали 
совершенно прямолинейную реализацию алгорит-
мов, о которой скажем ниже, но уже тогда было 
понятно, что вопрос более интересный и заслужи-
вает отдельного рассмотрения. Сформулируем не-
которые свойства ПГС, повлиявшие на выбор алго-
ритма решения этой задачи.

Как уже было упомянуто, важное свойство ПГС – 
возможность их соединения:

• два соединённых или даже независимых узла 
могут рассматриваться как один;

• одна переменная может быть узлом;
• вся ПГС может считаться узлом;
• несколько ПГС, соединённых вместе – снова 

ПГС.
Это значит, что без дополнительных условий 

задача восстановления структуры ПГС по уравнению 
вида (2.2) имеет существенно неединственное ре-
шение.

Рассмотрим теперь всю ПГС как один узел, 
иными словами, конфигурацию, когда уравнение 
(2.2) имеет вид (2.1). В таком случае правые части 
системы имееют довольно специальный вид. Мат-
рицы J и R отвечают за внутренние степени свободы 
узла – когда узел сообран из нескольких, они будут 
иметь блочную структуру: подматрицы меньшего 
размера будут сворачиваться с градиентом Гамиль-
тониана, зависящего от некоторого подмножества 
переменных. Переменные w и u, наоборот, будут 
“перемешивать” блоки и встречаться парами: внут-
ренние для одного – внешние для другого подузла.

3. ПОДХОДЫ К ОПРЕДЕЛЕНИЮ 
СТРУКТУРЫ ГРАФА

В этой секции мы представим три различных под-
хода, которые мы рассматривали для определения 
структуры графа ПГС. Мы опишем в том числе и 
“неудачный” опыт, а именно стратегии, которые не 
привели к желаемому или оптимальному результату. 
В свете замечаний выше, мы объясним различия 
методов и причины возникающих сложностей. Мы 
постараемся сделать это с наименьшим количеством 
технических подробностей. Напомним, цель в сис-
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теме уравнений вида (2.2) сгруппировать переменные 
в узлы и восстановить связи между ними.

Детерминистский подход

Описанная структуры матриц J и R кажется до-
вольно “узнаваемой” – естественно возникает идея 
восстановить эту структуру точно, то есть сформу-
лировать набор критериев, позволяющих класси-
фицировать каждое слагаемое уравнения (2.2). Идея 
алгоритма могла бы быть следующая: в каждом урав-
нении системы (2.2) каждое из слагаемых отнести 
либо к переменным “своего” узла, либо к портам по 
некоторому признаку, затем проверить совместность 
результата с учётом Гамильтоновой структуры узлов.

На деле единственное решение, которое получи-
лось формализовать – перебрать все возможные ком-
бинации размеров узлов и заполнить их всеми воз-
можными способами слагаемыми из (2.2). При этом 
шаг проверки совместности сводится к описанному 
в [4] восстановлению Пуассоновой или симплекти-
ческой структуры (матрицы J) и подбору Гамильто-
ниана, то есть аналитическому решению нелиней-
ной системы дифференциальных уравнений. Только 
в отличие от оригинального подхода [4], разделение 
на порты и внутренние переменные в каждом случае 
будет зафиксировано, что систематически приводит 
именно к несовместным конфигурациям. Это же 
ограничение приводит к невозможности корректи-
ровать Гамильтониан, если он оказывается слишком 
сложным и/или сильно нелинейным для восстанов-
ления. Все эти явления были заметны на очень 
простых системах в малой размерности: достаточно 
рассмотреть гармонические осцилляторы с мини-
мально нелинейным взаимодействием, порт-Га-
мильтонова структура для которых легко читается 
невооруженным глазом. Очевидно также, что для 
больших систем даже перебор размеров блоков ста-
новится неразумным. Таким образом даже до по-
пыток настоящей программной реализации стало 
понятна ограниченность такого подхода.

Причина трудностей каждый раз одна и та же: 
неоднозначность представления системы вида (2.2) 
в виде ПГС. В [4] мы объяснили, что именно эта 
неоднозначность должна облегчать процесс, предо-
ставляя свободу выбора для идентификации геомет-
рических структур. Это же свойство оказалось 
удобно использовать и для построения узлов в двух 
методах, описанных далее.

Машинное обучение

Как мы уже не раз упомянули, по-настоящему 
работающие и удобные методы оказались связаны 

с довольно стандартными подходами машинного 
обучения с использованием нейронных сетей. Мы, 
естественно, не собираемся излагать здесь хоть 
сколько-то подробно идеи нейронных сетей: даже 
обзор литературы занял бы неразумно большое про-
странство. Ограничимся лишь напоминанием став-
шего общепринятым подхода. Машинное обучение 
применяется в задачах принятия решений в случае, 
когда есть возможность проанализировать множе-
ство похожих задач в предварительной фазе 
“обучения” сети. При этом ответы на них могут быть 
известны (supervised learning) или нет (unsupervised).

В нашем случае ситуация для применения алго-
ритмов машинного обучения оказалась очень бла-
гоприятной: основным результатом [8], помимо 
приложений, является программный пакет PyPHS 
([9]), позволяющий проводить распределённые вы-
числения сложных систем, построенных в форме 
ПГС. Первая его часть (собственно построение) 
сводится к генерации систем уравнений, соответ-
ствующих ПГС c заданной физикой и топологией 
взаимодействий. То есть для задачи восстановления 
структуры ПГС в нашем распоряжении есть пакет, 
быстро и эффективно строящий базу данных с из-
вестным ответом – эта база используется в двух ме-
тодах, описанных ниже.

Классический матричный подход

Чтобы свести задачу распознавания структуры 
ПГС к стандартной задаче машинного обучения, 
нужно выбрать формат представления данных. 
В данном случае цель – распределить правые части 
(2.2) по матрицам в (2.1). Технически для этого 
нужно выбрать некоторый базис функционального 
пространства, в котором мы будем работать. Самый 
простой выбор, естественно, рассмотреть много-
члены от переменных, описывающих состояние 
системы. Он, конечно, не отражает всего разно-
образия нелинейностей, возникающих в динамиче-
ских системах, но для иллюстрации оказывается 
поучительным.

Таким образом, фаза обучения состоит в постро-
ении систем вида (2.1) пакетом PyPHS без дальней-
шего их решения. Пакет (с открытым кодом) позво-
ляет зафиксировать все параметры и ограничить 
пространство функций, а небольшая надстройка над 
ним обеспечивает построение нужного количества 
систем с заданным разбросом характеристик. Для 
нейронной сети входными параметрами будут: то-
пология ПГС (узлы и связи между ними), коэффи-
циенты всех многочленов, заменяющих функции 
в матрицах и в свёртках. Выходные данные – ана-
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логичные коэффициенты разложения правых частей 
(2.2).

Для данной статьи мы начали с матриц с посто-
янными коэффициентами (то есть с примеров, со-
ответствующих симплектическим структурам в уз-
лах), а градиент Гамильтониана и другие функции 
ограничили квадратичными. Даже такой простой 
класс примеров оказался достаточно репрезента-
тивным. Данные обрабатывались с помощью кон-
волюционных нейронных сетей (convolution neural 
networks – некоторые подробности в приложении А).

Тестовый эксперимент проводился на небольшой 
выборке из 1500 элементов, для систем из 10 урав-
нений с возможной топологией, включающей 4, 5 
или 6 рёбер. Даже для таких относительно неболь-
ших систем стало понятно, что выбор гиперпараме-
тров играет важную роль, а количество параметров 
модели, необходимых для разумных результатов 
(потери при обучениии ~0.13, потери валидации 
~0.007) достигает сотен тысяч. На стандартном 
компьютере (core i5, 2.6GHz) такой счёт занимает 
примерно 50 минут.

Основная проблема данного подхода в том, что 
для реальных систем (большого размера с сильными 
нелинейностями) количество параметров и время 
исполнения растёт очень быстро и требует либо 
огромных вычислительных мощностей, либо суще-
ственного упрощения модели. Таким образом, при-
ведённый матричный подход в принципе работает 
как быстрое решение, не требующее существенных 
трудозатрат, но на практике он недостаточно удобен.

Машинное обучение на графах

Разумной альтернативой описанному выше ма-
тричному подходу оказался метод анализа связности 
графов и группировки вершин в них. Мы снова не 
пытаемся изложить всё множество алгоритмов ана-
лиза структуры графов, известных в современной 
литературе. Приведём лишь все необходимые “де-
тали” для построения соответствующего алгоритма.

Как и раньше, у нас есть возможность построить 
базу данных для обучения с помощью пакета PyPHS, 
с абсолютно аналогичными входными и выходными 
данными. Но первый шаг алгоритма теперь суще-
ственно отличается: вместо заполнения матриц 
функциональными слагаемыми, мы сохраним лишь 
данные о взаимодействии переменных. Иными сло-
вами, на вход подаются не конретные функции из 
правых частей (2.2), а информация, от каких пере-
менных (и как) они зависят. На выходе же тоже не 
требуются конкретные выражения для правых частей 
(2.1), а только их структура в смысле ПГС.

На языке графов это значит, что исходный стро-
ится явно по правым частям системы уравнений 
(2.2); все переменные Xi объявляются независимыми 
вершинами, их пары связаны ребром, если одна их 
них присутствует в правой части уравнения для дру-
гой, такие рёбра обычно будут направленными. Ко-
нечный граф состоит из объединённых групп вер-
шин с большим количеством попарных связей (узлы 
ПГС), рёбра же (снова направленные) соответствуют 
портам. Переход от начального (большого) к конеч-
ному (существенно меньшему) графу как раз и осу-
ществляется недетерминистскими методами.

У каждого специалиста по анализу данных есть 
свой любимый пакет для кластеризации точек или 
свёртки (pooling) графов/сетей – это, как правило, 
довольно простые нейронные сети с небольшим 
количеством слоёв. В нашем случае в основе конеч-
ного решения лежит пакет MapEquation ([10]). 
В остальном подход снова довольно стандартный и 
похож на предыдущий: обучить сеть на базе данных 
из PyPHS, проверить на элементах из выборки и вне 
выборки. Чтобы не перегружать текст техническими 
подробностями, мы не будем приводить здесь кон-
кретных цифр и параметров. К тому же сравнивать 
параметры сетей, полученных в этом и предыдущем 
пункте, не имеет большого смысла, поскольку они 
решают несколько разные задачи. Анализ графов 
даёт исключительно представление об узлах ПГС, 
в то время как матричный подход начинает также 
решать (а иногда и решает полностью) задачу раз-
метки, восстанавливая Гамильтонову структуру. 
Таким образом понятно, что подход с графами ра-
ботает значительно быстрее.

Отметим лишь, что в отличие от предыдущего 
подхода, данный совершенно не меняется в зависи-
мости от степени нелинейности системы. Он зави-
сит исключительно от её размера, а именно от ком-
бинации количества переменных и связей, что обес-
печивает разумные свойства для масштабирования. 
Это и повлияло на конечный выбор данного подхода 
для решения задачи восстановления структуры ПГС.

Отметим также, что подход оказался очень гиб-
ким. Например, построение исходного графа просто 
по бинарному свойству наличия или отсутствия 
соответствующей переменной в правой части может 
быть уточнено: в зависимости от вида или сложно-
сти слагаемого можно присваивать некоторым или 
всем рёбрам нетривиальный вес. К тому же некото-
рые типы взаимодействий можно “насильно” отно-
сить к узлам или портам – это реализуется добавле-
нием слоя в нейронную сеть.
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4. ВМЕСТО ЗАКЛЮЧЕНИЯ
В этой статье мы продолжили изучение порт-

Гамильтоновых систем, а именно описали важную 
часть алгоритма восстановления их структуры – 
разбиение системы на узлы. Основная цель работы 
была убедиться, что методы машинного обучения 
могут применяться для решения данной задачи с 
минимальными усилиями по адаптации готовых 
программных пакетов. Методом проб и ошибок мы 
установили что наиболее разумным в этом смысле 
подходом является анализ графа связности системы 
дифференциальных уравнений.

Напомним, что исходная мотивация для пред-
ставления произвольной системы уравнений в виде 
ПГС была связана с последующим использованием 
геометрических интеграторов — численных методов, 
сохраняющих некоторую геометрическую струк-
туру — для проведения компьютерных вычислений. 
Таким образом, подход потенциально позволяет 
расширить область применения как классических 
([11, 12]), так и более продвинутых ([13, 14, 15]) 
интеграторов. Иными словами, реализация описан-
ных алгоритмов позволила превратить теорию ПГС 
из абстрактной “игры обозначений” в часть боль-
шого пакета для моделирования сложных систем с 
использованием параллельных и распределенных 
вычислений.

Разработка и описание данного подхода также 
натолкнули нас на пару технических замечаний, 
которые мы хотим изучить более подробно в после-
дующих работах.

Во-первых, в разделе о нейронных сетях мы при-
вели некоторые численные значения потерь при об-
учении и валидации. Важно заметить, что в этой ста-
тистике учитывалось точное восстановление струк-
туры исходной ПГС. Но замеченные “ошибки” не 
значат, что алгоритм сработал совсем неверно. На 
самом деле, возможно, была построена другая струк-
тура ПГС для заданной системы уравнений, что с 
точки зрения приложений для распределённых вы-
числений, тоже будет подходящим решением. Иными 
словами, вполне возможно, критерии “успеха” ре-
шения задачи можно существенно ослабить.

Во-вторых, на графах мы рассмотрели использо-
вание сетей, которые обучались на порт-Гамильто-
новых системах, но концептуально этап обучения 
можно было бы совсем пропустить. В таком случае 
система всё равно разобьётся на узлы, которые, 
правда, могут быть малопригодны для восстановле-
ния Гамильтоновой структуры в смысле [4]. Воз-
можно, тем не менее, искомое решение может быть 
достигнуто не полным переобучением сети, а лишь 

незначительной её модерацией добавлением одного 
“ПГС-слоя” или изменением оптимизируемой 
функции.

Мы также пришли к некоторому концептуаль-
ному замечанию, которое уже упомянули несколько 
раз: мысль анализировать ПГС с помощью стан-
дартных негеометрических алгоритмов можно раз-
вернуть. Если на вход нейронной сети, обученной 
на ПГС, подать систему уравнений общего вида, на 
выходе будет некоторая структура, похожая на взаи-
модействие физических систем. Такое восстанов-
ление “скрытой физики” системы, с одной стороны, 
снова позволит применить методы распределённого 
вычисления. С другой стороны, его можно воспри-
нимать как подход к классификации систем диф-
ференциальных уравнений. Стандартные методы 
анализа обычно начинаются с линеаризации и рас-
смотрения добавочных слагаемых особого вида. Мы 
сами использовали похожий подход в разделе о ма-
тричных методах. Понятно, что они очень сильно 
зависят от выбора исходной системы координат. 
Вспомним задачи построения нормальных форм 
Гамильтоновых систем, когда к симплектическим 
структурам и простым Гамильтонианам добавляются 
нелинейные слагаемые с малыми параметрами. Если 
же посмотреть на более сложную систему с точки 
зрения ПГС, то вместо исходной простой Гамиль-
тоновой системы, будет рассматриваться набор по-
тенциально сильно нелинейных, но консервативных 
систем, возможно с совершенно не физической 
“энергией”. А “возмущение”, опять же не обяза-
тельно малое, будет соответствовать их взаимодей-
ствию.

ПРИЛОЖЕНИЕ А. НЕКОТОРЫЕ 
ТЕХНИЧЕСКИЕ ПОДРОБНОСТИ

Данные, описанные в матричном подходе сек-
ции 3, обрабатывались полной конволюционной 
нейронной сетью, состоящей из двух конволюци-
онных слоёв, активационного (activation) и отбра-
сывающего (dropout) слоя, а также слоя нормализа-
ции выборки. В качестве оптимизационной была 
выбрана функция Адама, а функция потерь – сред-
неквадратичная.

Оптимизатор Адама корректирует веса по пра-
вилу:

	 1
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где wt — веса t-го слоя, nt – параметр шага.
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где gt – градиент по текущей мини-выборке, bt – 
гиперпараметры с исходнымии значениями, близ-
кими к 1; переменные mt, vt суть среднее и смещён-
ное отклонение градиентов функций потерь.

Количество фильтров для каждого конволюци-
онного слоя было выбрано равным 64128. Количе-
ство “тренируемых” параметров равно 175162.
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In this paper, we continue to consider the problem of recovering the port-Hamiltonian structure for an arbitrary 
system of differential equations. We complement our previous study on this topic by explaining the choice of 
machine learning algorithms and discussing some details of their application. We also consider the possibility 
provided by this approach for a potentially new definition of canonical forms and classification of systems of 
differential equations.
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