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ВВЕДЕНИЕ

При решении сингулярных интегральных уравнений встречаются случаи, когда требуется найти не толь-
ко значения функции, но и значения ее производных. Для численного решения таких уравнений естественно
требуется использовать квадратурные формулы, содержащие эти два значения. С использованием этих данных
еще и повышается степень точности вычисления.

Целью настоящей статьи является построение квадратурных формул для сингулярных интегралов со значе-
ниями функции и ее производными.

Итак, пусть заданы узлы 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚, значения функции ϕ(𝑥1),ϕ(𝑥2), . . . ,ϕ(𝑥𝑚) и ее производных
ϕ′(𝑥1),ϕ

′(𝑥2), . . . ,ϕ
′(𝑥𝑚). Задача ставиться следующим образом: построить квадратурную формулу вида

𝑏∫︁
𝑎

𝑝(𝑡)
ϕ(𝑡)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡 ≈

𝑚∑︁
𝑖=1

(𝐴𝑖(𝑥)ϕ (𝑥𝑖) +𝐵𝑖(𝑥)ϕ
′ (𝑥𝑖)) , 𝑎 < 𝑥 < 𝑏. (1)

Очевидно, что для таких квадратурных формул придется использовать интерполяционный мно-
гочлен Эрмита, построенный по заданным узлам 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 и значениями ϕ(𝑥1),ϕ(𝑥2), . . . ,ϕ(𝑥𝑚),
ϕ′(𝑥1),ϕ

′(𝑥2), . . . ,ϕ
′(𝑥𝑚).

Такой многочлен имеет вид [1, гл. 1, § 13]

𝑃 (𝑥) =

𝑚∑︁
𝑖=1

ω2(𝑥)

ω′2(𝑥𝑖)(𝑥− 𝑥𝑖)2

[︂
ϕ(𝑥𝑖)

(︂
1− ω′′(𝑥𝑖)

ω′(𝑥𝑖)
(𝑥− 𝑥𝑖)

)︂
+ ϕ

′(𝑥𝑖)(𝑥− 𝑥𝑖)

]︂
, (2)

где

ω(𝑥) =

𝑚∏︁
𝑗=1

(𝑥− 𝑥𝑗) , ω
′(𝑥) =

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚∏︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

(𝑥− 𝑥𝑗) , ω
′′(𝑥) =

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑘=1
𝑘 ̸=𝑖

𝑚∏︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖,𝑘

(𝑥− 𝑥𝑗) .
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Остаточный член интерполяционного многочлена (2) выражается формулой

𝑅𝑚 (ϕ, 𝑥) =
ϕ(2𝑚) (ξ)

(2𝑚)!
ω
2(𝑥), 𝑎 6 ξ 6 𝑏. (3)

Подставляя многочлен (2) вместо ϕ(𝑡) в сингулярный интеграл

𝑏∫︁
𝑎

𝑝(𝑡)
ϕ(𝑡)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡,

получим

𝑏∫︁
𝑎

𝑝(𝑡)
ϕ(𝑡)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡 ≈

𝑏∫︁
𝑎

𝑝(𝑡)
1

𝑡− 𝑥

{︃
𝑚∑︁
𝑖=1

(︂
ω(𝑡)

ω′ (𝑥𝑖) (𝑡− 𝑥𝑖)

)︂2 [︂
ϕ(𝑥𝑖)

(︂
1− ω′′(𝑥𝑖)

ω′(𝑥𝑖)
(𝑡− 𝑥𝑖)

)︂
+ ϕ

′(𝑥𝑖)(𝑡− 𝑥𝑖)

]︂}︃
𝑑𝑡 =

=

𝑚∑︁
𝑖=1

(︀
𝐴𝑖(𝑥)ϕ (𝑥𝑖) +𝐵𝑖(𝑥)ϕ

′ (𝑥𝑖)
)︀
,

(4)

где

𝐴𝑖(𝑥) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑝(𝑡)
1

𝑡− 𝑥

(︂
ω(𝑡)

ω′ (𝑥𝑖) (𝑡− 𝑥𝑖)

)︂2(︂
1− ω′′(𝑥𝑖)

ω′(𝑥𝑖)
(𝑡− 𝑥𝑖)

)︂
𝑑𝑡, (5)

𝐵𝑖(𝑥) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑝(𝑡)
1

𝑡− 𝑥

(︂
ω(𝑡)

ω′ (𝑥𝑖) (𝑡− 𝑥𝑖)

)︂2

(𝑡− 𝑥𝑖)𝑑𝑡, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚. (6)

В дальнейшем будем рассматривать отрезок [𝑎, 𝑏] = [−1, 1] и часто встречающиеся случаи весовой функции

𝑝(𝑡) =
1√

1− 𝑡2
, 𝑝(𝑡) =

√︀
1− 𝑡2, 𝑝(𝑡) =

√︂
1 + 𝑡

1− 𝑡
, 𝑝(𝑡) =

√︂
1− 𝑡

1 + 𝑡
. (7)

Будем также использовать преобразование вида

1

(𝑡− 𝑥) (𝑡− 𝑥𝑖)
=

1

𝑥− 𝑥𝑖

(︂
1

𝑡− 𝑥
− 1

𝑡− 𝑥𝑖

)︂
, (8)

и равенство вида:
1∫︁

−1

𝑝(𝑡)𝑃𝑛(𝑡)𝑄(𝑡)𝑑𝑡 = 0, (9)

где𝑃𝑛(𝑡), 𝑛 = 0, 1, . . . ,ортогональные многочлены по весу 𝑝(𝑡), а𝑄(𝑡)произвольный многочлен степени меньше
𝑛.

1. КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ СИНГУЛЯРНОГО ИНТЕГРАЛА
∫︀ 1

−1
1√
1−𝑡2

ϕ(𝑡)
𝑡−𝑥𝑑𝑡

Известно, что на отрезке [−1, 1] при весовой функции 𝑝(𝑡) = 1√
1−𝑡2

, ортогональными многочленами яв-

ляются многочлены Чебышёва I рода 𝑇𝑚(𝑡) = cos (𝑚 arccos 𝑡) (𝑚 = 0, 1, . . .), с корнями 𝑥𝑘 = cos 2𝑘−1
2𝑚 π,

𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚. Также справедливы формулы [2, гл. 2, §3]

1∫︁
−1

1√
1− 𝑡2

𝑇𝑚(𝑡)𝑇𝑛(𝑡)𝑑𝑡 =

{︃
0 при 𝑚 ̸= 𝑛,
π

2 при 𝑚 = 𝑛.
(1.1)

Вычислим теперь коэффициенты квадратурной формулы (1) по формулам (5) и (6). При вычислении этих
коэффициентов мы будем пользоваться следующими формулами [2, гл. 7, §3], [2, гл. 2, §3], [3, гл. 2, § 2.10]

1∫︁
−1

1√
1− 𝑡2

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ≈ π

𝑚

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑓 (𝑥𝑘) , 𝑥𝑘 = cos
2𝑘 − 1

2𝑚
π, (1.2)

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 12 2024



КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ СИНГУЛЯРНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 2305

1∫︁
−1

1√
1− 𝑡2

𝑇𝑚(𝑡)𝑄(𝑡)𝑑𝑡 = 0, (1.3)

1∫︁
−1

1√
1− 𝑡2

𝑇𝑚(𝑡)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡 = π𝑈𝑚−1(𝑥), 𝑈𝑚−1(𝑥) =

sin (𝑚 arccos𝑥)√
1− 𝑥2

. (1.4)

В этом случае

ω(𝑡) =
1

2𝑚−1
𝑇𝑚(𝑡). (1.5)

Вычислим коэффициенты 𝐵𝑖(𝑥) (𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚)

𝐵𝑖(𝑥) =

1∫︁
−1

1√
1− 𝑡2

1

𝑡− 𝑥

(︂
𝑇𝑚(𝑡)

𝑇 ′
𝑚 (𝑥𝑖) (𝑡− 𝑥𝑖)

)︂2

(𝑡− 𝑥𝑖)𝑑𝑡 =

=
1

(𝑇 ′
𝑚 (𝑥𝑖))

2
(𝑥− 𝑥𝑖)

⎧⎨⎩
1∫︁

−1

1√
1− 𝑡2

𝑇 2
𝑚(𝑡)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡−

1∫︁
−1

1√
1− 𝑡2

𝑇 2
𝑚(𝑡)

𝑡− 𝑥𝑖
𝑑𝑡

⎫⎬⎭ =

=
1

(𝑇 ′
𝑚 (𝑥𝑖))

2
(𝑥− 𝑥𝑖)

⎧⎨⎩
1∫︁

−1

1√
1− 𝑡2

(𝑇𝑚(𝑡)− 𝑇𝑚(𝑥))𝑇𝑚(𝑡)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡+

+𝑇𝑚(𝑥)

1∫︁
−1

1√
1− 𝑡2

𝑇𝑚(𝑡)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡−

1∫︁
−1

1√
1− 𝑡2

(𝑇𝑚(𝑡)− 𝑇𝑚 (𝑥𝑖))𝑇𝑚(𝑡)

𝑡− 𝑥𝑖
𝑑𝑡

⎫⎬⎭ =

=
1

(𝑇 ′
𝑚 (𝑥𝑖))

2
(𝑥− 𝑥𝑖)

{︀
0 + π𝑇𝑚(𝑥)𝑈𝑚−1(𝑥)− 0

}︀
=

π𝑇𝑚(𝑥)𝑈𝑚−1(𝑥)

(𝑇 ′
𝑚 (𝑥𝑖))

2
(𝑥− 𝑥𝑖)

.

Таким образом, имеем

𝐵𝑖(𝑥) =
π𝑇𝑚(𝑥)𝑈𝑚−1(𝑥)

(𝑇 ′
𝑚 (𝑥𝑖))

2
(𝑥− 𝑥𝑖)

. (1.6)

Перейдем к вычислению коэффициентов 𝐴𝑖(𝑥):

𝐴𝑖(𝑥) =

1∫︁
−1

1√
1− 𝑡2

1

𝑡− 𝑥

(︂
𝑇𝑚(𝑡)

𝑇 ′
𝑚 (𝑥𝑖) (𝑡− 𝑥𝑖)

)︂2
(︃
1− 𝑇

′′

𝑚 (𝑥𝑖)

𝑇 ′
𝑚 (𝑥𝑖)

(𝑡− 𝑥𝑖)

)︃
𝑑𝑡 =

=
1

(𝑇 ′
𝑚 (𝑥𝑖))

2

⎡⎣ 1∫︁
−1

1√
1− 𝑡2

𝑇 2
𝑚(𝑡)𝑑𝑡

(𝑡− 𝑥) (𝑡− 𝑥𝑖)
2 − 𝑇

′′

𝑚 (𝑥𝑖)

𝑇 ′
𝑚 (𝑥𝑖)

1∫︁
−1

1√
1− 𝑡2

𝑇 2
𝑚(𝑡)𝑑𝑡

(𝑡− 𝑥) (𝑡− 𝑥𝑖)

⎤⎦ =

=
1

(𝑇 ′
𝑚 (𝑥𝑖))

2

1∫︁
−1

1√
1− 𝑡2

𝑇 2
𝑚(𝑡)

(𝑡− 𝑥) (𝑡− 𝑥𝑖)
2 𝑑𝑡−

𝑇
′′

𝑚 (𝑥𝑖)

𝑇 ′
𝑚 (𝑥𝑖)

𝐵𝑖(𝑥).

Рассмотрим интеграл

1∫︁
−1

1√
1− 𝑡2

𝑇 2
𝑚(𝑡)

(𝑡− 𝑥) (𝑡− 𝑥𝑖)
2 𝑑𝑡 =

1∫︁
−1

1√
1− 𝑡2

𝑇𝑚(𝑡)

(𝑡− 𝑥) (𝑡− 𝑥𝑖)

𝑇𝑚(𝑡)− 𝑇𝑚 (𝑥𝑖)

𝑡− 𝑥𝑖
𝑑𝑡 =

=
1

𝑥− 𝑥𝑖

⎡⎣ 1∫︁
−1

1√
1− 𝑡2

𝑇𝑚(𝑡) (𝑇𝑚(𝑡)− 𝑇𝑚 (𝑥𝑖))

(𝑡− 𝑥) (𝑡− 𝑥𝑖)
𝑑𝑡−

1∫︁
−1

1√
1− 𝑡2

𝑇𝑚(𝑡) (𝑇𝑚(𝑡)− 𝑇𝑚 (𝑥𝑖))

(𝑡− 𝑥𝑖)
2 𝑑𝑡

⎤⎦ =

=
1

𝑥− 𝑥𝑖

⎡⎣ 1∫︁
−1

1√
1− 𝑡2

𝑇𝑚(𝑡)− 𝑇𝑚(𝑥)

𝑡− 𝑥

𝑇𝑚(𝑡)− 𝑇𝑚 (𝑥𝑖)

𝑡− 𝑥𝑖
𝑑𝑡+ 𝑇𝑚(𝑥) ×
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×
1∫︁

−1

1√
1− 𝑡2

1

𝑡− 𝑥

𝑇𝑚(𝑡)− 𝑇𝑚 (𝑥𝑖)

𝑡− 𝑥𝑖
𝑑𝑡− π

𝑚

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑇𝑚 (𝑥𝑘)

𝑥𝑘 − 𝑥𝑖

𝑇𝑚 (𝑥𝑘)− 𝑇𝑚 (𝑥𝑖)

𝑥𝑘 − 𝑥𝑖

⎤⎦ =
1

𝑥− 𝑥𝑖
×

×

⎡⎣ 1∫︁
−1

1√
1− 𝑡2

𝑇𝑚(𝑡)− 𝑇𝑚(𝑥)

𝑡− 𝑥

𝑇𝑚(𝑡)− 𝑇𝑚 (𝑥𝑖)

𝑡− 𝑥𝑖
𝑑𝑡+

𝑇𝑚(𝑥)

𝑥− 𝑥𝑖

⎛⎝ 1∫︁
−1

1√
1− 𝑡2

𝑇𝑚(𝑡)− 𝑇𝑚 (𝑥𝑖)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡 −

−
1∫︁

−1

1√
1− 𝑡2

𝑇𝑚(𝑡)− 𝑇𝑚 (𝑥𝑖)

𝑡− 𝑥𝑖
𝑑𝑡

⎞⎠− π

𝑚
(𝑇 ′

𝑚 (𝑥𝑖))
2

⎤⎦ =
1

𝑥− 𝑥𝑖

[︃
π

𝑚

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑇𝑚 (𝑥𝑘)− 𝑇𝑚(𝑥)

𝑥𝑘 − 𝑥
×

×𝑇𝑚 (𝑥𝑘)− 𝑇𝑚 (𝑥𝑖)

𝑥𝑘 − 𝑥𝑖
− π

𝑚
(𝑇 ′

𝑚 (𝑥𝑖))
2
+

𝑇𝑚(𝑥)

𝑥− 𝑥𝑖

[︁
π𝑈𝑚−1(𝑥)− π𝑈𝑚−1 (𝑥𝑖)

]︁]︃
=

=
1

𝑥− 𝑥𝑖

[︂
π

𝑚

(︂
𝑇𝑚(𝑥)𝑇 ′

𝑚 (𝑥𝑖)

𝑥− 𝑥𝑖
− (𝑇 ′

𝑚 (𝑥𝑖))
2
)︂
+

𝑇𝑚(𝑥)

𝑥− 𝑥𝑖

[︁
π𝑈𝑚−1(𝑥)− π𝑈𝑚−1 (𝑥𝑖)

]︁]︂
=

=
π

𝑥− 𝑥𝑖

(︂
−𝑚𝑈2

𝑚−1 (𝑥𝑖) +
𝑇𝑚(𝑥)𝑈𝑚−1(𝑥)

𝑥− 𝑥𝑖

)︂
.

Окончательно получим

𝐴𝑖(𝑥) =
π

(𝑥− 𝑥𝑖) (𝑇 ′
𝑚 (𝑥𝑖))

2

{︃
−𝑚𝑈2

𝑚−1 (𝑥𝑖) +
𝑇𝑚(𝑥)𝑈𝑚−1(𝑥)

𝑥− 𝑥𝑖
− 𝑇

′′

𝑚 (𝑥𝑖)

𝑇 ′
𝑚 (𝑥𝑖)

𝑇𝑚(𝑥)𝑈𝑚−1(𝑥)

}︃
. (1.7)

Для частного случая 𝑚 = 1 получим

𝐴1(𝑥) = 0, 𝐵1(𝑥) = π,

1∫︁
−1

1√
1− 𝑡2

ϕ(𝑡)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡 ≈ πϕ

′ (0) .

Для случая 𝑚 = 2 имеем

𝐴1(𝑥) =
π√
2

(︀
1− 𝑥2

)︀
; 𝐴2(𝑥) =

π√
2

(︀
𝑥2 − 1

)︀
;

𝐵1(𝑥) =
π

2

(︂
𝑥2 +

𝑥√
2

)︂
; 𝐵2(𝑥) =

π

2

(︂
𝑥2 − 𝑥√

2

)︂
.

Квадратурная формула для случая 𝑚 = 2 будет иметь вид

1∫︁
−1

1√
1− 𝑡2

ϕ(𝑡)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡 ≈ π√

2

(︀
1− 𝑥2

)︀
ϕ

(︂
1√
2

)︂
+

π√
2

(︀
𝑥2 − 1

)︀
ϕ

(︂
− 1√

2

)︂
+

+
π

2

(︂
𝑥2 +

𝑥√
2

)︂
ϕ
′
(︂

1√
2

)︂
+
π

2

(︂
𝑥2 − 𝑥√

2

)︂
ϕ
′
(︂
− 1√

2

)︂
.

2. КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ СИНГУЛЯРНОГО ИНТЕГРАЛА
∫︀ 1

−1

√
1− 𝑡2 ϕ(𝑡)𝑡−𝑥𝑑𝑡

В случае весовой функции 𝑝(𝑡) =
√
1− 𝑡2 на отрезке [−1, 1] ортогональными многочленами являются мно-

гочлены Чебышёва II рода 𝑈𝑚(𝑥) = sin((𝑚+1) arccos 𝑥)√
1−𝑥2

. В этом случае коэффициенты квадратурной формулы (1)

подставляя ω(𝑡) = 1
2𝑚𝑈𝑚(𝑡), вычисляются по формулам:

𝐴𝑖(𝑥) =

1∫︁
−1

√︀
1− 𝑡2

1

𝑡− 𝑥

(︂
𝑈𝑚(𝑡)

𝑈 ′
𝑚 (𝑥𝑖) (𝑡− 𝑥𝑖)

)︂2(︂
1− 𝑈 ′′

𝑚 (𝑥𝑖)

𝑈 ′
𝑚 (𝑥𝑖)

(𝑡− 𝑥𝑖)

)︂
𝑑𝑡, (2.1)

𝐵𝑖(𝑥) =

1∫︁
−1

√︀
1− 𝑡2

1

𝑡− 𝑥

𝑈2
𝑚(𝑡)

(𝑈 ′
𝑚 (𝑥𝑖))

2
(𝑡− 𝑥𝑖)

2 (𝑡− 𝑥𝑖)𝑑𝑡, (2.2)
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𝑥𝑖 = 𝑐𝑜𝑠
π𝑖

𝑚+ 1
, (𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚) . (2.3)

Для вычисления этих коэффициентов мы будем пользоваться формулами [2, гл.7, §3], [2, гл. 2, §3], [3, гл. 2,
§ 2.10]

1∫︁
−1

√︀
1− 𝑡2𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ≈ π

𝑚+ 1

𝑚∑︁
𝑘=1

(︀
1− 𝑥2

𝑘

)︀
𝑓 (𝑥𝑘) , 𝑥𝑘 = 𝑐𝑜𝑠

π𝑘

𝑚+ 1
. (2.4)

1∫︁
−1

√︀
1− 𝑡2𝑈𝑚(𝑡)𝑄(𝑡)𝑑𝑡 = 0, (2.5)

1∫︁
−1

√︀
1− 𝑡2

𝑈𝑚(𝑡)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡 = −π𝑇𝑚+1(𝑥). (2.6)

Вычислим коэффициенты 𝐵𝑖(𝑥) (𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚):

𝐵𝑖(𝑥) =

1∫︁
−1

√︀
1− 𝑡2

1

𝑡− 𝑥

𝑈2
𝑚(𝑡)

(𝑈 ′
𝑚 (𝑥𝑖))

2
(𝑡− 𝑥𝑖)

𝑑𝑡 =
1

(𝑈𝑚
′ (𝑥𝑖))

2
(𝑥− 𝑥𝑖)

×

×

⎛⎝ 1∫︁
−1

√︀
1− 𝑡2

𝑈2
𝑚(𝑡)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡−

1∫︁
−1

√︀
1− 𝑡2

𝑈2
𝑚(𝑡)

𝑡− 𝑥𝑖
𝑑𝑡

⎞⎠ =
1

(𝑈𝑚
′ (𝑥𝑖))

2
(𝑥− 𝑥𝑖)

×

×

⎛⎝ 1∫︁
−1

√︀
1− 𝑡2

𝑈𝑚(𝑡)− 𝑈𝑚(𝑥)

𝑡− 𝑥
𝑈𝑚(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑈𝑚(𝑥)

1∫︁
−1

√︀
1− 𝑡2

𝑈𝑚(𝑡)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡−

−
1∫︁

−1

√︀
1− 𝑡2

𝑈𝑚(𝑡)− 𝑈𝑚 (𝑥𝑖)

𝑡− 𝑥𝑖
𝑈𝑚(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠ =
1

(𝑈𝑚
′ (𝑥𝑖))

2
(𝑥− 𝑥𝑖)

×

× (0 + 𝑈𝑚(𝑥) (−π𝑇𝑚+1(𝑥))− 0) = − π𝑈𝑚(𝑥)𝑇𝑚+1(𝑥)

(𝑈𝑚
′ (𝑥𝑖))

2
(𝑥− 𝑥𝑖)

.

(2.7)

Перейдем к вычислению коэффициентов 𝐴𝑖(𝑥):

𝐴𝑖(𝑥) =
1(︀

𝑈𝑚
′ (𝑥𝑖)

)︀2
⎛⎝ 1∫︁
−1

√
1− 𝑡2

𝑡− 𝑥

(︂
𝑈𝑚(𝑡)− 𝑈𝑚 (𝑥𝑖)

𝑡− 𝑥𝑖

)︂2

𝑑𝑡−

−𝑈 ′′
𝑚(𝑥𝑖)

𝑈 ′
𝑚(𝑥𝑖)

1∫︁
−1

√︀
1− 𝑡2

1

𝑡− 𝑥

𝑈𝑚(𝑡)− 𝑈𝑚(𝑥𝑖)

𝑡− 𝑥𝑖
𝑈𝑚(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠ =

=
1(︀

𝑈𝑚
′ (𝑥𝑖)

)︀2
(𝑥− 𝑥𝑖)

⎛⎝ 1∫︁
−1

√︀
1− 𝑡2

1

𝑡− 𝑥

𝑈𝑚(𝑡)− 𝑈𝑚 (𝑥𝑖)

𝑡− 𝑥𝑖
𝑈𝑚(𝑡)𝑑𝑡−

−
1∫︁

−1

√︀
1− 𝑡2

1

𝑡− 𝑥𝑖

𝑈𝑚(𝑡)− 𝑈𝑚(𝑥𝑖)

𝑡− 𝑥𝑖
𝑈𝑚(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠− 𝑈 ′′
𝑚(𝑥𝑖)

𝑈 ′
𝑚(𝑥𝑖)

𝐵𝑖(𝑥).

Рассмотрим отдельно выражение в скобках

1∫︁
−1

√︀
1− 𝑡2

1

𝑡− 𝑥

𝑈𝑚(𝑡)− 𝑈𝑚 (𝑥𝑖)

𝑡− 𝑥𝑖
𝑈𝑚(𝑡)𝑑𝑡−

1∫︁
−1

√︀
1− 𝑡2

1

𝑡− 𝑥𝑖

𝑈𝑚(𝑡)− 𝑈𝑚 (𝑥𝑖)

𝑡− 𝑥𝑖
𝑈𝑚(𝑡)𝑑𝑡 =

=

1∫︁
−1

√︀
1− 𝑡2

𝑈𝑚(𝑡)− 𝑈𝑚(𝑥)

𝑡− 𝑥

𝑈𝑚(𝑡)− 𝑈𝑚 (𝑥𝑖)

𝑡− 𝑥𝑖
𝑑𝑡+ 𝑈𝑚(𝑥)

1∫︁
−1

√︀
1− 𝑡2

𝑈𝑚(𝑡)− 𝑈𝑚 (𝑥𝑖)

(𝑡− 𝑥) (𝑡− 𝑥𝑖)
𝑑𝑡−
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−
1∫︁

−1

√︀
1− 𝑡2

1

𝑡− 𝑥𝑖

𝑈𝑚(𝑡)− 𝑈𝑚 (𝑥𝑖)

𝑡− 𝑥𝑖
𝑈𝑚(𝑡)𝑑𝑡 =

π

𝑚+ 1

𝑚∑︁
𝑘=1

(︀
1− 𝑥2

𝑘

)︀ 𝑈𝑚 (𝑥𝑘)− 𝑈𝑚(𝑥)

𝑥𝑘 − 𝑥

𝑈𝑚 (𝑥𝑘)− 𝑈𝑚 (𝑥𝑖)

𝑥𝑘 − 𝑥𝑖
+

+
𝑈𝑚(𝑥)

𝑥− 𝑥𝑖

⎛⎝ 1∫︁
−1

√︀
1− 𝑡2

𝑈𝑚(𝑡)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡−

1∫︁
−1

√︀
1− 𝑡2

𝑈𝑚(𝑡)

𝑡− 𝑥𝑖
𝑑𝑡

⎞⎠− π

𝑚+ 1

𝑚∑︁
𝑘=1

(︀
1− 𝑥2

𝑘

)︀(︂𝑈𝑚 (𝑥𝑘)− 𝑈𝑚 (𝑥𝑖)

𝑥𝑘 − 𝑥𝑖

)︂2

=

=
π

𝑚+ 1

(︀
1− 𝑥2

𝑖

)︀ 𝑈𝑚(𝑥)

𝑥− 𝑥𝑖
𝑈 ′
𝑚 (𝑥𝑖) +

𝑈𝑚(𝑥)

𝑥− 𝑥𝑖
(−π𝑇𝑚+1(𝑥) + π𝑇𝑚+1 (𝑥𝑖))−

π

𝑚+ 1

(︀
1− 𝑥2

𝑖

)︀
(𝑈 ′

𝑚 (𝑥𝑖))
2
.

Окончательно для 𝐴𝑖(𝑥) с учетом равенствa

1

𝑚+ 1

(︀
1− 𝑥2

𝑖

)︀
𝑈 ′
𝑚 (𝑥𝑖) + 𝑇𝑚+1 (𝑥𝑖) = 0 (2.8)

получим

𝐴𝑖(𝑥) =
π

(𝑈 ′
𝑚 (𝑥𝑖))

2
(𝑥− 𝑥𝑖)

(︃
−
(︀
1− 𝑥2

𝑖

)︀
(𝑈 ′

𝑚 (𝑥𝑖))
2

𝑚+ 1
− 𝑈𝑚(𝑥)𝑇𝑚+1(𝑥)

𝑥− 𝑥𝑖
+

𝑈 ′′
𝑚(𝑥𝑖)

𝑈 ′
𝑚(𝑥𝑖)

𝑈𝑚(𝑥)𝑇𝑚+1

)︃
. (2.9)

Рассмотрим частные случаи, когда например 𝑚 = 1 и 𝑚 = 2.
При 𝑚 = 1

𝐴1(𝑥) = −π𝑥;𝐵1(𝑥) =
π

2
− π𝑥2,

1∫︁
−1

1√
1− 𝑡2

ϕ(𝑡)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡 ≈ −π𝑥ϕ (0) +

(︁
π

2
− π𝑥2

)︁
ϕ
′ (0) .

При 𝑚 = 2 имеем

𝐴1(𝑥) =
π

4

(︀
8𝑥4 − 10𝑥2 − 2𝑥+ 2

)︀
; 𝐴2(𝑥) =

π

4

(︀
−8𝑥4 + 10𝑥2 − 2𝑥− 2

)︀
;

𝐵1(𝑥) = −π
(︂
𝑥4 +

1

2
𝑥3 − 3

4
𝑥2 − 3

8
𝑥

)︂
; 𝐵2(𝑥) = −π

(︂
𝑥4 − 1

2
𝑥3 − 3

4
𝑥2 +

3

8
𝑥

)︂
.

1∫︁
−1

1√
1− 𝑡2

ϕ(𝑡)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡 ≈ π

4

(︀
8𝑥4 − 10𝑥2 − 2𝑥+ 2

)︀
ϕ

(︂
1

2

)︂
+
π

4

(︀
−8𝑥4 + 10𝑥2 − 2𝑥− 2

)︀
ϕ

(︂
−1

2

)︂
−

−π
(︂
𝑥4 +

1

2
𝑥3 − 3

4
𝑥2 − 3

8
𝑥

)︂
ϕ
′
(︂
1

2

)︂
− π

(︂
𝑥4 − 1

2
𝑥3 − 3

4
𝑥2 +

3

8
𝑥

)︂
ϕ
′
(︂
−1

2

)︂
.

Эти формулы для функций ϕ(𝑡) = 1 и ϕ(𝑡) = 𝑡 дают точные результаты.

3. КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ СИНГУЛЯРНОГО ИНТЕГРАЛА
∫︀ 1

−1

√︁
1+𝑡
1−𝑡

ϕ(𝑡)
𝑡−𝑥𝑑𝑡

Многочленами ортогональными по весу 𝑝(𝑡) =
√︁

1+𝑡
1−𝑡 на отрезке [−1, 1] являются многочлены 𝐶𝑚(𝑥) =

=
cos
(︀
2𝑚+1

2 arccos𝑥
)︀

cos
(︀
1
2 arccos𝑥

)︀ с корнями 𝑥𝑘 = cos
2𝑘 − 1

2𝑚+ 1
π, (𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚).

В этом случае коэффициенты квадратурной формулы (1) 𝐴𝑖(𝑥) и 𝐵𝑖(𝑥) (𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚) подставляя вычис-
ляются по формулам

𝐴𝑖(𝑥) =

1∫︁
−1

√︂
1 + 𝑡

1− 𝑡

1

𝑡− 𝑥

(︂
𝐶𝑚(𝑡)

𝐶 ′
𝑚 (𝑥𝑖) (𝑡− 𝑥𝑖)

)︂2(︂
1− 𝐶 ′′

𝑚 (𝑥𝑖)

𝐶 ′
𝑚 (𝑥𝑖)

(𝑡− 𝑥𝑖)

)︂
𝑑𝑡, (3.1)

𝐵𝑖(𝑥) =

1∫︁
−1

√︂
1 + 𝑡

1− 𝑡

1

𝑡− 𝑥

(︂
𝐶𝑚(𝑡)

𝐶 ′
𝑚 (𝑥𝑖) (𝑡− 𝑥𝑖)

)︂2

(𝑡− 𝑥)𝑑𝑡. (3.2)
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Следуя предыдущим рассуждениям мы для вычисления коэффициентов (3.1) и (3.2) будем пользоваться
формулами [3, гл. 2, § 2.10]

1∫︁
−1

√︂
1 + 𝑡

1− 𝑡

𝐶𝑚(𝑡)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡 = π𝑆𝑚(𝑥), 𝑥 ∈ (−1; 1) , (3.3)

где

𝑆𝑚(𝑥) =
sin
(︀
2𝑚+1

2 arccos𝑥
)︀

sin
(︀
1
2 arccos𝑥

)︀ , (3.4)

1∫︁
−1

√︂
1 + 𝑡

1− 𝑡
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ≈ 2π

2𝑚+ 1

𝑚∑︁
𝑘=1

(1 + 𝑥𝑘) 𝑓 (𝑥𝑘) , 𝑥𝑘 = cos
2𝑘 − 1

2𝑚+ 1
π, (3.5)

1∫︁
−1

√︂
1 + 𝑡

1− 𝑡
𝐶𝑚(𝑡)𝑄(𝑡)𝑑𝑡 = 0. (3.6)

Вычислим коэффициенты 𝐵𝑖(𝑥) (𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚):

𝐵𝑖(𝑥) =
1

(𝐶 ′
𝑚 (𝑥𝑖))

2

1∫︁
−1

√︂
1 + 𝑡

1− 𝑡

𝐶2
𝑚(𝑡)

(𝑡− 𝑥) (𝑡− 𝑥𝑖)
𝑑𝑡 =

1

(𝐶 ′
𝑚 (𝑥𝑖))

2
(𝑥− 𝑥𝑖)

×

×

⎛⎝ 1∫︁
−1

√︂
1 + 𝑡

1− 𝑡

𝐶2
𝑚(𝑡)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡−

1∫︁
−1

√︂
1 + 𝑡

1− 𝑡

𝐶2
𝑚(𝑡)

𝑡− 𝑥𝑖
𝑑𝑡

⎞⎠ =
1

(𝐶 ′
𝑚 (𝑥𝑖))

2
(𝑥− 𝑥𝑖)

×

×

⎛⎝ 1∫︁
−1

√︂
1 + 𝑡

1− 𝑡

𝐶𝑚(𝑡)− 𝐶𝑚(𝑥)

𝑡− 𝑥
𝐶𝑚(𝑡)𝑑𝑡+ 𝐶𝑚(𝑥)

1∫︁
−1

√︂
1 + 𝑡

1− 𝑡

𝐶𝑚(𝑡)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡−

1∫︁
−1

√︂
1 + 𝑡

1− 𝑡

𝐶𝑚(𝑡)− 𝐶𝑚 (𝑥𝑖)

𝑡− 𝑥𝑖
𝐶𝑚(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠ =

=
1

(𝐶 ′
𝑚 (𝑥𝑖))

2
(𝑥− 𝑥𝑖)

(0 + π𝐶𝑚(𝑥)𝑆𝑚(𝑥)− 0) =
π𝐶𝑚(𝑥)𝑆𝑚(𝑥)

(𝐶 ′
𝑚 (𝑥𝑖))

2
(𝑥− 𝑥𝑖)

. (3.7)

Коэффициенты 𝐴𝑖(𝑥) будут равны:

𝐴𝑖(𝑥) =

1∫︁
−1

√︂
1 + 𝑡

1− 𝑡

1

𝑡− 𝑥

(︂
𝐶𝑚(𝑡)

𝐶 ′
𝑚 (𝑥𝑖) (𝑡− 𝑥𝑖)

)︂2

𝑑𝑡− 𝐶 ′′
𝑚 (𝑥𝑖)

𝐶 ′
𝑚 (𝑥𝑖)

𝐵𝑖(𝑥).

Рассмотрим отдельно интеграл

1∫︁
−1

√︂
1 + 𝑡

1− 𝑡

1

𝑡− 𝑥

(︂
𝐶𝑚(𝑡)− 𝐶𝑚 (𝑥𝑖)

𝑡− 𝑥𝑖

)︂2

𝑑𝑡 =
1

𝑥− 𝑥𝑖

⎡⎣ 1∫︁
−1

√︂
1 + 𝑡

1− 𝑡

𝐶𝑚(𝑡)− 𝐶𝑚 (𝑥𝑖)

𝑡− 𝑥

𝐶𝑚(𝑡)− 𝐶𝑚 (𝑥𝑖)

𝑡− 𝑥𝑖
𝑑𝑡−

−
1∫︁

−1

√︂
1 + 𝑡

1− 𝑡

(︂
𝐶𝑚(𝑡)− 𝐶𝑚 (𝑥𝑖)

𝑡− 𝑥𝑖

)︂2

𝑑𝑡

⎤⎦ =
1

𝑥− 𝑥𝑖

⎡⎣ 1∫︁
−1

√︂
1 + 𝑡

1− 𝑡

𝐶𝑚(𝑡)− 𝐶𝑚 (𝑥𝑖)

𝑡− 𝑥

𝐶𝑚(𝑡)− 𝐶𝑚 (𝑥𝑖)

𝑡− 𝑥𝑖
𝑑𝑡+

+ 𝐶𝑚(𝑥)

1∫︁
−1

√︂
1 + 𝑡

1− 𝑡

𝐶𝑚(𝑡)− 𝐶𝑚 (𝑥𝑖)

𝑡− 𝑥𝑖

1

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡− 2π

2𝑚+ 1

𝑚∑︁
𝑘=1

(1 + 𝑥𝑘)

(︂
𝐶𝑚(𝑥𝑘)− 𝐶𝑚 (𝑥𝑖)

𝑥𝑘 − 𝑥𝑖

)︂2
⎤⎦ =

=
1

𝑥− 𝑥𝑖

⎡⎣ 2π

2𝑚+ 1

𝑚∑︁
𝑘=1

(1 + 𝑥𝑖)
𝐶𝑚(𝑥𝑘)− 𝐶𝑚 (𝑥)

𝑥𝑘 − 𝑥

𝐶𝑚(𝑥𝑘)− 𝐶𝑚 (𝑥𝑖)

𝑥𝑘 − 𝑥𝑖
+

𝐶𝑚(𝑥)

𝑥− 𝑥𝑖

⎧⎨⎩
1∫︁

−1

√︂
1 + 𝑡

1− 𝑡

𝐶𝑚(𝑡)− 𝐶𝑚 (𝑥𝑖)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡−

−
1∫︁

−1

√︂
1 + 𝑡

1− 𝑡

𝐶𝑚(𝑡)− 𝐶𝑚 (𝑥𝑖)

𝑡− 𝑥𝑖
𝑑𝑡

⎫⎬⎭− 2π

2𝑚+ 1
(1 + 𝑥𝑖) (𝐶

′
𝑚 (𝑥𝑖))

2

⎤⎦ =
1

𝑥− 𝑥𝑖

[︂
2π

2𝑚+ 1
(1 + 𝑥𝑖)

𝐶𝑚(𝑥)

𝑥− 𝑥𝑖
𝐶 ′

𝑚 (𝑥𝑖)+

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 12 2024



2310 ХУБЕЖТЫ, ПЛИЕВА

+
𝐶𝑚(𝑥)

𝑥− 𝑥𝑖

(︂
π𝑆𝑚(𝑥)− π𝑆𝑚 (𝑥𝑖)−

2π

2𝑚+ 1
(1 + 𝑥𝑖) (𝐶

′
𝑚 (𝑥𝑖))

2
)︂]︂

=

=
π𝐶𝑚(𝑥)

(𝑥− 𝑥𝑖)
2

(︂
2

2𝑚+ 1
(1 + 𝑥𝑖)𝐶

′
𝑚 (𝑥𝑖) + 𝑆𝑚(𝑥)− 𝑆𝑚 (𝑥𝑖)

)︂
.

Окончательно получим

𝐴𝑖(𝑥) =
π

(𝐶 ′
𝑚 (𝑥𝑖))

2
(𝑥− 𝑥𝑖)

{︂
𝐶𝑚(𝑥)𝑆𝑚(𝑥)

𝑥− 𝑥𝑖
− 2

2𝑚+ 1
(1 + 𝑥𝑖) (𝐶

′
𝑚 (𝑥𝑖))

2−𝐶 ′′
𝑚 (𝑥𝑖)

𝐶 ′
𝑚 (𝑥𝑖)

𝐶𝑚(𝑥)𝑆𝑚(𝑥)

}︂
. (3.8)

При 𝑚 = 1 имеем

𝐴1(𝑥) = π, 𝐵1(𝑥) = π

(︂
𝑥+

1

2

)︂
,

1∫︁
−1

√︂
1 + 𝑡

1− 𝑡

ϕ(𝑡)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡 ≈ πϕ

(︂
1

2

)︂
+ π

(︂
𝑥+

1

2

)︂
ϕ
′
(︂
1

2

)︂
.

4. КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ СИНГУЛЯРНОГО ИНТЕГРАЛА
∫︀ 1

−1

√︁
1−𝑡
1+𝑡

ϕ(𝑡)
𝑡−𝑥𝑑𝑡

Многочленами ортогональными по весу 𝑝(𝑡) =
√︁

1−𝑡
1+𝑡 на отрезке [−1, 1] являются многочлены 𝑆𝑚(𝑥) =

=
sin
(︀
2𝑛+1

2 arccos𝑥
)︀

sin
(︀
1
2 arccos𝑥

)︀ с корнями 𝑥𝑘 = cos
2π𝑘

2𝑚+ 1
, (𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚).

В этом случае коэффициенты квадратурной формулы (1) 𝐴𝑖(𝑥) и 𝐵𝑖(𝑥) (𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚) подставляя ω(𝑡) =

= 𝑆𝑚(𝑡)
2𝑚 , вычисляются по формулам

𝐴𝑖(𝑥) =

1∫︁
−1

√︂
1− 𝑡

1 + 𝑡

1

𝑡− 𝑥

(︂
𝑆𝑚(𝑡)

𝑆′
𝑚 (𝑥𝑖) (𝑡− 𝑥𝑖)

)︂2
(︃
1− 𝑆

′′

𝑚 (𝑥𝑖)

𝑆′
𝑚 (𝑥𝑖)

(𝑡− 𝑥𝑖)

)︃
𝑑𝑡, (4.1)

𝐵𝑖(𝑥) =

1∫︁
−1

√︂
1− 𝑡

1 + 𝑡

1

𝑡− 𝑥

(︂
𝑆𝑚(𝑡)

𝑆′
𝑚 (𝑥𝑖) (𝑡− 𝑥𝑖)

)︂2

(𝑡− 𝑥𝑖)𝑑𝑡. (4.2)

Пользуясь формулами [2, гл.7, §3], [3, гл. 2, § 2.10]

1∫︁
−1

√︂
1− 𝑡

1 + 𝑡
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ≈ 2π

2𝑚+ 1

𝑚∑︁
𝑘=1

(1− 𝑥𝑘) 𝑓 (𝑥𝑘) , 𝑥𝑘 = cos
2π𝑘

2𝑚+ 1
, (4.3)

1∫︁
−1

√︂
1− 𝑡

1 + 𝑡
𝑆𝑚(𝑡)𝑄(𝑡)𝑑𝑡 = 0, (4.4)

1∫︁
−1

√︂
1− 𝑡

1 + 𝑡

𝑆𝑚(𝑡)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡 = −π𝐶𝑚(𝑥), 𝑥 ∈ (−1; 1) , (4.5)

получим следующие выражения для коэффициентов 𝐴𝑖(𝑥) и 𝐵𝑖(𝑥):

𝐵𝑖(𝑥) =
π𝐶𝑚(𝑥)𝑆𝑚(𝑥)

(𝑆𝑚
′ (𝑥𝑖))

2
(𝑥− 𝑥𝑖)

, (4.6)

𝐴𝑖(𝑥) =
π

(𝑆𝑚
′ (𝑥𝑖))

2
(𝑥− 𝑥𝑖)

{︃
−𝐶𝑚(𝑥)𝑆𝑚(𝑥)

𝑥− 𝑥𝑖
− 2

2𝑚+ 1
(1− 𝑥𝑖) (𝑆𝑚

′ (𝑥𝑖))
2
+

𝑆
′′

𝑚 (𝑥𝑖)

𝑆′
𝑚 (𝑥𝑖)

𝐶𝑚(𝑥)𝑆𝑚(𝑥)

}︃
. (4.7)

При 𝑚 = 1 имеем

𝐴1(𝑥) = −π, 𝐵1(𝑥) = π

(︂
1

2
− 𝑥

)︂
,
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1∫︁
−1

√︂
1− 𝑡

1 + 𝑡

ϕ(𝑡)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡 ≈ −πϕ

(︂
−1

2

)︂
+ π

(︂
1

2
− 𝑥

)︂
ϕ
′
(︂
−1

2

)︂
.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Построенные квадратурные формулы можно эффективно использовать для численного решения сингуляр-
ных интегральных уравнений методом квадратур.

Остаточный член построенных квадратурных формул выражается формулой

𝑅𝑚 (ϕ, 𝑥) =

1∫︁
−1

𝑝(𝑡)

𝑡− 𝑥

ϕ(2𝑚) (ξ)

(2𝑚)!
ω
2(𝑡)𝑑𝑡, ξ, 𝑥 ∈ (−1; 1) . (5.1)
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Abstract. Quadrature formulas for singular integrals on the integration interval [−1, 1] with certain weight
functions 𝑝(𝑡) are constructed. The values of the function and its derivatives in zeros of the Chebyshev
polynomial are used in the construction. The resulting formulas are quadrature formulas of the interpolation
type and have an algebraic degree of accuracy of 2𝑚− 1. The error estimate is given.
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