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1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время все большее внимание уделяется разработке численных методов для уравнений матема-
тической физики повышенного порядка точности. Отметим, что техника Ричардсона для улучшения скорости
сходимости сеточных решений некоторых классов задач применялась, например, в работах Г. И. Марчука [1],
Г. И. Марчука и В. В. Шайдурова [2], А. А. Самарского [3], П. В. Хемкера, Г. И. Шишкина и Л. П. Шишкиной [4],
Г. И. Шишкина и Л. П. Шишкиной [5].

Для задачи Коши для уравнения переноса в работе Г. И. Шишкина и Л. П. Шишкиной [6] впервые построена
улучшенная разностная схема Ричардсона на основе двух вложенных сеток, сходящаяся в равномерной норме
со вторым порядком скорости сходимости. В настоящей работе, в отличие от работы [6], для задачи Коши для
уравнения переноса строятся разложения обратных разностных производных и соответствующих невязок по
степеням шагов основной, разреженных и дважды разреженных сеток соответственно. Такой подход позво-
ляет разработать технику Ричардсона на трех вложенных сетках и построить разностную схему повышенного
порядка точности, сходящуюся в равномерной норме с третьим порядком скорости сходимости.

О содержании работы. Постановка задачи Коши для уравнения переноса и цель исследования приводят-
ся в разд. 2. Априорные оценки решения и производных устанавливаются в разд. 3. Стандартная разностная
схема для задачи Коши для уравнения переноса рассматривается в разд. 4 и устанавливается ее сходимость в
равномерной норме с первым порядком скорости сходимости. В разд. 5, 6 и 7 разработана техника разложе-
ний обратных разностных производных по степеням шагов основной, разреженной и дважды разреженной се-
ток соответственно. С использованием этих разложений получены разложения для соответствующих невязок.
В разд. 8 на основе разложений невязок сеточных решений строится разностная схема Ричардсона повышен-
ного порядка точности, сходящаяся в равномерной норме с третьим порядком скорости сходимости. Выводы
приводятся в разд. 9.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА. ЦЕЛЬ ИССЛЕДОВАНИЯ

На полосе 𝐺

𝐺 = 𝐺 ∪ 𝑆, (2.1а)
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где

𝐺 = 𝐷 × (0, 𝑇 ], 𝐷 = (−∞ < 𝑥 < ∞); (2.1б)

𝑆 = {(𝑥, 𝑡) : −∞ < 𝑥 < ∞, 𝑡 = 0},

рассмотрим задачу Коши для регулярного уравнения переноса

𝐿𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺; 𝑢(𝑥, 𝑡) = ϕ(𝑥), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆. (2.2)

Здесь

𝐿 = 𝑏(𝑥, 𝑡)
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑐(𝑥, 𝑡) + 𝑝(𝑥, 𝑡)

𝜕

𝜕𝑡
, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺, (2.3а)

функции 𝑏(𝑥, 𝑡), 𝑐(𝑥, 𝑡), 𝑝(𝑥, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑡) предполагаются достаточно гладкими на 𝐺, функция ϕ(𝑥) предполагается
достаточно гладкой на множестве 𝑆, причем, 1

𝑏0 6 𝑏(𝑥, 𝑡) 6 𝑏0, 0 6 𝑐(𝑥, 𝑡) 6 𝑐0, 𝑝0 6 𝑝(𝑥, 𝑡) 6 𝑝0, (2.3б)

|𝑓(𝑥, 𝑡)| 6 𝑀, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺;

|ϕ(𝑥)| 6 𝑀, 𝑥 ∈ 𝐷; 𝑏0, 𝑝0 > 0. (2.3в)

Наша цель — для задачи Коши для уравнения переноса (2.2), (2.1) построить разностную схему, сходящуюся
в равномерной норме с третьим порядком скорости сходимости.

3. АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ РЕШЕНИЯ И ПРОИЗВОДНЫХ

В этом разделе рассмотрим ряд априорных оценок решения задачи (2.2), (2.1), необходимых при построении
разностных схем и обосновании их сходимости. В разд. 5, 6 и 7 нам потребуется ограниченность производных
𝜕𝑘/𝜕𝑥𝑘 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝜕𝑘/𝜕𝑡𝑘 𝑢(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺, для 𝑘 6 𝐾, 𝐾 = 4. Вывод оценок подобен выводу оценок решения и
производных регулярных и сингулярных компонент решения сингулярно возмущенного уравнения переноса
в [7].

3.1. Для задачи Коши для уравнения переноса (2.2), (2.1) справедлив принцип максимума, подобный прин-
ципу максимума для сингулярно возмущенного уравнения переноса в [7].

Теорема 3.1. Пусть для данных задачи Коши для уравнения переноса (2.2), (2.1) выполняется условие

𝐿𝑢(𝑥, 𝑡) ≥ 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺; 𝑢(𝑥, 𝑡) ≥ 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆.

Тогда для функции 𝑢(𝑥, 𝑡) справедлива оценка 𝑢(𝑥, 𝑡) ≥ 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺.

3.2. Приведем априорные оценки для решения задачи Коши (2.2), (2.1).

Применяя технику мажорантных функций (подобную приведенной в [7] для начально-краевой задачи для
сингулярно возмущенного уравнения переноса), находим оценку решения задачи (2.2), (2.1)

|𝑢(𝑥, 𝑡) | ≤ 𝑀, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺. (3.1)

При исследовании производных решения задачи Коши считаем, что коэффициенты и правая часть урав-
нения являются достаточно гладкими на 𝐺: 𝑏, 𝑐, 𝑝, 𝑓 ∈ 𝐶𝑘,𝑘0(𝐺), 𝑘 + 𝑘0 ≤ 𝐾, 𝐾 6 4, начальная функция —

достаточно гладкая на множестве 𝑆, производные
𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
ϕ(𝑥), 𝑘 6 𝐾, ограничены при 𝐾 = 4. При этих условиях

выполняется включение
𝑢 ∈ 𝐶𝑘,𝑘0(𝐺), 𝑘 + 𝑘0 ≤ 𝐾. (3.2)

Тогда для функции 𝑢(𝑥, 𝑡) справедлива оценка⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑘+𝑘0

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑡𝑘0
𝑢(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑀, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺, 𝑘 + 𝑘0 ≤ 𝐾. (3.3)

Справедлива следующая

Теорема 3.2. Пусть для данных задачи Коши для уравнения переноса (2.2), (2.1) выполняется условие 𝑏, 𝑐, 𝑝, 𝑓 ∈
∈ 𝐶𝑘,𝑘0(𝐺), 𝑘 + 𝑘0 ≤ 𝐾, 𝐾 = 4. Тогда для решения задачи Коши 𝑢(𝑥, 𝑡) и его производных справедливы оценки (3.1),
(3.3).

1 Через 𝑀 (через 𝑚) обозначаем достаточно большие (малые) положительные постоянные. В случае сеточных задач эти постоянные не
зависят от шаблонов разностных схем.
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4. СТАНДАРТНАЯ РАЗНОСТНАЯ СХЕМА

В этом разделе построим стандартную разностную схему на основе монотонной сеточной аппроксимации
задачи Коши для уравнения переноса (2.2), (2.1) и исследуем ее сходимость.

4.1. На множестве 𝐺 введем сетку
𝐺ℎτ = ω× ω0. (4.1)

Здесь ω и ω0 — равномерные сетки на множествах (−∞, ∞) и [0, 𝑇 ] соответственно. Пусть ℎ и τ — шаги сеток
ω и ω0; узел (0, 0) принадлежит сетке 𝐺ℎτ.

Предполагаем выполненным условие ℎ 6 𝑀 𝑁−1, τ 6 𝑀 𝑁−1
0 , где 𝑁 + 1 и 𝑁0 + 1 — число узлов на отрезке

единичной длины на множестве (−∞, ∞) и число узлов сетки ω0 соответственно.
Задачу (2.2), (2.1) аппроксимируем стандартной разностной схемой [3]

Λ𝑧(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺ℎτ; 𝑧(𝑥, 𝑡) = ϕ(𝑥), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆ℎτ. (4.2а)

Здесь 𝐺ℎτ = 𝐺
⋂︀
𝐺ℎτ, 𝑆ℎτ = 𝑆

⋂︀
𝐺ℎτ,

Λ ≡ 𝑏(𝑥, 𝑡) δ𝑥 + 𝑐(𝑥, 𝑡) + 𝑝(𝑥, 𝑡) δ𝑡, (4.2б)

δ𝑥 𝑧(𝑥, 𝑡) и δ𝑡 𝑧(𝑥, 𝑡) — первые обратные разностные производные (производные назад) по 𝑥 и 𝑡 соответственно.

Разностная схема (4.2), (4.1) монотонна (определение монотонности разностных схем см., например, в [3]).
Для схемы (4.2), (4.1) справедлив сеточный принцип максимума.

Теорема 4.1. Пусть для разностной схемы (4.2), (4.1) выполняются условия Λ𝑧(𝑥, 𝑡) ≥ 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺ℎτ;
𝑧(𝑥, 𝑡) ≥ 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆ℎτ. Тогда для функции 𝑧(𝑥, 𝑡) справедлива оценка 𝑧(𝑥, 𝑡) ≥ 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺ℎτ.

4.2. С учетом априорных оценок устанавливаем сходимость в равномерной норме разностной схемы (4.2),
(4.1).

С использованием оценок (3.3), где 𝐾 = 2, подобно [7], получаем, что решение разностной схемы (4.2),
(4.1) сходится в равномерной норме к решению задачи Коши (2.2), (2.1) с оценкой

|𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑧(𝑥, 𝑡)| 6 𝑀
[︀
𝑁−1 + 𝑁−1

0

]︀
, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺ℎτ. (4.3)

Теорема 4.2. Пусть для решения задачи Коши (2.2), (2.1) выполняются оценка (3.3) при 𝐾 = 2. Тогда решение
разностной схемы (4.2), (4.1) сходится в равномерной норме и для него справедлива оценка (4.3).

5. РАЗЛОЖЕНИЯ РАЗНОСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ И НЕВЯЗОК ПО СТЕПЕНЯМ ШАГОВ
ПРОСТРАНСТВЕННОЙ И ВРЕМЕННОЙ СЕТОК

В случае разностной схемы (4.2), (4.1) построим разложения первых обратных разностных производных по𝑥
и 𝑡по степеням шагов ℎи τ равномерных сетокωиω0. С использованием этих разложений получим разложения
по степеням шагов ℎ и τ для соответствующих невязок, которые будем использовать в разд. 7 при построении
схемы, сходящейся с третьим порядком скорости сходимости.

5.1. Рассмотрим разложение обратной разностной производной δ𝑥𝑢(𝑥, 𝑡) по шагу ℎ в узле (𝑥, 𝑡), где

δ𝑥𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑢(𝑥− ℎ, 𝑡)

ℎ
, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺ℎτ.

Заметим, что узел (0, 0) принадлежит сетке 𝐺ℎτ.
Заметим, что для 𝑢(𝑥− ℎ, 𝑡) выполняется следующее разложение по степеням шага ℎ:

𝑢(𝑥− ℎ, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡) − ℎ
𝜕

𝜕𝑥
𝑢(𝑥, 𝑡) + 2−1 ℎ2 𝜕2

𝜕𝑥2
𝑢(𝑥, 𝑡)− (5.1)

−6−1 ℎ3 𝜕3

𝜕𝑥3
𝑢(𝑥, 𝑡) + 24−1 ℎ4 𝜕4

𝜕𝑥4
𝑢(ϑ, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺ℎτ, ϑ ∈ [𝑥− ℎ, 𝑥].
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С учетом разложения (5.1) для 𝑢(𝑥− ℎ, 𝑡) получаем разложение обратной разностной производной δ𝑥𝑢(𝑥, 𝑡)
по степеням шага ℎ в узле (𝑥, 𝑡)

δ𝑥𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑥
𝑢(𝑥, 𝑡) − 2−1 ℎ

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑢(𝑥, 𝑡) + 6−1 ℎ2 𝜕3

𝜕𝑥3
𝑢(𝑥, 𝑡)− (5.2)

−24−1 ℎ3 𝜕4

𝜕𝑥4
𝑢(ϑ, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺ℎτ, ϑ ∈ [𝑥− ℎ, 𝑥].

Теперь, с учетом разложения (5.2) получаем разложение по степеням шага ℎ в узле (𝑥, 𝑡) для разности
δ𝑥𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝜕/𝜕𝑥𝑢(𝑥, 𝑡), которую назовем невязкой [8]

δ𝑥𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝜕

𝜕𝑥
𝑢(𝑥, 𝑡) = −2−1 ℎ

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑢(𝑥, 𝑡) + 6−1 ℎ2 𝜕3

𝜕𝑥3
𝑢(𝑥, 𝑡)− (5.3)

−24−1 ℎ3 𝜕4

𝜕𝑥4
𝑢(ϑ, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺ℎτ.

5.2. Рассмотрим разложение обратной разностной производной δ𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) по степеням шага τ в узле (𝑥, 𝑡), где

δ𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑢(𝑥, 𝑡− τ)

τ
, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺ℎτ.

Узел (0, 0) принадлежит сетке 𝐺ℎτ.
Подобно разложению (5.1), для 𝑢(𝑥, 𝑡− τ) выполняется следующее разложение по степеням шага τ:

𝑢(𝑥, 𝑡− τ) = 𝑢(𝑥, 𝑡) − τ
𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥, 𝑡) + 2−1

τ
2 𝜕2

𝜕𝑡2
𝑢(𝑥, 𝑡)− (5.4)

−6−1
τ
3 𝜕3

𝜕𝑡3
𝑢(𝑥, 𝑡) + 24−1

τ
4 𝜕4

𝜕𝑡4
𝑢(𝑥, η), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺ℎτ, η ∈ [𝑡− τ, 𝑡].

С учетом разложения (5.4) для 𝑢(𝑥, 𝑡− τ) получаем разложение обратной разностной производной δ𝑡𝑢(𝑥, 𝑡)
по степеням шага τ

δ𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥, 𝑡) − 2−1

τ
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑢(𝑥, 𝑡) + 6−1

τ
2 𝜕3

𝜕𝑡3
𝑢(𝑥, 𝑡)− (5.5)

−24−1
τ
3 𝜕4

𝜕𝑡4
𝑢(𝑥, η), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺ℎτ, η ∈ [𝑡− τ, 𝑡].

Аналогично (5.3), с учетом разложения (5.5), получаем разложение по степеням шага τ в узле (𝑥, 𝑡) для невяз-
ки δ𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝜕/𝜕𝑡 𝑢(𝑥, 𝑡)

δ𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥, 𝑡) = −2−1

τ
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑢(𝑥, 𝑡) + 6−1

τ
2 𝜕3

𝜕𝑡3
𝑢(𝑥, 𝑡)− (5.6)

−24−1
τ
3 𝜕4

𝜕𝑡4
𝑢(𝑥, η), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺ℎτ.

5.3. Основные результаты о разложении обратных разностных производных по 𝑥 и 𝑡 и невязок по степеням
сеточных шагов ℎ и τ равномерных сеток ω и ω0.

Справедлива следующая

Теорема 5.1. Пусть для решения задачи Коши для уравнения переноса (2.2), (2.1) выполняется оценка (3.3) при
𝐾 = 4. Тогда в случае разностной схемы (4.2), (4.1) для разностных производных δ𝑥𝑢(𝑥, 𝑡) и δ𝑡𝑢(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺ℎτ

справедливы разложения (5.2) и (5.5) соответственно.

Также справедлива следующая

Теорема 5.2. Пусть выполняется условие теоремы 5.1. Тогда для невязок δ𝑥𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝜕

𝜕𝑥
𝑢(𝑥, 𝑡) и δ𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) −

− 𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥, 𝑡) справедливы разложения (5.3) и (5.6).
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6. РАЗЛОЖЕНИЯ РАЗНОСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ И НЕВЯЗОК ПО СТЕПЕНЯМ ШАГОВ
РАЗРЕЖЕННЫХ СЕТОК

В этом разделе на основе сетки 𝐺ℎτ(4.1) строим разреженную сетку, на которой для разностной схемы (4.2),
аналогично построениям в разд. 5, строим разложения разностных производных по 𝑥 и 𝑡 по степеням шагов
разреженных сеток и разложения для соответствующих невязок, которые будут использованы в разд. 8 при по-
строении схемы повышенного порядка точности, сходящейся с третьим порядком скорости сходимости.

6.1. На основе сетки 𝐺ℎτ(4.1) строим следующую разреженную сетку:

𝐺
*
ℎ*τ* = ω

* × ω
*
0. (6.1)

Здесь ω* и ω*
0 — равномерные сетки на множествах (−∞, ∞) и [0, 𝑇 ] соответственно. Величины шагов ℎ* и τ*

сеток ω* и ω*
0 в два раза больше величины шагов ℎ и τ сеток ω и ω0. Узел (0, 0) принадлежит сеткам 𝐺ℎ τ и 𝐺

*
ℎ*τ* .

На сетке 𝐺
*
ℎ*τ* рассмотрим разностную схему

Λ*𝑧*(𝑥, 𝑡) ≡ {𝑏(𝑥, 𝑡) δ𝑥* + 𝑝(𝑥, 𝑡) δ𝑡* + 𝑐(𝑥, 𝑡)} 𝑧*(𝑥, 𝑡) =

= 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺*
ℎ*τ* , (6.2)

𝑧*(𝑥, 𝑡) = ϕ(𝑥), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆*
ℎ*τ* .

Здесь 𝐺*
ℎ*τ* = 𝐺

⋂︀
𝐺

*
ℎ*τ* , 𝑆*

ℎ*τ* = 𝑆
⋂︀
𝐺

*
ℎ*τ* ; δ𝑥* 𝑧*(𝑥, 𝑡) и δ𝑡* 𝑧

*(𝑥, 𝑡) — первые обратные разностные производ-
ные на разреженной сетке 𝐺

*
ℎ*τ*

δ𝑥* 𝑧*(𝑥, 𝑡) =
𝑧*(𝑥, 𝑡) − 𝑧*(𝑥− ℎ*, 𝑡)

ℎ* , (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺
*
ℎ*τ* ,

δ𝑡* 𝑧
*(𝑥, 𝑡) =

𝑧*(𝑥, 𝑡) − 𝑧*(𝑥, 𝑡− τ*)

τ*
, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺*

ℎ*τ* .

Для функции
𝑤*(𝑥, 𝑡) = 𝑧*(𝑥, 𝑡) − 𝑢(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺

*
ℎ*τ*

выполняются следующие соотношения:

Λ*𝑤*(𝑥, 𝑡) = Λ*𝑧*(𝑥, 𝑡) − Λ*𝑢(𝑥, 𝑡) =
(︀
𝐿− Λ*)︀𝑢(𝑥, 𝑡) =

= 𝑏(𝑥, 𝑡)
[︁ 𝜕

𝜕𝑥
𝑢(𝑥, 𝑡) − δ𝑥* 𝑢(𝑥, 𝑡)

]︁
+ (6.3)

+ 𝑝(𝑥, 𝑡)
[︁ 𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥, 𝑡) − δ𝑡* 𝑢(𝑥, 𝑡)

]︁
, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺*

ℎ*τ* ,

причем
𝑤*(𝑥, 𝑡) = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆*

ℎ*τ* .

6.2. Рассмотрим разложение обратной разностной производной δ𝑥*𝑢(𝑥, 𝑡) по шагу ℎ* в узле (𝑥, 𝑡).
Для производной δ𝑥*𝑢(𝑥, 𝑡) имеем следующее представление:

δ𝑥*𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑢(𝑥− ℎ*, 𝑡)

ℎ* , (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺*
ℎ*τ* .

Узел (0, 0) принадлежит сетке 𝐺
*
ℎ*τ* .

Заметим, что для 𝑢(𝑥− ℎ*, 𝑡) выполняется следующее разложение по степеням шага ℎ*:

𝑢(𝑥− ℎ*, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡) − ℎ* 𝜕

𝜕𝑥
𝑢(𝑥, 𝑡) + 2−1 ℎ* 2 𝜕2

𝜕𝑥2
𝑢(𝑥, 𝑡) − 6−1 ℎ* 3 𝜕3

𝜕𝑥3
𝑢(𝑥, 𝑡)+ (6.4)

+24−1 ℎ* 4 𝜕4

𝜕𝑥4
𝑢(ϑ, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺*

ℎ*τ* , ϑ ∈ [𝑥− ℎ*, 𝑥].

С учетом разложения (6.4) для 𝑢(𝑥 − ℎ*, 𝑡), получаем разложение обратной разностной производной
δ𝑥*𝑢(𝑥, 𝑡) по степеням шага ℎ*

δ𝑥*𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑥
𝑢(𝑥, 𝑡) − 2−1 ℎ* 𝜕2

𝜕𝑥2
𝑢(𝑥, 𝑡) + 6−1 ℎ* 2 𝜕3

𝜕𝑥3
𝑢(𝑥, 𝑡)− (6.5)
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−24−1 ℎ* 3 𝜕4

𝜕𝑥4
𝑢(ϑ, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺*

ℎ*τ* , ϑ ∈ [𝑥− ℎ*, 𝑥].

6.3. Подобно (6.4), для 𝑢(𝑥, 𝑡− τ*) выполняется следующее разложение по степеням шага τ*:

𝑢(𝑥, 𝑡− τ
*) = 𝑢(𝑥, 𝑡) − τ

* 𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥, 𝑡) + 2−1

τ
* 2 𝜕2

𝜕𝑡2
𝑢(𝑥, 𝑡) − 6−1

τ
* 3 𝜕3

𝜕𝑡3
𝑢(𝑥, 𝑡)+ (6.6)

+24−1
τ
* 4 𝜕4

𝜕𝑡4
𝑢(𝑥, η), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺*

ℎ*τ* , η ∈ [𝑡− τ
*, 𝑡].

С учетом разложения (6.6) для𝑢(𝑥, 𝑡−τ*), получаем разложение обратной разностной производнойδ𝑡*𝑢(𝑥, 𝑡)
по степеням шага τ*

δ𝑡*𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥, 𝑡) − 2−1

τ
* 𝜕2

𝜕𝑡2
𝑢(𝑥, 𝑡) + 6−1

τ
* 2 𝜕3

𝜕𝑡3
𝑢(𝑥, 𝑡)− (6.7)

−24−1
τ
* 3 𝜕4

𝜕𝑡4
𝑢(𝑥, η), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺*

ℎ*τ* , η ∈ [𝑡− τ
*, 𝑡].

6.4. Основной результат о разложении разностных производных по 𝑥 и 𝑡 по степеням сеточных шагов раз-
реженной сетки 𝐺*

ℎ*τ* .

В силу разложений (6.5) и (6.7), для невязок δ𝑥*𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝜕

𝜕𝑥
𝑢(𝑥, 𝑡) и δ𝑡*𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥, 𝑡) справедливы сле-

дующие разложения по степеням сеточных шагов ℎ* и τ*:

δ𝑥*𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝜕

𝜕𝑥
𝑢(𝑥, 𝑡) = −2−1 ℎ* 𝜕2

𝜕𝑥2
𝑢(𝑥, 𝑡) + 6−1 ℎ* 2 𝜕3

𝜕𝑥3
𝑢(𝑥, 𝑡)− (6.8)

−24−1 ℎ* 3 𝜕4

𝜕𝑥4
𝑢(ϑ, 𝑥), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺*

ℎ*τ* , ϑ ∈ [𝑥− ℎ*, 𝑥];

δ𝑡*𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥, 𝑡) = −2−1

τ
* 𝜕2

𝜕𝑡2
𝑢(𝑥, 𝑡) + 6−1

τ
* 2 𝜕3

𝜕𝑡3
𝑢(𝑥, 𝑡)− (6.9)

−24−1
τ
* 3 𝜕4

𝜕𝑡4
𝑢(𝑥, η), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺*

ℎ*τ* , η ∈ [𝑡− τ
*, 𝑡].

Таким образом, справедлива следующая

Теорема 6.1. Пусть для данных задачи Коши для уравнения переноса (2.2), (2.1) выполняется условие 𝑏, 𝑐, 𝑝, 𝑓 ∈

∈ 𝐶𝑘,𝑘0(𝐺), 𝑘, 𝑘0 ≤ 𝐾, 𝐾 = 4. Тогда для невязок δ𝑥*𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝜕

𝜕𝑥
𝑢(𝑥, 𝑡) и δ𝑡*𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥, 𝑡) справедливы разло-

жения (6.8) и (6.9) по степеням сеточных шагов ℎ* и τ* разреженной сетки 𝐺*
ℎ*τ* .

7. РАЗЛОЖЕНИЯ РАЗНОСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ И НЕВЯЗОК ПО СТЕПЕНЯМ ШАГОВ ДВАЖДЫ
РАЗРЕЖЕННЫХ СЕТОК

В этом разделе на основе разреженной сетки 𝐺
*
ℎ*τ*(6.1) строим дважды разреженную сетку, на которой для

разностной схемы (4.2), аналогично построениям в разд. 6, строим разложения разностных производных по 𝑥
и 𝑡 по степеням шагов дважды разреженных сеток и разложения для соответствующих невязок, которые будут
использованы в разд. 8 при построении схемы повышенного порядка точности, сходящейся с третьим порядком
скорости сходимости.

7.1. На основе сетки 𝐺ℎτ(4.1) строим следующую дважды разреженную сетку:

𝐺
**
ℎ**τ** = ω

** × ω
**
0 . (7.1)

Здесь ω** и ω**
0 — равномерные сетки на множествах (−∞, ∞) и [0, 𝑇 ] соответственно. Величины шагов ℎ** и

τ** сетокω** иω**
0 в четыре раза больше величины шагов ℎ и τ сетокω иω0. Узел (0, 0) принадлежит сеткам 𝐺ℎ τ

и 𝐺
**
ℎ**τ** .
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На сетке 𝐺
**
ℎ**τ** рассмотрим разностную схему

Λ**𝑧**(𝑥, 𝑡) ≡ {𝑏(𝑥, 𝑡) δ𝑥** + 𝑝(𝑥, 𝑡) δ𝑡** + 𝑐(𝑥, 𝑡)} 𝑧**(𝑥, 𝑡) =

= 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺**
ℎ**τ** , (7.2)

𝑧**(𝑥, 𝑡) = ϕ(𝑥), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆**
ℎ**τ** .

Здесь 𝐺**
ℎ**τ** = 𝐺

⋂︀
𝐺

**
ℎ**τ** , 𝑆**

ℎ**τ** = 𝑆
⋂︀
𝐺

**
ℎ**τ** ; δ𝑥** 𝑧**(𝑥, 𝑡) и δ𝑡** 𝑧

**(𝑥, 𝑡) — первые обратные разностные
производные на разреженной сетке 𝐺

**
ℎ**τ**

δ𝑥** 𝑧**(𝑥, 𝑡) =
𝑧**(𝑥, 𝑡) − 𝑧**(𝑥− ℎ**, 𝑡)

ℎ** , (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺
**
ℎ**τ** .

δ𝑡** 𝑧
**(𝑥, 𝑡) =

𝑧**(𝑥, 𝑡) − 𝑧**(𝑥, 𝑡− τ**)

τ**
, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺**

ℎ**τ** .

Для функции
𝑤**(𝑥, 𝑡) = 𝑧**(𝑥, 𝑡) − 𝑢(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺

**
ℎ**τ**

выполняются следующие соотношения:

Λ**𝑤**(𝑥, 𝑡) = Λ**𝑧**(𝑥, 𝑡) − Λ**𝑢(𝑥, 𝑡) =
(︀
𝐿− Λ**)︀𝑢(𝑥, 𝑡) =

= 𝑏(𝑥, 𝑡)
[︁ 𝜕

𝜕𝑥
𝑢(𝑥, 𝑡) − δ𝑥** 𝑢(𝑥, 𝑡)

]︁
+ (7.3)

+ 𝑝(𝑥, 𝑡)
[︁ 𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥, 𝑡) − δ𝑡** 𝑢(𝑥, 𝑡)

]︁
, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺**

ℎ**τ** ,

причем
𝑤**(𝑥, 𝑡) = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆**

ℎ**τ** .

7.2. Рассмотрим разложение обратной разностной производной δ𝑥**𝑢(𝑥, 𝑡) по шагу ℎ** в узле (𝑥, 𝑡).
Для производной δ𝑥**𝑢(𝑥, 𝑡) имеем следующее представление:

δ𝑥**𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑢(𝑥− ℎ**, 𝑡)

ℎ** , (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺**
ℎ**τ** .

Узел (0, 0) принадлежит сетке 𝐺
**
ℎ**τ** .

Заметим, что для 𝑢(𝑥− ℎ**, 𝑡) выполняется следующее разложение по степеням шага ℎ**:

𝑢(𝑥− ℎ**, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡) − ℎ** 𝜕

𝜕𝑥
𝑢(𝑥, 𝑡) + 2−1 ℎ**2 𝜕2

𝜕𝑥2
𝑢(𝑥, 𝑡) − 6−1 ℎ**3 𝜕3

𝜕𝑥3
𝑢(𝑥, 𝑡)+ (7.4)

+24−1 ℎ**3 𝜕4

𝜕𝑥4
𝑢(ϑ, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺**

ℎ**τ** , ϑ ∈ [𝑥− ℎ**, 𝑥].

С учетом разложения (7.4) для 𝑢(𝑥 − ℎ**, 𝑡), получаем разложение обратной разностной производной
δ𝑥**𝑢(𝑥, 𝑡) по степеням шага ℎ**

δ𝑥**𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑥
𝑢(𝑥, 𝑡) − 2−1 ℎ** 𝜕2

𝜕𝑥2
𝑢(𝑥, 𝑡) + 6−1 ℎ**2 𝜕3

𝜕𝑥3
𝑢(𝑥, 𝑡)− (7.5)

−24−1 ℎ**3 𝜕4

𝜕𝑥4
𝑢(ϑ, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺**

ℎ**τ** , ϑ ∈ [𝑥− ℎ**, 𝑥].

7.3. Подобно (7.4), для 𝑢(𝑥, 𝑡− τ**) выполняется следующее разложение по степеням шага τ**:

𝑢(𝑥, 𝑡− τ
**) = 𝑢(𝑥, 𝑡) − τ

** 𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥, 𝑡) + 2−1

τ
**2 𝜕2

𝜕𝑡2
𝑢(𝑥, 𝑡) − 6−1

τ
**3 𝜕3

𝜕𝑥3
𝑢(𝑥, 𝑡)+ (7.6)

+24−1
τ
**3 𝜕4

𝜕𝑡4
𝑢(𝑥, η), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺**

ℎ**τ** , η ∈ [𝑡− τ
**, 𝑡].
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С учетом разложения (7.6) для 𝑢(𝑥, 𝑡 − τ**), получаем разложение обратной разностной производной
δ𝑡**𝑢(𝑥, 𝑡) по степеням шага τ**

δ𝑡**𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥, 𝑡) − 2−1

τ
** 𝜕2

𝜕𝑡2
𝑢(𝑥, 𝑡) + 6−1

τ
**2 𝜕3

𝜕𝑡3
𝑢(𝑥, 𝑡)− (7.7)

−24−1
τ
**3 𝜕4

𝜕𝑡4
𝑢(𝑥, η), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺**

ℎ**τ** , η ∈ [𝑡− τ
**, 𝑡].

7.4. Основной результат о разложении разностных производных по 𝑥 и 𝑡 по степеням сеточных шагов раз-
реженной сетки 𝐺**

ℎ**τ** .

В силу разложений (7.5) и (7.7), для невязок δ𝑥**𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝜕

𝜕𝑥
𝑢(𝑥, 𝑡) и δ𝑡**𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥, 𝑡) справедливы

следующие разложения по степеням сеточных шагов ℎ** и τ**:

δ𝑥**𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝜕

𝜕𝑥
𝑢(𝑥, 𝑡) = −2−1 ℎ** 𝜕2

𝜕𝑥2
𝑢(𝑥, 𝑡) + 6−1 ℎ**2 𝜕3

𝜕𝑥3
𝑢(𝑥, 𝑡)− (7.8)

−24−1 ℎ**3 𝜕4

𝜕𝑥4
𝑢(𝑥,ϑ), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺**

ℎ**τ** , ϑ ∈ [𝑥− ℎ**, 𝑥];

δ𝑡**𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥, 𝑡) = −2−1

τ
** 𝜕2

𝜕𝑡2
𝑢(𝑥, 𝑡) + 6−1

τ
**2 𝜕3

𝜕𝑡3
𝑢(𝑥, 𝑡)− (7.9)

−24−1
τ
**3 𝜕4

𝜕𝑡4
𝑢(𝑥, η), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺**

ℎ**τ** , η ∈ [𝑡− τ
**, 𝑡].

Таким образом, справедлива следующая

Теорема 7.1. Пусть для данных задачи Коши для уравнения переноса (2.2), (2.1) выполняется условие 𝑏, 𝑐, 𝑝, 𝑓 ∈

∈ 𝐶𝑘,𝑘0(𝐺), 𝑘, 𝑘0 ≤ 𝐾, 𝐾 = 4. Тогда для невязок δ𝑥**𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝜕

𝜕𝑥
𝑢(𝑥, 𝑡) и δ𝑡**𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥, 𝑡) справедливы

разложения (7.8) и (7.9) по степеням сеточных шагов ℎ** и τ** разреженной сетки 𝐺**
ℎ**τ** .

8. РАЗНОСТНАЯ СХЕМА РИЧАРДСОНА ПОВЫШЕННОГО ПОРЯДКА ТОЧНОСТИ

Отметим, что структура разложений невязок сеточных решений относительно шагов сеток на основной, раз-
реженной и дважды разреженной равномерных сетках подобна. Эти разложения позволяют применить технику
Ричардсона и построить сеточное решение, сходящееся с третьим порядком скорости сходимости.

8.1. В разд. 5—7 получены разложения невязок по степеням шагов 𝑥 и 𝑡 на трех вложенных сетках 𝐺ℎτ, 𝐺*
ℎ*τ* ,

𝐺**
ℎ**τ** .

На дважды разреженной сетке 𝐺**
ℎ**τ** строим функцию ̂︀𝑧(𝑥, 𝑡) — линейную комбинацию из трех функций

𝑧(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺ℎτ; 𝑧*(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺*
ℎ*τ* и 𝑧**(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺**

ℎ**τ** :

̂︀𝑧(𝑥, 𝑡) = α 𝑧(𝑥, 𝑡) + β 𝑧*(𝑥, 𝑡) + γ 𝑧**(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺**
ℎ**τ** . (8.1)

Соотношение (8.1) содержит параметры α, β и γ. Эти параметры выбираются с учетом разложений невязок
на основной сетке 𝐺ℎτ (разд. 5), на разреженной сетке 𝐺*

ℎ*τ* (разд. 6) и на дважды разреженной сетке 𝐺**
ℎ**τ**

(разд. 7). Требуется, чтобы главный член разложения функции ̂︀𝑧(𝑥, 𝑡) при (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺**
ℎ**τ** был равен единице,

что приводит к следующему условию:
α+ β+ γ = 1. (8.2)

Кроме того, требуется, чтобы в разложении невязок функции ̂︀𝑧(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺**
ℎ**τ** , не содержались линейные

и квадратичные члены разложения, что приводит к следующим соотношениям:

α+ 2 β+ 4 γ = 0, α+ 4 β+ 16 γ = 0. (8.3)

Из системы уравнений (8.2), (8.3) получаем следующие значения для параметров α, β и γ:

α = 8 × 3−1, β = −2, γ = 3−1. (8.4)
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Для функции ̂︀𝑧(8.1)(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺**
ℎ**τ** , получаем представление

̂︀𝑧(𝑥, 𝑡) = 8 × 3−1 𝑧(𝑥, 𝑡) − 2 𝑧*(𝑥, 𝑡) + 3−1 𝑧**(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺**
ℎ**τ** . (8.5)

8.2. С учетом (8.5) для функции ̂︀𝑧(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺**
ℎ**τ** , получаем следующую оценку:

|̂︀𝑧(𝑥, 𝑡) − 𝑢(𝑥, 𝑡)| 6 𝑀
(︀
𝑁−3 + 𝑁−3

0

)︀
, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺**

ℎ**τ** . (8.6)

Функцию ̂︀𝑧(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺**
ℎ**τ** , сходящуюся в равномерной норме с третьим порядком скорости сходимо-

сти, назовем решением задачи Коши для уравнения переноса (2.2), (2.1) повышенного порядка точности.

Таким образом, справедлива следующая

Теорема 8.1. Пусть для данных задачи Коши для уравнения переноса (2.2), (2.1) в представлении (8.1) выполня-
ются условия (8.2), (8.3) и (8.4). Тогда функция ̂︀𝑧(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺**

ℎ**τ** , — решение разностной схемы Ричардсона
повышенного порядка точности — сходится в равномерной норме с третьим порядком скорости сходимости с оцен-
кой (8.6).

9. ВЫВОДЫ

9.1. Рассмотрена постановка задачи Коши для уравнения переноса и определена цель исследования.
9.2. Для задачи Коши для уравнения переноса построена монотонная стандартная разностная схема и уста-

новлена ее сходимость в равномерной норме с первым порядком скорости сходимости.
9.3. Построены разложения первых обратных разностных производных по степеням шагов основных, разре-

женных и дважды разреженных равномерных сеток по пространству и времени. С использованием этих разло-
жений получены разложения для соответствующих невязок сеточных решений.

9.4. На основе линейной комбинации решений разностных схем на основных, разреженных и дважды раз-
реженных сетках, с учетом разложений соответствующих невязок на этих сетках, построена разностная схема
Ричардсона повышенного порядка точности, сходящаяся в равномерной норме с третьим порядком скорости
сходимости.
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Abstract. The Cauchy problem for the regular transfer equation is considered. For this task, using the
Richardson technique, a difference scheme of an increased order of accuracy is constructed on three nested
grids, converging in a uniform norm with a third order of convergence rate.
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