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Предложена система уравнений с нелинейностью относительно потенциала электрического поля и темпе-
ратуры, описывающая процесс нагрева полупроводниковых элементов электрической платы, причем с те-
чением времени возможно возникновение теплового и электрического “пробоев”. В работе рассматрива-
ется метод численной диагностики разрушения решения. В процессе численного исследования этой зада-
чи использовался подход, основанный на сведении исходной системы уравнений в частных производных
к дифференциально-алгебраической системе с последующим решением этой системы с помощью односта-
дийной схемы Розенброка с комплексным коэффициентом. Численная диагностика разрушения точного ре-
шения указанной системы уравнений основывалась на методике вычисления апостериорной асимптотиче-
ски точной оценки погрешности, получаемой при вычислении приближенного решения на последовательно
сгущающихся сетках. Получены численные оценки момента времени разрушения для различных начальных
условий. Библ. 34. Фиг. 3.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время в микроэлектронике широко используются полупроводники, что обусловлено
их уникальными физическими свойствами. В этой связи возникает насущная необходимость в ис-
следовании как вопросов устойчивости полупроводников в электрическом поле, так и вопросов их
неустойчивости в электрическом поле. Физический смысл разрушения — пробой полупроводника,
что делает работу актуальной.

Настоящая работа посвящена численной диагностике разрушения решения. Рассмотрена следу-
ющая начально-краевая задача:

ε

4π

𝜕

𝜕𝑡

𝜕2φ

𝜕𝑥2
+ σ

𝜕2φ

𝜕𝑥2
+ γ

𝜕2ψ

𝜕𝑥2
= 0, 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏), 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ], (1)

ε0
𝜕ψ

𝜕𝑡
=

𝜕2ψ

𝜕𝑥2
+ 𝑞0

⃒⃒⃒⃒
𝜕φ

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒𝑝
, 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏), 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ],

φ(𝑥, 0) = φ0(𝑥), ψ(𝑥, 0) = ψ0(𝑥), 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏),
φ(𝑎, 𝑡) = φ𝑎(𝑡), φ(𝑏, 𝑡) = φ𝑏(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],
ψ(𝑎, 𝑡) = ψ𝑎(𝑡), ψ(𝑏, 𝑡) = ψ𝑏(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 23-11-00056) и при поддержке Фонда развития теоретической физики
и математики БАЗИС (проект № 22-2-2-17-1).
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Система принадлежит теплоэлектрической теории. Функции φ = φ(𝑥, 𝑡) и ψ = ψ(𝑥, 𝑡), где 𝑥 ∈ R1,
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], описывают распределение потенциала внутри полупроводника и его температуры соответ-
ственно.

Отметим, что система уравнений (1) относится к уравнениям соболевского типа (см. [1]). Исследо-
ванию уравнений соболевского типа посвящено большое количество работ. Так, в работах Г. А. Сви-
ридюка, С. А. Загребиной, А. А. Замышляевой [3]– [5] были рассмотрены в общем виде и в виде при-
меров начально–краевые задачи для большого многообразия классов линейных и нелинейных урав-
нений соболевского типа.

С развитием компьютерной техники стали актуальны вопросы численного исследования задач
теории разрушения решений. Численные методы предоставляют мощный инструмент для решения
сложных математических задач, которые не могут быть решены аналитически. В данной работе мы
используем метод, который основан на идеях апостериорной оценки точности. Метод подробно опи-
сан в работах [20–22]. Также отметим работу [23].

Работа продолжает исследования, начатые в [13]– [19].

2. СВЕДЕНИЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ К СИСТЕМЕ
ОБЫКНОВЕННЫЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

В данной работе мы используем численный подход к исследованию начально краевой задачи. Для
численного решения дифференциально-алгебраической системы мы используем жесткий метод пря-
мых, известный как SMOL. Этот метод был подробно описан в работах [24, 25]. Он помогает свести
исходную систему с уравнением в частных производных к более простой задаче, требующей реше-
ния системы обыкновенных дифференциальных уравнеий. Эта упрощенная система может быть эф-
фективно решена с помощью одностадийной схемы Розенброка с комплексными коэффициентами
CROS1 [26].

Рассмотрим следующую начально-краевую задачу (1). Сначала введем сетку 𝑋𝑁 по простран-

ственной переменной 𝑥 с шагом ℎ =
𝑏− 𝑎

𝑁
, где𝑁 — число интервалов сетки. Тогда𝑋𝑁 = {𝑥𝑛, 1 6 𝑛 6

6 𝑁 + 1 : 𝑥𝑛 = 𝑎+ (𝑛− 1)ℎ}. После конечно-разностной аппроксимации производных по перемен-
ной 𝑥 со вторым порядком точности получим следующую систему уравнений:

ε

4π

𝑑

𝑑𝑡

(︂
φ𝑛+1 − 2φ𝑛 + φ𝑛−1

ℎ2

)︂
+ σ

(︂
φ𝑛+1 − 2φ𝑛 + φ𝑛−1

ℎ2

)︂
+

+γ

(︂
ψ𝑛+1 − 2ψ𝑛 + ψ𝑛−1

ℎ2

)︂
= 0, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ], 𝑛 = 2, 𝑁,

ε0
𝑑ψ𝑛

𝑑𝑡
=
ψ𝑛+1 − 2ψ𝑛 + ψ𝑛−1

ℎ2
+ 𝑞0

⃒⃒⃒⃒
φ𝑛+1 − φ𝑛−1

2ℎ

⃒⃒⃒⃒𝑝
, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ], 𝑛 = 2, 𝑁,

φ1(𝑡) = φ𝑎(𝑡), φ𝑁+1(𝑡) = φ𝑏(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],
ψ1(𝑡) = ψ𝑎(𝑡), ψ𝑁+1(𝑡) = ψ𝑏(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],
φ𝑛(0) = φ0(𝑥𝑛), ψ𝑛(0) = ψ0(𝑥𝑛), 𝑛 = 2, 𝑁,

где φ𝑛 ≡ φ𝑛(𝑡) ≡ φ(𝑥𝑛, 𝑡),ψ𝑛 ≡ ψ𝑛(𝑡) ≡ ψ(𝑥𝑛, 𝑡) — неизвестные функции при 𝑛 = 2, 𝑁 .
Исключим из данной системы функции φ1(𝑡), φ𝑁+1(𝑡), ψ1(𝑡), ψ𝑁+1(𝑡), воспользовавшись гранич-

ными условиями. Тогда придем к следующей системе обыкновенных дифференциальных уравнений:

ε

4πℎ2
𝑑

𝑑𝑡
(φ3 − 2φ2) = − ε

4πℎ2
φ′
𝑎(𝑡)−

σ

ℎ2
(φ3 − 2φ2 + φ𝑎(𝑡))−

− γ

ℎ2
(ψ3 − 2ψ2 + ψ𝑎(𝑡)) , 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ],

(2)

ε

4πℎ2
𝑑

𝑑𝑡
(φ𝑛+1 − 2φ𝑛 + φ𝑛−1) = − σ

ℎ2
(φ𝑛+1 − 2φ𝑛 + φ𝑛−1)−

− γ

ℎ2
(ψ𝑛+1 − 2ψ𝑛 + ψ𝑛−1) , 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ], 𝑛 = 3, 𝑁 − 1,
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ε

4πℎ2
𝑑

𝑑𝑡
(−2φ𝑁 + φ𝑁−1) = − ε

4πℎ2
φ′
𝑏(𝑡)−

σ

ℎ2
(φ𝑏(𝑡)− 2φ𝑁 + φ𝑁−1)−

− γ

ℎ2
(ψ𝑏(𝑡)− 2ψ𝑁 + ψ𝑁−1) , 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ],

ε0
𝑑ψ2

𝑑𝑡
=

1

ℎ2
(ψ3 − 2ψ2 + ψ𝑎(𝑡)) + 𝑞0

⃒⃒⃒⃒
φ3 − φ𝑎(𝑡)

2ℎ

⃒⃒⃒⃒𝑝
, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ],

ε0
𝑑ψ𝑛

𝑑𝑡
=

1

ℎ2
(ψ𝑛+1 − 2ψ𝑛 + ψ𝑛−1)+

+𝑞0

⃒⃒⃒⃒
φ𝑛+1 − φ𝑛−1

2ℎ

⃒⃒⃒⃒𝑝
, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ], 𝑛 = 3, 𝑁 − 1,

ε0
𝑑ψ𝑁

𝑑𝑡
=

1

ℎ2
(ψ𝑏(𝑡)− 2ψ𝑁 + ψ𝑁−1) + 𝑞0

⃒⃒⃒⃒
φ𝑏(𝑡)− φ𝑁−1

2ℎ

⃒⃒⃒⃒𝑝
, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ],

φ𝑛(0) = φ0(𝑥𝑛), ψ𝑛(0) = ψ0(𝑥𝑛), 𝑛 = 2, 𝑁.

Введем вектор неизвестных y = (φ2, . . . ,φ𝑁 ,ψ2, . . . ,φ𝑁 ) . Тогда φ𝑛 = 𝑦𝑛−1, ψ𝑛 = 𝑦(𝑁−1)+(𝑛−1) при
𝑛 = 2, 𝑁 .

Перепишем систему (2), заменив функции φ𝑛, ψ𝑛 через компоненты вектора y:

ε

4πℎ2
𝑑

𝑑𝑡
(𝑦2 − 2𝑦1) = − ε

4πℎ2
φ′
𝑎(𝑡)−

σ

ℎ2
(𝑦2 − 2𝑦1 + φ𝑎(𝑡))−

− γ

ℎ2
(𝑦𝑁+1 − 2𝑦𝑁 + ψ𝑎(𝑡)) , 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ],

(3)

ε

4πℎ2
𝑑

𝑑𝑡
(𝑦𝑛 − 2𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛−2) = − σ

ℎ2
(𝑦𝑛 − 2𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛−2)−

− γ

ℎ2
(︀
𝑦(𝑁−1)+𝑛 − 2𝑦(𝑁−1)+(𝑛−1) + 𝑦(𝑁−1)+(𝑛−2)

)︀
, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ], 𝑛 = 3, 𝑁 − 1,

ε

4πℎ2
𝑑

𝑑𝑡
(−2𝑦𝑁−1 + 𝑦𝑁−2) = − ε

4πℎ2
φ′
𝑏(𝑡)−

σ

ℎ2
(φ𝑏(𝑡)− 2𝑦𝑁−1 + 𝑦𝑁−2)−

− γ

ℎ2
(︀
ψ𝑏(𝑡)− 2𝑦2(𝑁−1) + 𝑦2(𝑁−1)−1

)︀
, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ],

ε0
𝑑𝑦𝑁
𝑑𝑡

=
1

ℎ2
(𝑦𝑁+1 − 2𝑦𝑁 + ψ𝑎(𝑡)) + 𝑞0

⃒⃒⃒⃒
𝑦2 − φ𝑎(𝑡)

2ℎ

⃒⃒⃒⃒𝑝
, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ],

ε0
𝑑𝑦(𝑁−1)+(𝑛−1)

𝑑𝑡
=

1

ℎ2
(︀
𝑦(𝑁−1)+𝑛 − 2𝑦(𝑁−1)+(𝑛−1) + 𝑦(𝑁−1)+(𝑛−2)

)︀
+

+𝑞0

⃒⃒⃒⃒
𝑦𝑛 − 𝑦𝑛−2

2ℎ

⃒⃒⃒⃒𝑝
, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ], 𝑛 = 3, 𝑁 − 1,

ε0
𝑑𝑦2(𝑁−1)

𝑑𝑡
=

1

ℎ2
(︀
ψ𝑏(𝑡)− 2𝑦2(𝑁−1) + 𝑦2(𝑁−1)−1

)︀
+ 𝑞0

⃒⃒⃒⃒
φ𝑏(𝑡)− 𝑦𝑁−2

2ℎ

⃒⃒⃒⃒𝑝
, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ],

𝑦𝑛(0) = φ0(𝑥𝑛) при 𝑛 = 1, 𝑁 − 1, 𝑦𝑛(0) = ψ0(𝑥𝑛) при 𝑛 = 𝑁, 2(𝑁 − 1).

Систему (3) можно записать в векторном виде:

D
𝑑y
𝑑𝑡

= f(y), (4)

y(0) = y0.
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Матричная функция D имеет следующую структуру :

𝐷𝑘,𝑘−1 =
ε

4πℎ2
, если 𝑘 = 2, 𝑁 − 1,

𝐷𝑘,𝑘 =

{︃
−2

ε

4πℎ2
, если 𝑘 = 1, 𝑁 − 1,

ε0, если 𝑘 = 𝑁, 2(𝑁 − 1),

𝐷𝑘,𝑘+1 =
ε

4πℎ2
, если 𝑘 = 1, 𝑁 − 2,

остальные элементы матрицы D равны нулю.
Далее выпишем компоненты вектора f =

(︀
𝑓1 𝑓2 𝑓3 . . . 𝑓2𝑁−2

)︀T
:

𝑓1 = − ε

4πℎ2
φ
′
𝑎(𝑡)−

σ

ℎ2
(𝑦2 − 2𝑦1 + φ𝑎(𝑡))−

γ

ℎ2
(𝑦𝑁+1 − 2𝑦𝑁 + ψ𝑎(𝑡)) ,

𝑓𝑘 = − σ

ℎ2
(𝑦𝑘+1 − 2𝑦𝑘 + 𝑦𝑘−1)−

− γ

ℎ2
(︀
𝑦(𝑁−1)+(𝑘+1) − 2𝑦(𝑁−1)+𝑘 + 𝑦(𝑁−1)+(𝑘−1)

)︀
, 𝑘 = 2, 𝑁 − 2,

𝑓𝑁−1 = − ε

4πℎ2
φ
′
𝑏(𝑡)−

σ

ℎ2
(φ𝑏(𝑡)− 2𝑦𝑁−1 + 𝑦𝑁−2)−

− γ

ℎ2
(︀
ψ𝑏(𝑡)− 2𝑦2(𝑁−1) + 𝑦2(𝑁−1)−1

)︀
,

𝑓𝑁 =
1

ℎ2
(𝑦𝑁+1 − 2𝑦𝑁 + ψ𝑎(𝑡)) + 𝑞0

⃒⃒⃒⃒
𝑦2 − φ𝑎(𝑡)

2ℎ

⃒⃒⃒⃒𝑝
,

𝑓𝑘 =
1

ℎ2
(𝑦𝑘+1 − 2𝑦𝑘 + 𝑦𝑘−1) + 𝑞0

⃒⃒⃒⃒
𝑦𝑘−(𝑁−2) − 𝑦𝑘−(𝑁−2)−2

2ℎ

⃒⃒⃒⃒𝑝
, 𝑘 = 𝑁 + 1, 2𝑁 − 3,

𝑓2(𝑁−1) =
1

ℎ2
(︀
ψ𝑏(𝑡)− 2𝑦2(𝑁−1) + 𝑦2(𝑁−1)−1

)︀
+ 𝑞0

⃒⃒⃒⃒
φ𝑏(𝑡)− 𝑦𝑁−2

2ℎ

⃒⃒⃒⃒𝑝
.

Для численного решения системы (4) применим одностадийную схему Розенброка с комплекс-

ным коэффициентом (CROS1). Введем равномерную сетку 𝑇𝑀 по переменной 𝑡 с шагом τ =
𝑇 − 0

𝑀
,

где 𝑀 — число интервалов. Тогда 𝑇𝑀 = {𝑡𝑘, 1 6 𝑘 6 𝑀 + 1 : 𝑡𝑘 = 0 + (𝑘 − 1)τ} . Теперь можно приме-
нить схему CROS1 для решения системы (4):

y(𝑡𝑘+1) = y(𝑡𝑘) + τRew,[︂
D − 1 + 𝑖

2
fy
(︀
y (𝑡𝑘)

)︀
τ

]︂
w = f

(︀
y (𝑡𝑘)

)︀
.

(5)

Также нам понадобится матрица Якоби fy, компоненты которой вычисляются по формуле:

(𝑓𝑦)𝑛,𝑚 =
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑦𝑚

. Выпишем ненулевые элементы матрицы Якоби:

(𝑓𝑦)𝑘,𝑘−1 =

⎧⎨⎩− σ

ℎ2
, если 𝑘 = 2, 𝑁 − 1,

1

ℎ2
, если 𝑘 = 𝑁, 2𝑁 − 2,

(𝑓𝑦)𝑘,𝑘 =

⎧⎨⎩
2σ

ℎ2
, если 𝑘 = 1, 𝑁 − 1,

− 2

ℎ2
, если 𝑘 = 𝑁, 2𝑁 − 2,

(𝑓𝑦)𝑘,𝑘+1 =

⎧⎨⎩− σ

ℎ2
, если 𝑘 = 2, 𝑁 − 1,

1

ℎ2
, если 𝑘 = 𝑁, 2𝑁 − 3,
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(𝑓𝑦)𝑘,𝑁−1+(𝑘−1) = − γ

ℎ2
, если 𝑘 = 2, 𝑁 − 2,

(𝑓𝑦)𝑘,𝑁−1+𝑘 =
2γ

ℎ2
, если 𝑘 = 1, 𝑁 − 1,

(𝑓𝑦)𝑘,𝑁−1+(𝑘+1) = − γ

ℎ2
, если 𝑘 = 2, 𝑁 − 2,

(𝑓𝑦)𝑁,2 =
𝑞0𝑝

(2ℎ)𝑝
(𝑦2 − φ𝑎(𝑡)) |𝑦2 − φ𝑎(𝑡)|𝑝−2 ,

(𝑓𝑦)𝑘,𝑘−(𝑁−2) =
𝑞0𝑝

(2ℎ)𝑝
(︀
𝑦𝑘−(𝑁−2) − 𝑦𝑘−(𝑁−2)−2

)︀ ⃒⃒
𝑦𝑘−(𝑁−2) − 𝑦𝑘−(𝑁−2)−2

⃒⃒𝑝−2
,

если 𝑘 = 𝑁 + 1, 2𝑁 − 3,

(𝑓𝑦)𝑘,𝑘−(𝑁−2)−2 = − 𝑞0𝑝

(2ℎ)𝑝
(︀
𝑦𝑘−(𝑁−2) − 𝑦𝑘−(𝑁−2)−2

)︀ ⃒⃒
𝑦𝑘−(𝑁−2) − 𝑦𝑘−(𝑁−2)−2

⃒⃒𝑝−2
,

если 𝑘 = 𝑁 + 1, 2𝑁 − 3,

(𝑓𝑦)2(𝑁−1),𝑁−2 = − 𝑞0𝑝

(2ℎ)𝑝
(φ𝑏(𝑡)− 𝑦𝑁−2) |φ𝑏(𝑡)− 𝑦𝑁−2|𝑝−2 .

Другие компоненты матрицы fu в случае рассматриваемого уравнения равны нулю.
Таким образом, матрица системы (5) состоит из четырeх блоков размерности (𝑁 − 1) × (𝑁 − 1)

(структура матрицы представлена на фиг. 1). Этот факт даeт возможность применить алгоритм реше-
ния СЛАУ, который найдeт решение системы (5) за 𝑂(𝑁) операций.

Фиг. 1. Структура матрицы СЛАУ (5).

Отметим, что схема CROS1 имеет точность 𝑂(τ2). А поскольку при аппроксимации простран-
ственных производных были использованы формулы точности 𝑂(ℎ2), предложенный алгоритм ре-
шения системы (4) имеет точность 𝑂(τ2 + ℎ2).

Для оценки точности численного решения, а также диагностики разрушения решения можно эф-
фективно применить метод сгущающихся сеток. Пусть базовая сетка по переменным (𝑥, 𝑡) имеет сле-
дующий вид: 𝑋𝑁 (0) × 𝑇𝑀 (0) = {(𝑥𝑛, 𝑡𝑘), 1 6 𝑛 6 𝑁 (0) + 1, 1 6 𝑘 6 𝑀 (0) + 1}. Сгущать сетку мы будем
в целое число раз 𝑟𝑡 по переменной 𝑡 и в 𝑟𝑥 раз по переменной 𝑥. Выберем 𝑟𝑡 = 𝑟𝑥 = 2. Тогда каждая
следующая сетка 𝑋𝑁𝑠

× 𝑇𝑀𝑠
, где 𝑁𝑠 = 𝑟𝑠−1

𝑥 𝑁 (0), 𝑀𝑠 = 𝑟𝑠−1
𝑡 𝑀 (0), (𝑠 — номер сетки) будет иметь с ба-

зовой сеткой общие узлы. В узлах базовой сетки можно оценить эффективный порядок точности по
формуле:

𝑝eff𝑠 = log𝑟𝑡

(︂
|𝑢𝑠−2(𝑥, 𝑡)− 𝑢𝑠−3(𝑥, 𝑡)|
|𝑢𝑠−1(𝑥, 𝑡)− 𝑢𝑠−2(𝑥, 𝑡)|

)︂
, (6)

где 𝑢𝑠(𝑥, 𝑡) — численное решение на сетке с номером 𝑠.

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 64 № 7 2024



ЧИСЛЕННАЯ ДИАГНОСТИКА РАЗРУШЕНИЯ РЕШЕНИЯ МОДЕЛИ ПОЛУПРОВОДНИКА 1319

В точках (𝑥, 𝑡), в которых решение исходной задачи является достаточно гладким, имеет место
сходимость:

𝑝eff𝑠 → 𝑝theor = 2 при 𝑠 → ∞.

Нарушение же данной сходимости будет соответствовать нарушению гладкости решения, что в на-
шем случае позволит локализовать по времени и пространству разрушение решения.

3. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ

3.1. Численный эксперимент 1

Возьмем для численного решения системы (1) следующий набор параметров: ε = 1, σ = 1, γ = 1,
ε0 = 1, 𝑞0 = 1, 𝑝 = 3.

Задачу будем решать на следующем промежутке: 𝑎 = 0, 𝑏 = π, 𝑇 = 0.5.
Начальные и граничные условия выберем в виде: φ0 = sin𝑥, ψ0 = 3 sin𝑥, φ𝑎 = 0, φ𝑏 = 0, ψ𝑎 = 0,

ψ𝑏 = 0.
Число интервалов базовой сетки: 𝑁 (0) = 50, 𝑀 (0) = 50. Число последовательно используемых для

вычислений сеток, включая начальную: 𝐾 = 6. Получив приближенное численное решение на раз-
ных сетках, мы можем проверить сходимость эффективного порядка точности к теоретическому для
каждого временного слоя по формуле (6).

Из графиков фиг. 2а,б видно, что классическое решение существует лишь до определенного мо-
мента времени: 𝑡20, что соответствует 𝑡 = 0.20. Также из анализа графика ясно, что потеря гладкости
у решения происходит сначала вблизи границы. Поэтому расчет эффективных порядков точности
в первую очередь необходимо проводить вблизи граничных точек. Результаты расчетов эффективных
порядков точности представлены на графиках фиг. 2в,г. Анализ данных графиков позволяет оценить
время разрушения: 0.20 6 𝑇blow-up 6 0.25.

p p

Фиг. 2. Результаты численного расчета для эксперимента 1: а — зависимость потенциала от координаты в различные момен-
ты времени; б — зависимость температуры от координаты в различные моменты времени; в — зависимость эффективного
порядка точности для потенциала от времени (вблизи границы); г — зависимость эффективного порядка точности для тем-
пературы от времени (вблизи границы).
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3.2. Численный эксперимент 2

Выберем другие начальные условия для численного эксперимента: φ0 = 𝑥(π− 𝑥), ψ0 = 3𝑥(π− 𝑥).
Число интервалов базовой сетки и число сгущений (параметр 𝐾) оставим прежними: 𝑁 (0) = 50,

𝑀 (0) = 50, 𝐾 = 6.
Из графиков фиг. 3а,б видно, что классическое решение существует лишь до определенного мо-

мента времени: 𝑡10, что соответствует 𝑡 = 0.10. Результаты расчетов эффективных порядков точности
представлены на графиках фиг. 3в,г. Анализ данных графиков позволяет оценить время разрушения:
0.10 6 𝑇blow-up 6 0.11.

p p

Фиг. 3. Результаты численного расчета для эксперимента 2: а — зависимость потенциала от координаты в различные момен-
ты времени; б — зависимость температуры от координаты в различные моменты времени; в — зависимость эффективного
порядка точности для потенциала от времени (вблизи границы); г — зависимость эффективного порядка точности для тем-
пературы от времени (вблизи границы).
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Abstract. A system of equations with nonlinearity with respect to the potential of the electric field and temperature is
proposed, describing the heating process of semiconductor elements of an electric board, and over time, thermal and
electrical “breakdowns” may occur. The paper considers a method for the numerical diagnosis of solution destruction.
In the process of numerical investigation of this problem, an approach was used based on the reduction of the initial
system of partial differential equations to a differential algebraic system, followed by the solution of this system using
a one-stage Rosenbrock scheme with a complex coefficient. Numerical diagnostics of the destruction of the exact
solution of the specified system of equations was based on the method for calculating a posteriori asymptotically accurate
error estimate obtained when calculating an approximate solution on successively thickening grids. Numerical estimates
of the moment of destruction are obtained for various initial conditions.

Keywords: Sobolev type nonlinear equations, failure, blow-up, local solvability, numerical diagnostics of solution
failure, numerical diagnostics of solution destruction, destruction time estimates.
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