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В данной работе предложен модифицированный метод эффективной длины для расчета тепловых
потоков в сложных геометриях в трехмерной постановке при движении в атмосфере с высокими
скоростями и описана его программная реализация. Метод, с одной стороны, не требует огромных
вычислительных затрат для получения результата, а с другой, демонстрирует устойчивую работу в
сложных геометриях.
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ВВЕДЕНИЕ
Быстро движущиеся в атмосфере метеориты

или летательные аппараты испытывают не только
аэродинамическое сопротивление среды, но и ра-
диационный [1] и аэродинамический нагрев. При
сверхзвуковых скоростях возникают ударные
волны, за фронтом которых газ сильно разогрева-
ется, нагревая поверхность метеорита. При моде-
лировании движения в подобных условиях необ-
ходимо оценивать величину аэродинамического
нагрева. Для расчета тепловых потоков в сложных
геометриях в трехмерной постановке при движе-
нии в атмосфере с высокими скоростями в насто-
ящее время широко используется численное ре-
шение уравнений Навье–Стокса. Однако даже
при современном уровне доступности вычисли-
тельных мощностей подобные расчеты все же яв-
ляются ресурсозатратными. В работе [2] пример
подобного расчета приведен в осесимметричной
постановке на основе решения уравнений На-
вье–Стокса. В случае необходимости рассчиты-
вать изменяющуюся форму метеорита в результа-
те разрушения материала расчет конвективных
тепловых потоков становится массовой операци-
ей: необходимо для каждой новой полученной
формы метеорита искать новое поле тепловых
потоков. Таким образом, массовость расчета кон-
вективных потоков в трехмерной постановке ра-
дикально усложняет задачу расчета формы метео-
рита в результате аэродинамического нагрева.

Одним из часто используемых способов оцен-
ки аэродинамического нагрева является метод
эффективной длины. Метод предложен В.С. Ав-
дуевским [3–5] и основан на предположении, что
тепловой поток через пограничный слой опреде-
ляется локальными значениями параметров газа на

внешней границе пограничного слоя и толщиной
пограничного слоя, а локальная толщина погра-
ничного слоя обусловлена предысторией течения
от точки растекания. В сложных трехмерных гео-
метриях локально могут возникать течения, в кото-
рых метод эффективной длины применять нельзя:
течения в кавернах, на уступах, отрывы и вихри.

Целью работы является разработка модифици-
рованного метода эффективной длины, устойчиво
работающего на геометрически сложных поверх-
ностях с изломами, кавернами и выбоинами. 

МОДИФИЦИРОВАННЫЙ МЕТОД 
ЭФФЕКТИВНОЙ ДЛИНЫ

Математически метод сводится к определе-
нию тепловых потоков в точке растекания на по-
верхности тела и интегрированию вдоль линии
тока, как схематически показано на рис. 1. Значе-
ния на внешней границе пограничного слоя яв-
ляются входными параметра расчета и получают-
ся из решения уравнений Эйлера или по методу
Ньютона, что и обусловливает существенно более
высокую скорость получения результата по отно-
шению к решению уравнений Навье–Стокса.
Для расчета теплового потока в области торможе-
ния для всех подобных геометрий предлагается
использовать следующие соотношения [6]:
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Здесь α/cp – коэффициент теплообмена; qw –
конвективный тепловой поток на стенке; hw – эн-
тальпия на поверхности тела; He – адиабатиче-
ская энтальпия;  – энтальпия на внешней границе
пограничного слоя; Pr – число Прандтля;  – мо-
дуль скорости на внешней границе пограничного
слоя; ,  – плотность и вязкость газа, рассчи-
танные по значению давления и эккертовской
энтальпии [6]:

В методе эффективной длины, предложенном
в [6], коэффициенты теплообмена вне области тор-
можения вычисляются интегрированием вдоль ли-
нии тока (рис. 1). Соотношения для интегрирова-
ния [6] следующие:

 (2)

(3)

Здесь S – длина дуги вдоль линии тока;  –
радиус эквивалентного осесимметричного тела;
индексы l, t – параметры ламинарного и турбу-
лентного режимов течения.

Соотношения для ламинарного теплообмена
определяются на основе решения задачи Блази-
уса о структуре пограничного слоя на пластине,
формула для расчета турбулентного теплового
потока получена на основе обобщения экспери-
ментальных данных [6].
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В данном случае интеграл  (  является
функцией от S и его можно записать в виде диф-
ференциала  как

(4)
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В настоящей постановке для любой линии то-
ка , потому что на границе критической
области интегралы  и  равны значению инте-
грала в критической области.

Интегрировать вдоль линии тока можно двумя
способами. Первый, описанный в работе [5], пред-
полагает вычисление линии тока из каждой точки
на поверхности до границы точки растекания. Мо-
дификация метода эффективной длины, предло-
женная в данной работе, основана на втором спо-
собе [6].

Идея разработанного метода заключается в пе-
реходе от вычисления интеграла вдоль линии тока к
эквивалентной краевой задаче, сформулированной
на поверхности тела вне области торможения, с гра-
ничным условием первого рода на границе области
торможения. Используя соотношения [7]

можно преобразовать (4) к виду

(6)
Граничное условие

(7)
(r – радиус-вектор точки в пространстве), задан-
ное на границе области торможения , обеспе-
чивает равенство  в соотношении (5).
Таким образом, сформулированная краевая зада-
ча (6), (7) эквивалентна исходной задаче.

Аналогичный подход может быть применен
при решении уравнения для эффективного ради-
уса. Согласно определению [5]:

Повторяя рассуждения, приведенные выше,
можно показать, что задача поиска  экви-
валентна краевой задаче с уравнением
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Рис. 1. Схема определения линии тока на поверхност-
ной триангулированной сетке, предложенная в [5], на
примере сферы: (а) – распределение газодинамиче-
ских полей, полученное при решении уравнений Эй-
лера; (б) – область критических граней и линия тока,
вдоль которой вычисляются криволинейные инте-
гралы в (3). 
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и граничным условием

(9)

Выбор граничных значений в соотношениях (7),
(9) рассмотрен при описании численного метода.

ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД И ОБЕСПЕЧЕНИЕ 
УСТОЙЧИВОСТИ СЧЕТА

Метод эффективной длины имеет ограниче-
ние – он не может применяться в областях, где
пограничный слой разрушается. Например, в те-
чении перед уступом, в донной области. Однако
на практике во многих случаях оценка теплового
потока нужна в теплонапряженных местах: обла-
стях в районе точки растекания, присоединения
ударных волн, на наветренной стороне. Таким об-
разом, требования по устойчивости к методу можно
сформулировать следующим образом: расчет мето-
дом эффективной длины должен давать результат
на теплонапряженных участках и оставаться устой-
чивым в местах, где он не дает корректного ре-
зультата.

Предполагается, что есть неструктурированная
поверхностная сетка, состоящая из ячеек произ-
вольной формы, и в каждой ячейке заданы парамет-
рами внешнего обтекания: скорость U, давление p,
температура T. Численный алгоритм состоит из
следующих шагов:

1) выделение критической области;
2) вычисление значений основных величин в

критической области с помощью аналитических
соотношений;

3) вычисление эффективного радиуса тела в
каждой ячейке;

4) интегрирование по полю с заданными гра-
ничными условиями.

Рассмотрим подробнее каждый шаг алгоритма.
1. Выделение критической области. На данном

этапе необходимо выделить точку растекания и
прилегающую к ней область. Для этого использу-
ется набор критериев:

где . Рекомендуемые значения  0.05, 0.1.
Таким образом, ячейки сетки, удовлетворяю-

щие всем критериям, формируют критическую
область. Здесь и далее нижний индекс  у величин
означает, что используется значение в ячейке, со-
ответствующей данному индексу.
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2. Вычисление значений основных величин в
критической области с помощью аналитических
соотношений. На данном этапе вычисляются

значения величин , , ,  в крити-

ческой области.
Для вычисления  используется приближен-

ная формула

(10)

справедливая в малой окрестности точки расте-
кания.

Здесь  – радиус-вектор центра ячейки с номе-
ром i,  – барицентр критической области. Сум-
мирование в формуле (10) проводится по всем
ячейкам критической области.

Для вычисления  нужно выразить эту вели-
чину из соотношения (2):

(11)

Так как рассматривается граница области тор-

можения, то  вычисляется по формулам (1)

(данный подход неприменим, поскольку в рассмат-

риваемой модели  в области торможения).

Для вычисления  используется соотноше-
ние (3). Разложим функцию  в ряд Маклорена
по S и оставим первый ненулевой член этого ряда.
Кроме того, считая размер области растекания ма-
лым, примем . В результате получаем

(12)

Здесь ,  – значения соответствующих ве-

личин в точке растекания (при S = 0), . По-

сле интегрирования из (12) получаем

(13)

Соотношения (10), (11), (13) используются как
внутри области торможения, так и на ее границе
для аппроксимации граничных условий (7), (9).

3. Вычисление эффективного радиуса тела в
каждой ячейке. На данном этапе производится
численное решение краевой задачи (8), (9) мето-
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дом релаксации. Для повышения устойчивости
расчета в уравнение также добавляется вязкий
член , где DS ‒ искусственная вяз-
кость. Таким образом, уравнение (8) после добав-
ления вязкого члена при решении методом релак-
сации принимает вид

4. Интегрирование по полю с заданными гранич-
ными условиями. Численное решение краевой зада-
чи (6), (7) производится методом релаксации. После
добавления вязкого слагаемого при решении мето-
дом релаксации уравнение (6) записывается как

(14)

Дискретизация производится с помощью ме-
тода конечного объема. Производная по времени

 аппроксимируется с помощью схемы Эйлера.

Конвективное слагаемое  аппроксимиру-
ется неявно с помощью схемы первого или второ-
го порядка точности. Вязкий член  ап-
проксимируется неявно с помощью схемы Гаусса
с линейной интерполяцией на грани ячеек. Сла-
гаемые в правой части уравнения (14) аппрокси-
мируются явно. В ячейках критической области
значения  фиксируются.

При численном решении уравнения на каж-
дой итерации проверяются значения  во всех
ячейках. Если в какой-либо ячейке вне критиче-
ской области значение  меньше максимального
в критической области значения , то в
этой ячейке устанавливается .

ВАЛИДАЦИЯ МОДИФИЦИРОВАННОГО 
МЕТОДА ЭФФЕКТИВНОЙ ДЛИНЫ 

И РАСЧЕТ СЛОЖНОГО 
МЕТЕОРОИДНОГО ТЕЛА

Для валидации метода выбраны два типа экс-
периментальных данных: для обтекания сферы и
обтекания цилиндра с различными радиусами за-
кругленной кромки. Первый валидационный тест
показывает адекватность расчета тепловых пото-
ков на затупленных по сфере телах, таких как ме-
теороидное тело, а второй тест – возможности ме-
тода для расчета вероятных ребер на поверхности.

Сравнение для сферы проведено с результата-
ми расчета из [5]. Сфера радиусом R = 1 м поме-
щена в сверхзвуковой поток. Параметры набега-
ющего потока: давление P = 300 Па, температура
Т = 250 К, молярная масса газа Мg = 0.029 кг/моль
(параметры атмосферы на высоте 40 км, где ско-
рость полета составляет примерно М = 6 [8]). В рас-
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четах принималась температура стенки Tw = 300 К.
Результаты расчета приведены на рис. 2, 3 – ла-
минарные и турбулентные тепловые режимы соот-
ветственно. На рисунках представлены зависимо-
сти теплового потока от угла на сфере. Приведены
результаты нескольких расчетов: для разных харак-
терных размеров ячеек, для схем первого и второго
порядка аппроксимации конвективного члена. Ко-
эффициент k определяется как отношение харак-
терного размера ячейки к радиусу сферы.

Для валидационного расчета теплового потока
на ребре цилиндра экспериментальные данные взя-
ты из работы [9]. Расчет проводился в трехмерной
постановке: трехмерная модель цилиндра помеще-
на в набегающий сверхзвуковой поток. Параметры
набегающего потока: давление – 12.46 МПа, темпе-

Рис. 2. Распределение ламинарного теплового потока
на сфере радиусом 1 м в зависимости от характерного
размера ячеек для первого и второго порядков ап-
проксимации конвективного члена в сравнении с
данными [5] (1): 2 – первый порядок аппроксимации,
k = 0.07; 3 – 0.05; 4 – 0.03; 5 – второй порядок, 0.03.
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Рис. 3. Распределение турбулентного теплового пото-
ка на сфере радиусом 1 м в зависимости от характер-
ного размера ячеек для первого и второго порядка ап-
проксимации конвективного члена в сравнении с
данными [5] (1): 2 – первый порядок аппроксимации,
k = 0.07; 3 – 0.05; 4 – 0.03; 5 – второй порядок, 0.03.
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ратура – 1160 К, число Маха M – 10.5. Результаты
расчетов для разных радиусов скругления приведе-
ны на рис. 4. Расчеты выполнены со вторым поряд-
ком аппроксимации конвективного члена с коэф-
фициентом k = 0.02 (k – отношение характерного
размера ячейки к радиусу цилиндра). Здесь ql – ла-

минарный тепловой поток,  – ламинарный
тепловой поток в точке растекания, s – длина ли-
нии тока от точки растекания до заданной точки
на поверхности цилиндра.

Для демонстрации устойчивости работы мето-
да проведен расчет тела сложной геометрии, в ко-
торой присутствуют впадины, выщербины, вы-
пуклости и т.п. Форма сложного метеороидного
тела показана на рис. 5. Параметры внешнего на-
бегающего потока: давление – 12.46 МПа, темпе-
ратура – 1160 К, число Маха – 10.5. Результаты
расчета ламинарного и турбулентного тепловых по-
токов представлены на рис. 6. Количество ячеек в
расчетной сетке – около 15 × 103, расчет проводился
со вторым порядком аппроксимации конвективно-
го члена по пространству, время расчета на одном
ядре процессора Intel® Xeon® E5530 2.4 GHz со-
ставило примерно 2 мин.

(0)
lq

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

На рис. 2 представлены результаты расчета ла-
минарного теплового потока на сфере в трехмер-
ной постановке. Видно, что при уменьшении ха-
рактерного размера ячеек качество решения в
окрестности точки растекания улучшается. Каче-
ство решения также повышается при увеличении
порядка аппроксимации конвективного члена

 в уравнении (14), как видно на рис. 2,
кривая 5. Для интегрирования вдоль линии тока
подобный эффект – улучшения качества решения
при уменьшении размера расчетной сетки – по-
дробно исследован в работе [5]. Надо только заме-
тить, что и модифицированный метод эффектив-
ной длины имеет сходные свойства. Таким обра-
зом, можно сформулировать рекомендацию: для
улучшения качества решения для ламинарного
теплового потока необходимо повышать порядок
аппроксимации конвективного члена в уравне-
нии (14) и уменьшать размеры ячейки в окрестно-
сти критической точки.

На рис. 3 представлены результаты расчета тур-
булентного теплового потока на сфере в зависи-
мости от характерного размера ячеек. Качество
решения не сильно зависит от размера ячеек и по-
рядка аппроксимации конвективного члена.

На рис. 4 показаны результаты расчета тепло-
вого потока для цилиндра с закругленными кром-

( )div iz e

Рис. 4. Распределение ламинарных тепловых пото-
ков по диску со скругленными угловыми точками
при различных значениях соотношения r/R (числа у
кривых): 1 – данные [9], 2 – результаты расчета;
стрелки — начало и конец скругления.
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Рис. 5. Форма сложного метеороидного тела.

Рис. 6. Распределение ламинарного (а) и турбулент-
ного (б) коэффициентов теплообмена по поверхно-
сти сложного метеороидного тела.
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ками при различных радиусах скругления. Видно,
что в окрестности точки растекания распределе-
ние теплового потока отклоняется от экспери-
ментальных данных и довольно хорошо модели-
рует тепловой поток на кромках.

В целом можно сказать, что и на сфере, и на ци-
линдре со скругленными кромками можно оцени-
вать тепловые потоки с точностью до 20% при
значении коэффициента k = 0.03 и использова-
нии второго порядка аппроксимации конвектив-
ного члена. Показано, что при уменьшении харак-
терного размера ячеек (т.е. увеличении их числа и,
соответственно, ресурсозатратности вычисле-
ний) можно повысить качество расчета ламинар-
ного теплового потока в окрестности критиче-
ской точки.

На рис. 5, 6 представлены результаты оценки
тепловых нагрузок при аэродинамическом нагре-
ве тела сложной формы, похожего на метеороид-
ное тело. Рис. 5 показывает сложность геометрии:
видны сложные складки, впадины и бугры. На
рис. 6 представлено поле ламинарных и турбу-
лентных тепловых потоков.

Необходимо отметить, что на наветренной
стороне метеороидного тела, т.е. там, где может
быть применен метод эффективной длины, вы-
полняется расчет теплового потока. На уступах и
впадинах, там, где метод эффективной длины не-
пригоден для оценки теплового потока, прово-
дится устойчивый расчет. Это свойство модифици-
рованного метода эффективной длины является
очень значимым на практике. Нет необходимости
специально выделять области расчета, готовить
геометрию тела для применения метода эффектив-
ной длины. Модифицированный метод эффектив-
ной длины дает оценку конвективных тепловых по-
токов на наветренной стороне и устойчиво работает
в местах проблемной геометрии – с выбоинами,
буграми и кавернами.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлен модифицированный ме-
тод эффективной длины. Отличительной особен-
ностью метода является работоспособность для
сложных геометрий обтекаемого тела. Входными
данными для расчета являются поля внешнего
невязкого обтекания, которые могут быть полу-
чены любым внешним решателем. Это обстоя-

тельство является преимуществом при использо-
вании расчетного кода в рамках вычислительных
программных комплексов.

Продемонстрированы результаты валидаци-
онных расчетов в типовых геометриях, которые
показали удовлетворительное совпадение с эта-
лонными. Показано, что модифицированный ме-
тод эффективной длины позволяет оценить тепло-
вые аэродинамические нагрузки на тела сложных
форм за приемлемое время, с использованием
ограниченных вычислительных ресурсов.

Показана устойчивая работа метода при расчете
трехмерной сложной геометрии на примере метео-
роидного тела при наличии впадин и выступов.
Данный результат позволяет не проводить подго-
товку геометрии тела для расчета (например, вруч-
ную исключать донную область или сглаживать вы-
ступы и выбоины). Модифицированный метод эф-
фективной длины дает оценку тепловых потоков в
частях тела со сложной геометрией – с выбоинами,
буграми и кавернами.
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