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учитывает вязкую диссипацию энергии, потенциальную энергию упругой 
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1.  Введение. При изучении контакта деформируемых тел силы межмолекулярно-
го взаимодействия впервые учитывались применительно к герцевскому контакту [1]. 
В дальнейшем был разработан ряд эффективных подходов к решению контактных за-
дач такого типа, среди которых следует отметить подходы, использующие концепцию 
поверхностной энергии – модели JKR и DMT [2, 3]. Эти подходы также использова-
лись для расчета адгезионного контакта слоистых [4–7] и вязкоупругих тел [8–11].

Строгая постановка контактной задачи, учитывающая межмолекулярное взаимо-
действие, предполагает существование некоторого зазора r  между контактирующи-
ми телами. Величина этого зазора должна обеспечивать баланс сил, обусловленных 
контактной деформацией тел и их межмолекулярным взаимодействием (самосогла-
сованный подход по Дерягину [12]). При таком подходе возможны постановки задачи 
с поверхностным [13–15] и объемным [16–20] приложением сил межмолекулярного 
взаимодействия.

В связи с традиционной постановкой задачи следует упомянуть концепцию меж-
поверхностного тензора напряжений, позволяющего заменить объемное распреде-
ление межмолекулярных сил эффективным поверхностным напряжением [21, 22].

Одной из характерных особенностей адгезионного контакта является возмож-
ность скачкообразного изменения его параметров, в  частности, контактного зазо-
ра. Подобные изменения рассматривались во многих исследованиях, среди которых 
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отметим работы [12–14, 23–26], использующие как самосогласованный подход, так 
и концепцию поверхностной энергии.

Ранее рассматривался контакт бесконечно протяженного плоского индентора 
и вязкоупругого слоя в рамках самосогласованного по Дерягину подхода с поверх-
ностным (традиционная постановка) и объемным (уточненная постановка) приложе-
нием сил межмолекулярного взаимодействия. Были проведены расчеты напряжен-
но-деформированного состояния (НДС) слоя и вязкой диссипации энергии в нем, 
а  также контактного зазора r  при заданном законе внедрения индентора [27–29]. 
Полученные результаты позволили выполнить расчет силы трения скольжения ше-
роховатого контртела по вязкоупругому слою в режиме бесконтактного трения [29].

Данная работа является продолжением указанных исследований [27–29] и  пре-
следует своей целью построение и проверку баланса энергии для рассматриваемой 
системы индентор–слой–подложка с учетом эффектов скачкообразного изменения 
контактного зазора и  вязкой диссипации энергии. Подобный баланс энергии рас-
сматривался ранее при построении известных моделей JKR, DMT [2, 3] и во многих 
других работах, например, для оценки диссипации энергии в адгезионном контакте 
[14, 30–32].

2.  Постановка задачи и  основные уравнения. Рассмотрим систему, состоящую из 
бесконечно протяженного плоского индентора и основания, представляющего собой 
вязкоупругий слой, связанный с подложкой (рис. 1). Считается, что индентор кон-
тактирует с основанием посредством межмолекулярных сил, при этом они разделены 
контактным зазором r, обеспечивающим баланс сил вязкоупругого и межмолекуляр-
ного взаимодействий контактирующих тел (самосогласованный подход  [12]). Свя-
жем с основанием систему координат Oxyz, совместив ее плоскость Oxy  с границей 
раздела слоя и подложки. Контакт индентора и слоя считается плоскопараллельным, 
что обуславливает зависимость всех контактных характеристик только от координа-
ты z  и времени t . Толщину слоя в недеформированном состоянии обозначим через 
h 0, а  в деформированном  – через h . Расстояние между индентором и  подложкой 
обозначим через H, причем H r h= + . Индентор и подложка считаются абсолютно 
жесткими.

В качестве контактной характеристики удобно использовать внедрение δ  инден-
тора в слой, которое отсчитывается от поверхности слоя в недеформированном со-
стоянии (от уровня z h= 0). Отметим, что внедрение δ  может принимать как по-
ложительные, так и  отрицательные значения, при этом δ( ) ( )t h H t= −0  (рис. 1). 
Зависимость δ( )t  внедрения от времени считается заданной.

При дальнейшем рассмотрении деформации слоя считаются малыми. Если обо-
значить через w  перемещение слоя вдоль оси z , то это допущение можно выразить 
следующим образом
	 | ( , ) |/w z t h 0 1 	 (2.1)

Межмолекулярное взаимодействие индентора и основания определяется парными 
взаимодействиями их молекул (гипотеза Гамакера). Соответствующая сила F  зави-
сит от свойств пары молекул и расстояния l  между ними. Существуют разные формы 
такой зависимости, и в дальнейшем будет использоваться известный закон Леннар-
да–Джонса [33]:

	 F l
a

l

a

lm n
( ) = −1 2 ,	 (2.2)

где a a m n1 2, , ,  – параметры взаимодействия, причем обычно полагают m n= =7 13, .
При определенных допущениях [14, 32] суммирование парных взаимодействий 

молекул индентора и  слоя позволяет для каждой точки слоя рассчитать объемную 
силу f , обусловленную межмолекулярным взаимодействием. Эта сила направлена 
вдоль оси z  и зависит от расстояния d r s r h z= + = + −  между точкой ее прило-
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жения и индентором (рис. 1), причем, в силу допущения (2.1) о малости деформаций 
слоя, в последнем равенстве можно заменить толщину h  ее начальным значением 
h 0. Все это позволяет записать для компонент f ii , , ,= 1 2 3  объемной силы f  в си-
стеме координат O x y z  следующие выражения:

	 f f f z t f r t h z1 2 3 00= ≡ = + −, ( , ) ( ( ) ),	 (2.3)

при этом функция f d( )  известным образом определяется через параметры межмоле-
кулярного взаимодействия индентора и слоя [27, 28].

Отметим, что на молекулы слоя также действуют силы со стороны молекул под-
ложки и самого слоя. Однако, при допущении (2.1) эти силы, в отличие от силы f 3  
вида (2.3), не изменяются во времени и обеспечивают исходное равновесное со-
стояние молекул слоя. При дальнейшем рассмотрении слоя как сплошной среды 
это состояние будет отождествляться с его исходным недеформированным состо-
янием.

Суммирование парных взаимодействий молекул позволяет также определить пол-
ную силу p  воздействия индентора на основание, приходящуюся на единицу площа-
ди его поверхности (верхней границы):

	 p t p t p t p t f r t s ds p t f r t s
h t

( ) ( ) ( ), ( ) ( ( ) ) , ( ) ( ( ) )c b c b

( )

= + = − + = − +∫
0

dds
h t( )

,
∞

∫ 	 (2.4)

причем первый/второй интеграл здесь отвечает воздействию индентора отдельно на 
слой/подложку. В рамках самосогласованного подхода сила p  интерпретируется как 
контактное давление, действующее на основание в виде композиции подложка–слой 
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Рис. 1. Контактное взаимодействие индентора с основанием, 
состоящим из вязкоупругого слоя и абсолютно жесткой подложки
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[12–14, 19]. Величину pc  можно тогда интерпретировать как фиктивное контактное 
давление, обусловленное межмолекулярным воздействием индентора на слой.

Учитывая допущение (2.1) о малости деформаций слоя, верхний предел интегри-
рования в первом интеграле (2.4) можно заменить на h 0. В результате, используя из-
вестное выражение для функции f d( ) , получим [29]:
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Взятие второго интеграла в формуле (2.4) позволяет установить, что
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В формулах (2.5) и (2.6): k m l n= − = −4 4, , а параметры A r1ξ ξ, e  характеризуют 
взаимодействие молекул слоя ( ξ = c ) или подложки (ξ = b) с молекулами индентора 
и выражаются известным образом через параметры закона Леннарда–Джонса (2.2) 
[27, 28].

Таким образом, равенство (2.4) позволяет записать следующее выражение для 
контактного давления:

	 p t p t p t H t r t( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))b c b c= + = +Φ Φ ,	 (2.7)

которое определяет силовую модель взаимодействия индентора и основания.
Замечание 1. В работах [27–29] контактное давление p  определялось как интеграл 

f r s ds( )+
∞

∫0
. Использованное выше разбиение (2.4) этого интеграла на слагаемые 

p b  и  pc  представляется более корректным, т. к. величина p Hb b( )= Φ  точно опреде-
ляет силу воздействия индентора на подложку.

Традиционная постановка контактной задачи при наличии межмолекулярного 
взаимодействия подразумевает, что деформирование слоя обуславливается контакт-
ным давлением, приложенным к его поверхности [12–15]. В случае деформирования 
слоя, связанного с абсолютно жесткой подложкой, в качестве контактного давления 
представляется физически корректным использовать фиктивное контактное давле-
ние pc  вида (2.5) [29]. Ниже также рассматривается уточненная постановка, в кото-
рой естественным образом предполагается, что деформация слоя порождается объ-
емными силами (2.3), распределенными по его глубине, тогда как поверхность слоя 
свободна от нагрузок [16–20]. В качестве параметра нагружения слоя в обеих поста-
новках выступает контактный зазор r, однозначно определяющий объемную силу f 3  
по формуле (2.3) и давление pc  по формуле (2.5).

Замечание 2. Ввиду быстрого затухания функции f d( )  с увеличением расстояния 
d r h z= + −0  [27, 28], объемные силы f z t f r t h z3 0( , ) ( ( ) )= + −  сконцентрированы 
в подповерхностной области нанометровой толщины ~ rec . Если r hec  0 , то, в силу 
соотношения (2.4), равнодействующая этих сил, отнесенная к  элементу поверхно-
сти слоя, равна pc  с точностью до знака. По принципу Сен-Венана, действие таких 
сил на расстояниях существенно превышающих rec  по глубине слоя эквивалентно 
приложению контактного давления pc  к  поверхности слоя, что как раз отвечает 
традиционной постановке задачи. Таким образом, можно сделать вывод (и это под-
тверждается расчетами [18, 19, 34]), что использование уточненной постановки за-
дачи актуально на наноуровне (масштаб ~ rec). На более крупном масштабе ( rec) 
для расчета НДС слоя допустимо использование более простой традиционной по-
становки задачи.
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Деформационные свойства слоя будем описывать линейным законом наслед-
ственного типа [35–37]

� � �� �� � � � � �ij ij ij ij

t

z t z t z t t z d t( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) (= + − − − −
−∞
∫2 2� � �� � � �) ( , )ij

t

z d
−∞
∫ ,	 (2.8)

где δi j  – символ Кронекера, � �i j i j,  – компоненты тензоров деформаций и напря-
жений, � �= kk. Величины λ  и  µ  представляют собой мгновенные модули упру-
гости (постоянные Ламе), а  функции � �,  характеризуют вязкие свойства ма-
териала слоя и  выражаются через ядра сдвиговой R 1  и  объемной R 2  релаксации: 
� �( ) ( ) ( ), ( ) ( )t K R t R t t R t= − =2 1 1

2
3
� � , причем K = +� �2 3/   – мгновенный мо-

дуль объемной упругости.
Для последующего численного анализа необходимо конкретизировать ядра инте-

гральных операторов в соотношении (2.8). Не ограничивая общности рассмотрения, 
пренебрежем объемной ползучестью материала слоя и положим [37]: R t R e t

1 0( ) = −α , 
R t2 0( ) º , так что: � � � �( ) , ( )t e t et t= =− −

0 0
� � , где α, R 0  – заданные параметры, при-

чем α = 1/t r , t r  – время релаксации, �0 02 3= − �R / , �0 0= �R . Кроме того, введем 
в рассмотрение длительные (равновесные) модули упругости � �¥ ¥, , а также мгновен-
ный B  и длительный B¥  коэффициенты упругой податливости слоя: B = + −( )� �2 1, 
B B∞ ∞ ∞ − −= + =( )� � ��2 1 1 , причем � � �= − > =B R� �0 0 00 4 3, /  [27].

Для построения полной системы уравнений НДС слоя соотношение (2.8) следу-
ет дополнить формулой Коши, связывающей деформации εi j  с перемещениями ui  
слоя, а также уравнением равновесия [35, 36]:

	 σi j j iz t f z t, ( , ) ( , )+ = 0,	 (2.9)

в котором для записи частной производной функции используется общепринятое 
обозначение с запятой.

При сделанном допущении (2.1) о малости деформаций, присутствующая в урав-
нении равновесия (2.9) объемная сила f i  определяется равенствами (2.3) и не зави-
сит явно от компонент НДС слоя. Это означает, что рассматриваемая система урав-
нений (2.8), (2.9) относительно этих компонент слоя является линейной и допускает 
решение в аналитическом виде с использованием преобразования Лапласа по време-
ни. Компоненты ui i j i j, ,� �  соответствующего НДС при заданной функции r t( )  пред-
ставлены в работах [27, 29].

При описании контактного взаимодействия индентора и основания используется 
условие контакта

	 r t w t t( ) ( ) ( )+ = −δ ,	 (2.10)

связывающее внедрение δ  с  контактным зазором r и  нормальным перемещением 
w h h= − 0  поверхности слоя (вдоль оси z ). Предполагается, что до момента вре-
мени t = 0  взаимодействие индентора с основанием является стационарным с по-
стоянными во времени внедрением δs  и зазором r s , т. е. δ δ( ) , ( ) ,st r t r ts= = ≤ 0.

Далее будет рассматриваться гладкая зависимость δ( )t , отвечающая переходу си-
стемы из начального стационарного состояния δs s, r  в другое стационарное состоя-
ние с конечным внедрением δm  индентора, т. е.

	 δ δ δ δ δ( ) ( , ), ( ) ; , ( ) ;st C t t t t tm m∈ −∞∞ = ≤ = ≥1 0 ,	 (2.11)

где tm  – время перемещения индентора, 0 < tm . Для такой зависимости будут рассмо-
трены режимы подвода индентора:

	 δ δ δ( ) ; [ , ], st t tm m> ∈ <0 0 	 (2.12)
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и отвода индентора:

	 δ δ δ( ) ; [ , ], st t tm m< ∈ >0 0 	 (2.13)

Здесь и далее точкой над символом функции обозначается ее производная по вре
мени.

Подобный характер изменения внедрения δ( )t  позволяет допустить асимптотиче-
ское поведение функции r t( )  на бесконечности:

	 r t r tm( ) ;→ → ∞,	 (2.14)

где rm  – значение контактного зазора в стационарном состоянии с внедрением δm.
Начальное r s  и конечное rm  значения контактного зазора, отвечающие начально-

му δs  и конечному δm  внедрениям, находятся из уравнения [28]

	 B h
Z r

Z r

r

rm m m

∞











−











=





0

( )

( )

s s sδ
δ






, Z r

r

r
( )

( )

( )
c=











�

�
,	 (2.15)

причем верхний/нижний вариант в круглых скобках определения функции Z r( )  от-
вечает традиционной/уточненной постановке задачи, а функция Ψ( )r  определяется 
известным образом через параметры межмолекулярного взаимодействия индентора 
и слоя [28].

Изменение контактного зазора r  во времени описывается дифференциальным 
уравнением [28, 29]:

	 



r t
t B h Z r t r t t

Bh Z r t
( )

( ) ( ( )) ( ) ( )

( ( ))
=

− − −





′ −

∞� � �0

0 1
,	 (2.16)

в котором штрих у символа функции обозначает ее производную по аргументу.
Функция r t( )  может иметь точку разрыва первого рода (скачок), если при некото-

рых значениях r : Bh Z r0 1′ >( ) , так что знаменатель в правой части уравнения (2.16) 
принимает нулевые значения при Bh Z r0 1′ =( ) . Соответствующие скачки контакт-
ного зазора можно описать следующим образом [28]:

	 r t r r t r( ) , ( )+ + + +− = + = ′0 0  – скачок r r+ +→ ′  при подводе индентора
		  (2.17)
	 r t r r t r( ) , ( )− − − −− = + = ′0 0  – скачок r r− −→ ′  при отводе индентора,

что иллюстрируют графики на рис. 2, построенные на основе полученных ранее ре-
зультатов [28]. При построении этих графиков используются универсальные обозна-
чения t̂  и  r ±  для момента скачка зазора r t( )  и соответствующих предельных значе-
ний функции r t( ) :

	 ˆ /t t t+ -=  при подводе/отводе индентора; ˆ( 0)r r t± = ± ,	 (2.18)

которые будут использоваться и при дальнейших выкладках, с целью их упрощения.
Выполненный в работе [28] анализ функции r t( )  как решения дифференциаль-

ного уравнения (2.16) в случае гладкой зависимости δ( )t  позволяет заключить, что 
функция r t( )  является кусочно-непрерывной и кусочно-монотонной при t ∈ ∞[ , )0 . 
Производная r t( )  непрерывна везде, кроме точки t̂  разрыва функции r t( ) , причем 
эта производная абсолютно интегрируема на [ , )0 ¥ . Согласно выражению (2.5), 
функция p tc( )  определяется через функцию r t( )  посредством гладкой зависимости 
Φc( )r , поэтому p tc( )  обладает всеми указанными выше свойствами r t( ).

Располагая решением r t( )  уравнения (2.16) при заданной зависимости δ( )t , можно 
определить эволюцию НДС слоя во времени [27, 29].
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3.  Соотношения для энергии и работы. В процессе подвода/отвода индентора энер-
гия системы индентор–слой–подложка меняется. А именно, происходит диссипация 
энергии в  слое, обусловленная вязкостью его материала, изменяются внутренняя 
энергия слоя и потенциальная энергия межмолекулярного взаимодействия (энергия 
поля), которые зависят от НДС слоя и взаимного расположения тел. Кроме того, сле-
дует допустить возможность мгновенного изменения энергии системы при скачке 
контактного зазора r . Определим эти виды энергии.

Для определения вязкой диссипации энергии выделим некоторый объем V h S= 0  
слоя с площадью S  поверхности. Согласно первому началу термодинамики, дисси-
пация энергии D t t[ , ]1 2

 в этом объеме на промежутке времени [ , ]t t1 2  составит [27, 36]:

	 D U t U tt t t t[ , ] [ , ] [ ( ) ( )]
1 2 1 2 2 1= − − ,	 (3.1)

где

	 [ , ] ( ) ( )t t i j i j

t

t

V

dV t d t
1 2

1

2

= ∫∫ � � 	 (3.2)

– работа деформации на промежутке [ , ]t t1 2 , U t( )  – внутренняя энергия рассматри-
ваемого объема слоя, пространственные аргументы у функций � �i j i jt t( ), ( )  для про-
стоты опущены.

Внутренний интеграл в выражении (3.2) понимается в смысле Римана–Стилтье-
са (далее Стилтьеса) [38]. Подынтегральные функции � �i j i jt t( ), ( )  в нем известным 
образом связаны с контактным зазором r t( )  [27, 29], поэтому эти функции имеют 
разрывы первого рода в одной и той же точке t̂  в случае существования скачка (2.17) 
зазора r t( ) . Как известно [38], в этом случае интеграл Стилтьеса (3.2) не существу-
ет. В приложении 1 предлагается процедура регуляризации reg0  интеграла Стилтьеса 
типа (3.2) для таких подынтегральных функций (формула (П.1.8)), которая обеспечи-
вает его существование и отвечает физическому смыслу интеграла (3.2) как работы. 
Здесь и далее для интеграла Стилтьеса типа (3.2) с разрывными в одной и той же точ-
ке подынтегральными функциями подразумевается использование указанной про-
цедуры регуляризации, при этом знак reg0  может опускаться.
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Рис. 2. Зависимости контактного зазора r  от времени t  в режиме подвода (а) и отвода (б) индентора 
(традиционная постановка задачи). Стрелками показаны скачки контактного зазора
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Равенство (3.1) позволяет рассчитать удельную диссипацию энергии d D S∞
∞= [ , ) /0  

при переходе системы из стационарного состояния δs s, r  в асимптотически стацио-
нарное состояние δm mr,  (далее – переход δ δs ® m ) по известному НДС слоя – соот-
ветствующее выражение для d¥  приводится в работах [27, 29].

При переходе δ δs ® m  изменение ∆u  удельной внутренней энергии u U S= /  со-
впадает с изменением потенциальной энергии упругой деформации с длительными 
модулями упругости, так что [27, 29]:

	 ∆u B h p pm= −∞1
2 0

2 2[( ) ( ) ]c c
s 	 (3.3)

– традиционная постановка задачи;

	 ∆u B Y z Y z dzm

h

= −∞∫
1
2

2 2

0

0

[( ( )) ( ( )) ]s 	 (3.4)

– уточненная постановка задачи, причем:

	 p r p rm mc
s

c
s

c c( ), ( )= =Φ Φ , Y z Y z Y z Y z tm r t rm

s

( )
( ) ( , ), ( ) ( , )= =

=
0

	 Y z t f r t h d
z

h

( , ) ( ( ) )= − + −∫ 0

0

η η	 (3.5)

Здесь следует указать на существование потенциальной энергии взаимодействия 
молекул слоя друг с другом. Однако, исходя из известных представлений о приро-
де упругости [20, 32], изменение этой энергии при переходе δ δs ® m  можно отожде-
ствить с изменением ∆u  потенциальной энергии упругой деформации слоя.

При подводе/отводе индентора также происходит изменение энергии поля. Эту 
энергию можно определить, по аналогии с объемной силой f , суммированием по-
тенциала e( ) / /l c l c lm n= − +− −

1
1

2
1  парных взаимодействий молекул слоя и  под-

ложки с  молекулами индентора, отвечающего закону Леннарда–Джонса (2.2), где 
c a m c a n1 1 2 21 1= − = −/( ), /( )  [39]. В результате можно установить, что изменение 
удельной энергии поля ε  при переходе δ δs ® m  в предположении малости деформа-
ций слоя составляет:

	 � � � = − −∫ ∫c b( ) ( )
s s

r dr H dH
r

r

H

Hm m

,	 (3.6)

где H h H hm m
s s ,= − = −0 0δ δ , а функции Φc( )r  и Φb( )H  определяются по форму-

лам (2.5) и (2.6). Выражение (3.6) справедливо для обеих постановок задачи – тради-
ционной и уточненной.

Выясним теперь, как изменяются указанные выше виды энергии в момент ̂t  скач-
ка контактного зазора r  (формулы (2.17), (2.18)). Прежде всего, отметим, что дис-
сипация энергии в  слое изначально определяется скоростью вязких деформаций 
[35], которые описываются интегральными членами в законе (2.8) и не могут изме-
няться мгновенно. Это означает, что скачок зазора r t( )  не приводит к скачкообраз-
ному изменению вязкой диссипация энергии в слое. Данный вывод подтверждается 
прямым расчетом величины d¥  при наличии и отсутствии скачка зазора r t( )  [29].

Анализ НДС слоя при скачке контактного зазора r  показывает, что соответству-
ющее изменение работы деформации и, следовательно, мгновенное изменение û∆  
внутренней энергии слоя определяются скачком потенциальной энергии упругой де-
формации с мгновенными модулями упругости λ  и  µ  [27]. Это позволяет получить 
следующие выражения для скачка внутренней энергии в момент t̂ :



464 КОНТАКТ С МЕЖМОЛЕКУЛЯРНЫМ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕМ

	 2 2
0 c c

1ˆ [( ) ( ) ]
2

u Bh p p∆ + -= - 	 (3.7)

– традиционная постановка задачи;

	
0

2 2

0

1ˆ [( ( )) ( ( )) ]
2

h

u B Y z Y z dz∆ + -= -ò 	 (3.8)

– уточненная постановка задачи, причем:

	 c c
ˆ( ), ( ) ( , 0)p r Y z Y z tΦ± ± ±= = ± 	 (3.9)

Мгновенное изменение ˆ∆  энергии поля при скачке зазора r t( )  можно определить 
на основе выражения (3.6). При этом следует учесть, что расстояние H t h t( ) ( )= −0 δ  
между индентором и подложкой изменяется во времени непрерывно, согласно усло-
вию (2.11). В результате получается, что для традиционной и уточненной постановок 
задачи:

	 c
ˆ ( )

r

r

r dr∆ Φ
+

-

= -ò 	 (3.10)

Вышесказанное позволяет заключить, что суммарное мгновенное изменение γ̂  
энергии системы индентор–слой–подложка при скачке контактного зазора r  со-
ставляет: ˆˆˆ uγ ∆ ∆= + . Наличие подобного изменения энергии означает, что в  мо-
мент t̂  скачка зазора r t( )  происходит обмен энергией между рассматриваемой си-
стемой и окружающей средой. В дальнейшем будет установлено, что ˆ 0γ < , т. е. при 
скачке зазора r t( )  происходит выделение (рассеивание) энергии из системы в коли-
честве ˆ ˆd γ= - . Такое утверждение вполне согласуется с известными результатами [13, 
32, 40].

Процесс подвода/отвода индентора (формулы (2.12), (2.13)) предполагает, что на 
него действует некоторая внешняя сила f ext , направленная вдоль оси z  (рис. 1). 
Сила f ext  считается удельной, т. е. приходящейся на единицу площади поверхности 
слоя, поэтому, в силу условия равновесия индентора: f pext = − . Работа силы f ext  на 
отрезке времени [ , ]0 t  определяется по формуле:

A f dH p d p p dt

t t

[ , ]
ext ext

b c( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] ( )0

0 0 0

= = = +∫ ∫� � � � � � � � �
tt

t tA A∫ = +b[ , ]
ext

c[ , ]
ext

0 0 ,	 (3.11)

в которой при записи второго равенства принято во внимание соотношение 
H t h t( ) ( )= −0 δ , а  следующее равенство основывается на использовании силовой 
модели (2.7). Здесь с учетом выражений (2.5) и (2.6):

	 A p d H dH H dHt

t t

H

H t

b[ , ]
ext

b b b

( )

( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )
s

0

0 0

= = − = −∫ ∫ ∫� � � � �� � 	 (3.12)

	 A p d r dt

t t

c[ , ]
ext

c c( ) ( ) ( ( )) ( )0

0 0

= =∫ ∫� � � � � �� 	 (3.13)

Согласно условию (2.11), внедрение δ( )t  не меняется при t tm> , поэтому величина

	 A A p dt

t

m

m
ext

[ , ]
ext ( ) ( )= = ∫0

0

� � � 	 (3.14)

определяет работу внешней силы при переходе δ δs ® m .
Исходя из физических представлений, можно утверждать, что работа A ext  расхо-

дуется на вязкую диссипацию энергии в слое d¥, а также на изменения внутренней 
энергии слоя ∆u  и энергии поля ∆. При наличии скачка контактного зазора r  из 
суммы этих энергий следует вычесть величину ˆˆˆ uγ ∆ ∆= +  мгновенного изменения 
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энергии системы. Действительно, по определению (3.11), работа A ext  совершается 
внешней силой f ext  на непрерывном перемещении H t h t( ) ( )= −0 δ  и, следователь-
но, не может расходоваться на какое-либо мгновенное изменение энергии.

Таким образом, баланс энергии для рассматриваемой системы можно выразить 
следующим равенством:

	 ext ˆˆˆ[ ]A d u u d u d∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆¥ ¥= + + - + º + + + �   	 (3.15)

при записи которого, для наглядности, используется введенная выше энергия

	 ˆ ˆˆˆ [ ]d uγ ∆ ∆= - = - +  ,	 (3.16)

рассеиваемая системой при скачке зазора r t( ). Равенство (3.15) отвечает закону со-
хранения энергии (ЗСЭ) для системы индентор–слой–подложка.

В следующем разделе равенство (3.3.15) будет подтверждено путем прямого расчета 
работы A ext  на основе уравнений контактного взаимодействия индентора и основа-
ния. Здесь же укажем на пример из приложения 2, иллюстрирующий существование 
баланса энергии типа (3.15) для модельной системы со скачкообразным изменени-
ем состояния. Этот пример, в частности, подтверждает отсутствие скачка диссипа-
ции энергии d  в равенстве (3.15) и поясняет причину появления в нем слагаемого d̂  
вида (3.16).

Рассмотрим теперь баланс энергии для рассматриваемой системы за цикл подвода 
(режим (2.12)) и последующего отвода индентора (режим (2.13)). Этот цикл подраз-
умевает, что после подвода и формирования асимптотически стационарного состо-
яния слоя (формула (2.14)), происходит отвод индентора в стационарное состояние, 
совпадающее с начальным для режима подвода состоянием. Другими словами, между 
начальными и конечными значениями внедрения и контактного зазора, отвечающи-
ми режимам подвода и отвода индентора, имеют место следующие соотношения:

	 δ δ δ δs

ret app ret

s

app

s

ret app ret

s

app
, , ,= = = =m m m mr r r r ,	 (3.17)

причем, здесь и  далее, для обозначения режима подвода/отвода используется обо-
значение app/ret.

Суммарные за цикл подвод–отвод работа A a r
ext
-  внешней силы и диссипация энер-

гии (гистерезисные потери) da r-  в системе определяются по формулам:

	 ext ext ext
a r a rapp ret app ret

ˆ ˆ, ( ) ( )A A A d d d d d¥ ¥
- -= + = + + + ,	 (3.18)

при этом, согласно выражениям (3.3), (3.4), (3.6) и соотношениям (3.17):

	 ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆u u ua r app ret a r app ret
,− −= + = = + =0 0   	 (3.19)

На основе равенства (3.15) формулы (3.18) и (3.19) позволяют представить баланс 
энергии для рассматриваемой системы за цикл подвод–отвод в следующем виде

	 A da r
ext

a r− −= ,	 (3.20)

т. е., как и следовало ожидать, вся работа внешней силы расходуется на покрытие ги-
стерезисных потерь, состоящих из вязкой диссипации энергии в слое и рассеивания 
энергии при скачках контактного зазора.

В заключении данного раздела получим некоторые дополнительные энергетиче-
ские соотношения, которые будут использоваться при дальнейшем анализе баланса 
энергии системы индентор–слой–подложка. Для этого введем в  рассмотрение ра-
боту [ , ]

e
0 t  поверхностных (граничных) и объемных сил на соответствующих пере-
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мещениях на промежутке [ , ]0 t . Сформулированная выше традиционная постановка 
задачи предполагает, что к поверхности слоя приложены силы σ33 = −pc, тогда как 
объемные силы отсутствуют. При уточненной постановке задачи, напротив, отсут-
ствуют поверхностные силы и на слой действуют только объемные силы f 3 . Учиты-
вая это, а также принимая во внимание однородность НДС слоя по координатам x  
и y, можно установить, что для выделенного объема V h S= 0  слоя

	 [ , ]
e

c( ) ( ) ( )0

0

t

t

pS p dw S A t= − ≡∫ τ τ 	 (3.21)

– традиционная постановка задачи;

	 [ , ]
e ( , ) ( , ) ( )0 3

00

0

t

th

fS dz f z dw z S A t= ≡∫∫ τ τ 	 (3.22)

– уточненная постановка задачи, причем: w z t u z t( , ) ( , )º 3   – перемещение вдоль 
оси z , w t w h t( ) ( , )= 0  – граничное перемещение.

Согласно известным результатам [36], работа  e  поверхностных и объемных сил 
совпадает с работой   деформации, определяемой по формуле (3.2). Учитывая это 
обстоятельство, можно заменить в равенстве (3.1) работу   на  e  и после неслож-
ных преобразований получить для перехода δ δs ® m  следующие соотношения

	 A d up = +∞ ∆ 	 (3.23)

– традиционная постановка задачи;

	 A d uf = +∞ ∆ 	 (3.24)

– уточненная постановка задачи, которые, как и равенство (3.1), представляют собой 
ЗСЭ для слоя. Здесь согласно выражениям (3.21) и (3.22) при учете равенств (2.3), (2.5):

	

A A t r t dw t

A A t dz f r t h

p
t

p

f
t

f

= = −

= = +

→∞

∞

→∞

∫lim ( ) ( ( )) ( )

lim ( ) ( ( )

cΦ
0

0 −−
∞

∫∫ z dw z t
h

) ( , ),
00

0
	 (3.25)

диссипация энергии d¥  и  функции w z t( , ) , r t( )  находятся на основе известного 
НДС слоя и решения дифференциального уравнения (2.16) [27, 29], изменение ∆u  
внутренней энергии определяется по формулам (3.3) и (3.4).

Интегралы Стилтьеса (3.25), равно как и  интегралы (3.21), (3.22), можно свести 
к интегралу типа (П.1.1) (приложение 1). При наличии скачка (2.17) зазора r t( ), эти 
интегралы определяются по одной из эквивалентных друг другу формул (П.1.5), 
(П.1.7) согласно процедуре регуляризации reg0.

4.  Проверка баланса энергии. Выше, на основании физических представлений был 
составлен баланс энергии (3.15), отвечающий ЗСЭ для системы индентор–слой–
подложка. Целью дальнейших выкладок является вывод выражения для работы A ext  
внешней силы в терминах баланса энергии (3.15) на основе уравнений контактного 
взаимодействия индентора и основания. Полученное таким образом выражение по-
зволит подтвердить равенство (3.15) применительно к традиционной и уточненной 
постановкам рассматриваемой задачи.

4.1.  Традиционная постановка задачи предполагает, что деформирование слоя об-
уславливается давлением pc, приложенным к  его поверхности. Соответствующее 
нормальное граничное перемещение w  определяется согласно деформационной 
модели [28]:
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	 − = + = +w t Bh p t I t Bh r t I t( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )c c0 0� �� ,	 (4.1)

причем последнее равенство получается на основе выражение (2.5) для давле-
ния pc. Здесь функция I tϕ( )  интегральным образом определяется через давление 
p t r tc c( ) ( ( ))= Φ  и имеет абсолютно интегрируемую производную на любом времен-
ном отрезке.

Для расчета работы A ext  воспользуемся выражением (3.11), в  котором величина 
A tb[ , ]

ext
0  определяется по формуле (3.12). Для определения величины A tc[ , ]

ext
0  возьмем до-

статочно малое ε > 0  и разобьем отрезок [ , ]0 t  интегрирования в формуле (3.13) на 
три части: ˆ[0, ]t ε- , ˆ ˆ[ , ]t tε ε- + , ˆ[ , ]t tε+ , полагая, что t̂ t< . Соответствующие инте-
гралы обозначим через ˆ, ,Q Q Qε ε ε

- +, так что

	
ˆ ˆ

ext
c[0, ] c c c

ˆ ˆ0

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t t

t
t t

A p d p d p d Q Q Q
ε ε

ε ε ε

ε ε

τ δ τ τ δ τ τ δ τ
- +

- +

- +

= + + = + +ò ò ò 	 (4.2)

Пользуясь условием контакта (2.10), заменим в  интегралах Q ε
±  внедрение δ( )t  

суммой − +( ( ) ( ))w t r t , в  которой граничное перемещение w t( )  выразим по фор-
муле (4.1). Затем осуществим в формуле (4.2) предельный переход ε ® 0 , заметив, 
что интеграл 



Q ε  исчезает при ε ® 0 . Полученное в результате выражение для A tc[ , ]
ext

0  
и выражение (3.12) для A tb[ , ]

ext
0  подставим в правую часть равенства (3.11). Таким об-

разом можно установить, что

	 A A A t r dr r dr H dHt p p

r

r

r

r t

H

[ , ]
ext

c c

( )

b( ) ( ) ( ) ( )
s s

0 = + − − −− +

−

+
∫ ∫Φ Φ Φ

HH t( )

∫ ,	 (4.3)

где

	
ˆ

c c
ˆ0

( ) ( ), ( ) ( ) ( )
t t

p p
t

A p dw A t p dwτ τ τ τ- += - = -ò ò ,	 (4.4)

функция w t( )  определяется по формуле (4.1), а существование интегралов Стилтье-
са (4.4) обеспечивается свойствами кусочной непрерывности функции p tc( )  и абсо-
лютной интегрируемости производной I tϕ( )  [38].

Рассмотрим также работу A tp ( )  давления p tc( )  на граничном перемещении 
w t( ), которая имеет вид интеграла Стилтьеса (3.21). Присутствующая в этом инте-
грале функция w t( )  определяется по формуле (4.1), поэтому интеграл (3.21) можно 
свести к интегралу типа (П.1.1). Это позволяет воспользоваться для определения ин-
теграла (3.21) процедурой регуляризации reg0  из приложения 1 при наличии скачка 
(2.17) зазора r t( ) . Применим эту процедуру, используя для нее формулу (П.1.7). В ре-
зультате, с учетом выражений (3.7) и (4.4), можно получить:

	 0 c 0 c
0

ˆ( ) reg ( ( )) [ ( ( )) ( )] ( )
t

p p pA t r d Bh r I u A A tϕΦ τ Φ τ τ ∆ - += + = + +ò 	 (4.5)

Последнее равенство (4.5) позволяет установить, что ˆ( ) ( )p p pA A t A t u∆- ++ = - . Ис-
ключим с помощью этого выражения сумму A A tp p

− ++ ( )  из равенства (4.3) и осуще-
ствим в нем предельный переход t → ∞, который соответствует переходу системы 
в асимптотически стационарное состояние δm mr,  (переход δ δs

m® ). После этого, в по-
лученном выражении для A A

t
t

ext
[ , ]
extlim=

→∞ 0  заменим величину A p  суммой d u∞ + ∆ , 
согласно равенству (3.23), а также примем во внимание формулы (3.6), (3.10) и (3.16) 
для энергий ε  и d̂ . В результате можно прийти к соотношению

	 ext ˆA d u d∆ ∆ε¥= + + + ,	 (4.6)

которое подтверждает справедливость записанного выше баланса энергии (3.15).
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Как указывалось в  предыдущем разделе, величина ˆ ˆˆ[ ]d u∆ ∆= - +   в  равен-
ствах  (3.15) и  (4.6) определяет энергию, которая выделяется из системы при скач-
ке  (2.17) зазора r t( ). Покажем, что величина d̂  принимает неотрицательные значе-
ния в соответствии с ее физическим смыслом. Для этого, учитывая выражения (3.7) 
и (3.10) для скачков û∆  и  ˆ∆, представим величину d̂  следующим образом:

	 2 2
0 c c c 1 2

1ˆ [ ( ) ( )] ( )
2

r

r

d Bh r r r dr S SΦ Φ Φ
+

-

+ -= - - + = - +ò ,	 (4.7)

где

	 S Bh r r r r r r S r1 0 2

1
2

1
2

= − = + − =+ − + − + −[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]( ), (c
2

c
2

c c cΦ Φ Φ Φ Φ ))dr
r

r

−

+

∫ 	(4.8)

Отметим, что второе равенство в выражении (4.8) для S1  получается на основе из-
вестного соотношения Bh r r r r0[ ( ) ( )]c cΦ Φ+ − + −− = − , которое связывает значения 
r-  и  r +  контактного зазора r  до и после скачка (2.17) с соответствующими значе-
ниями Φc( )r ±  [28].

Для определенности, рассмотрим режим (2.12) подвода индентора, отметив, что 
режим (2.13) отвода индентора рассматривается аналогично. На рис. 3 изображен 
график, схематично представляющий функцию Φc( )r  вида (2.5), и показаны значе-
ния r ± , отвечающие скачку контактного зазора r  при подводе индентора [28]. Пло-
щади затемненных областей совпадают со значениями S S1 2,  в силу выражений (4.8). 
Из рис. 3 видно, что S S1 2£ , поэтому, на основе формулы (4.7) можно получить тре-
буемое неравенство ˆ0 d£ .

Для проверки полученных результатов был выполнен численный анализ кон-
тактного взаимодействия индентора и основания в режимах подвода (2.12) и отвода 
(2.13). А именно, путем решения дифференциального уравнения (2.16) при заданном 
внедрении δ( )t  и  начальном значении r r s= , определяемом из уравнения (2.15), 
строилась функция r t( )  [28]. Затем, по этой функции известным образом рассчи-
тывалась диссипация энергии d¥  [27, 29], а также при помощи формул (3.3), (3.6), 
(3.7), (3.10), (3.14) определялись величины extˆˆ, , , ,u u A∆ ∆ ∆ ∆ � , составляющие баланс 
энергии (3.15).

Расчеты проводились при линейном изменении внедрения δ( )t  индентора от на-
чального δs  до конечного δm  значений за время tm  0 6829 10 3. ⋅ − с, причем для ре-
жима подвода/отвода δ δs

ec/ m r= −6 , δ δm r/ .s
ec= −2 5 . Использовались следующие 

значения параметров задачи: m n= =7 13, , rec = 1   нм, r reb ec.= 0 5 , h 0 =25  нм, 

r–r– r+r+

S1 S2

Фс Фс

rr

Рис. 3. Характерный график функции Φc( )r  и значения r ±  при подводе индентора
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λ = 10 42.   МПа, µ = 15 63. МПа, R 0
30 8 10= ×. с–1, t r = 10 3-  с, при этом значения 

мгновенного и длительного коэффициентов упругой податливости слоя составляли 
B = 0.024 МПа–1 и  B¥ = 0.04 МПа–1, соответственно. Кроме того, полагалось, что 
A A H1c ( )= −6 1π  [12] и  A A1b c= 10 1 , где A H  – постоянная Гамакера, A H =

−10 19  Дж.
Отметим, что указанные значения параметра rec  и толщины h 0  слоя вполне от-

вечают соотношению r hec  0 , которое упоминалось выше в связи с обоснованием 
традиционной постановки задачи (замечание 2).

В табл. 1 для режимов подвода (app) и отвода (ret) индентора приведены расчетные 
значения величин ext ˆ, , , ,A d u d∆ ∆¥  , а также значения этих величин за цикл подвод–
отвод индентора (a–r) в соответствии с формулами (3.18) и (3.19). Кроме того, при-
ведены расчетные значение параметра

	 extˆ[ ]d u d A∆α ∆ ∆¥= + + + - ,	 (4.9)

характеризующие ошибку (невязку) равенства (3.15) при численных расчетах, 
причем аналитический расчет дает �� = 0  (равенство (4.6)). Здесь и  далее, рас-
четные значения приводятся в  безразмерном виде относительно параметра 
d A r B B hm
∗

− ∞= − ≈( / ) ( )1c ec
4 2

0 1.126∙10–2 Дж/м2, физический смысл которого пояснен 
в работе [29].

Численный анализ контактного взаимодействия индентора с  основанием под-
тверждает баланс энергии (3.15), т. к., по данным табл. 1, расчетные значения невяз-
ки ��  пренебрежимо малы. Согласно расчетам, величина d̂  энергии, выделяемой из 
системы при скачке контактного зазора r, принимает положительные значения, что 
согласуется с полученными выше результатами аналитической оценки. Представлен-
ные в табл. 1 данные, касающиеся цикла подвод–отвод индентора, подтверждают ра-
венства (3.19), а также баланс энергии (3.20) – расчетное значение соответствующей 
невязки ( )/a r

ext
a r a r

extA d A- - --  составляет всего –2.374 ∙ 10–6.
Согласно выполненным расчетам: max | ( , ) |/

,z t
w z t h 0 »0.0722, что вполне отвечает 

сделанному выше допущению (2.1) о малости деформаций слоя.
4.2.  Уточненная постановка задачи предполагает, что деформация слоя порожда-

ется объемными силами (2.3), распределенными по его глубине, тогда как поверх-
ность слоя свободна от нагрузок. Соответствующее нормальное граничное переме-
щение w  определяется согласно деформационной модели [28]:

	 − = +w t Bh r t I t( ) ( ( )) ( )0� � ,	 (4.10)

причем функция I tψ( )  интегральным образом определяется через функцию 
�( ) ( ( ))t Bh r t= 0�  и  имеет абсолютно интегрируемую производную на любом вре-
менном отрезке.

Как и в случае традиционной постановки задачи, для расчета работы A ext  восполь-
зуемся выражением (3.11), в котором величина A tb[ , ]

ext
0  по-прежнему определяется по 

формуле (3.12), а величину A tc[ , ]
ext

0  можно представить в виде разложения (4.2). На ос-

Таблица 1. Результаты расчетов в случае традиционной постановки задачи

A dext / * d d∞
∗/ ∆u d/ *

��/d*
ˆ/d d* �� /d*

app –3.668 ⋅ 10–2 3.274 ⋅ 10–2 9.093 ⋅ 10–2 –1.656 ⋅ 10–1 5.268 ⋅ 10–3 5.322 ⋅ 10–8

ret 1.201 ⋅ 10–1 3.501 ⋅ 10–2 –9.093 ⋅ 10–2 1.656 ⋅ 10–1 1.038 ⋅ 10–2 1.761 ⋅ 10–7

a–r 8.339 ⋅ 10–2 6.775 ⋅ 10–2 0 0 1.564 ⋅ 10–2
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нове этих равенств, как и прежде, можно получить выражение (4.3) для работы A t[ , ]
ext
0 . 

В этом выражении величины A p
±  задаются равенствами (4.4), в которых граничное 

перемещение w t( )  определяется уже по формуле (4.10), отвечающей уточненной по-
становке задачи.

В случае традиционной постановки задачи для вывода баланса энергии (4.6) ис-
пользовалось равенство (3.23), левую часть A p  которого удалось напрямую связать 
с работой A ext  внешней силы. Однако в рассматриваемом случае уточненной поста-
новки задачи имеет место равенство (3.24), левая часть A f  которого определяется 
распределением объемных сил f 3  по глубине слоя (формула (3.22)) и напрямую не 
связана с  работой A ext . Для установления такой связи введем в  рассмотрение раз-
ность w z t w z t w t∆( , ) ( , ) ( )= − , так что

	 w z t w z t w t( , ) ( , ) ( )= +∆ ,	 (4.11)

а также введем в рассмотрение величины:

	
0 0ˆ

3 3
ˆ0 0 0

( , ) ( , ), ( ) ( , ) ( , )
h ht t

f f
t

A dz f z dw z A t dz f z dw zτ τ τ τ- += =ò ò ò ò ,	 (4.12)

имеющие отношение к работе A f  объемных сил f 3  (формула (3.22)).
Подставим разложение (4.11) для перемещения w z t( , )  в интегралы (4.12) и при-

мем во внимание интегральное выражение (2.4) для давления p tc( )  через силу 
f z t f r t h z3 0( , ) ( ( ) )= + − . В  результате можно получить равенства A A Af p

− − −= +∆  
и  A t A t A tf p

+ + += +( ) ( ) ( )∆ , которые позволяют исключить величины A p
±  из выраже-

ния (4.3), придав ему следующий вид:

A A A t A A t r dr r drt f f

r

r

r

r

[ , ]
ext

c c

(

( ) [ ( )] ( ) ( )
s

0 = + − + − −− + − +

−

+
∫� � � �

tt

H

H t

H dH
)

b

( )

( )
s

∫ ∫− � ,	 (4.13)

причем

	
0 0ˆ

3 3
ˆ0 0 0

( , ) ( , ), ( ) ( , ) ( , )
h ht t

t

A dz f z dw z A t dz f z dw z∆ ∆ ∆ ∆τ τ τ τ- += =ò ò ò ò 	 (4.14)

Рассмотрим также работу A tf ( )  объемных сил f z t3( , )  на перемещении w z t( , ) , ко-
торая имеет вид интеграла Стилтьеса (3.22). Присутствующая в этом интеграле функ-
ция w z t( , )  определяется интегральным образом через те же объемные силы f z t3( , )  
[27]. Это позволяет свести интеграл (3.22) к интегралу типа (П.1.1) и воспользоваться 
для его определения процедурой регуляризации reg0  (см. приложение 1) при нали-
чии скачка (2.17) зазора r t( ) . Применим эту процедуру, используя для нее форму-
лу (П.1.7). В результате, с учетом выражений (3.8) и (4.12), можно получить равенство

	
0

0 3
0 0

ˆ( ) [reg ( , ) ( , )] ( )
h t

f f fA t dz f z dw z u A A tτ τ ∆ - += = + +ò ò ,

из которого следует, что ˆ( ) ( )f f fA A t A t u∆- ++ = - .
Исключим с помощью последнего соотношения сумму A A tf f

− ++ ( )  из выраже-
ния (4.13) и осуществим в нем предельный переход t → ∞, который соответству-
ет переходу системы в  асимптотически стационарное состояние δm mr,  (переход 
δ δs ® m ). После этого, в полученном выражении для A A

t
t

ext
[ , ]
extlim=

→∞ 0  заменим вели-
чину A f  суммой d u∞ + ∆ , согласно равенству (3.24), а также примем во внимание 
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формулы (3.6), (3.10) и (3.16) для энергий   и d̂ . В результате можно прийти к соот-
ношению

	 A d u dext = + + + −∞ � � � � ,	 (4.15)

причем

	 �� � �= +
→∞

− +lim [ ( )]
t

A A t 	 (4.16)

Соотношение (4.15) отличается от баланса энергии (3.15) присутствием в правой 
части дополнительного параметра �� , который можно интерпретировать как невяз-
ку (4.9). В случае традиционной постановки задачи подобная невязка имеет нулевое 
значение и используется только для оценки точности выполнения равенства (3.15) 
при численных расчетах. Однако, в рассматриваемом случае уточненной постановки 
задачи, значение параметра ��  определяется по формуле (4.16) и, вообще говоря, от-
личается от нулевого. Другими словами, в случае уточненной постановки задачи не 
удается в точности подтвердить баланс энергии (3.15), что обусловлено приближен-
ным характером соответствующих выкладок, использующих допущение (2.1) о мало-
сти деформаций слоя.

Тем не менее, оказывается, что значение параметра ��  мало, если выполняется до-
пущение (2.1). Действительно, как указывалось в замечании 2, объемные силы f z t3( , )  
сконцентрированы в подповерхностной области толщины ~ rec. Поэтому, если допу-
стить соотношение r hec  0, то следует ожидать близость к нулю величин A ∆

±, опре-
деляемых согласно равенствам (4.14). В свою очередь, это означает близость к нулю 
параметра ��, связанного с величинами A ∆

±  по формуле (4.16). Данный вывод будет 
подтвержден ниже численными расчетами.

Как и прежде, величина ˆ ˆˆ[ ]d u∆ ∆= - +   в соотношении (4.15) определяет энергию, 
которая выделяется из системы при скачке (2.17) зазора r t( ). С  учетом выражений 
(3.8) и (3.10) для скачков û∆  и  ˆ∆  при уточненной постановке задачи величина d̂  имеет 
следующий вид:

	
0

2 2
c

0

1ˆ [( ( )) ( ( )) ] ( )
2

h r

r

d B Y z Y z dz r drΦ
+

-

+ -= - - +ò ò 	 (4.17)

Однако, в отличие от случая традиционной постановки задачи, здесь не удается 
показать, что величина d̂  принимает неотрицательные значения в соответствии с ее 
физическим смыслом. Тем не менее, можно установить это свойство величины d̂ , 
если объемные силы f z t3( , )  сконцентрированы в подповерхностной области толщи-
ны ~ r hec  0. Действительно, при таком условии, в силу определений (2.5) и (3.5), 
оказываются близки друг к другу величины Y z t dz

h
2

0

0
( , )ò  и  h r t0

2Φc ( ( )). В свою оче-
редь, это приводит к близости правой части выражения (4.17) к правой части выраже-
ния (4.7), которая, как было показано выше, принимает неотрицательные значения. 
Справедливость неравенства ˆ0 d£  для уточненной постановки задачи при вышеука-
занном условии будет подтверждено ниже численными расчетами.

Для проверки полученных результатов был выполнен численный анализ контакт-
ного взаимодействия индентора и основания в режимах подвода (2.12) и отвода (2.13) 
по схеме, описанной выше для традиционной постановки задачи и при тех же значе-
ниях параметров задачи. В табл. 2 приведены расчетные значения величин, которые 
определяются так же как и для табл. 1.

Данные табл. 2 позволяют заключить, что численный анализ контактного взаи-
модействия индентора с  основанием свидетельствует о  справедливости баланса 
энергии (3.15), т. к. расчетные значения невязки �� , присутствующей в соотноше-
нии (4.15), весьма малы. Как видно, величина d̂  энергии, выделяемой из системы 
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при скачке контактного зазора r , принимает положительные значения, что согла-
суется со сделанными выше теоретическими выводами. Представленные в  табл.  2 
данные, касающиеся цикла подвод–отвод индентора, подтверждают равенства 
(3.19), а также баланс энергии (3.20) – расчетное значение соответствующей невязки 
( )/a r

ext
a r a r

extA d A- - --  составляет всего 1.852 ⋅ 10–2.
Согласно выполненным расчетам: max | ( , ) |/

,z t
w z t h 0 » 0.0705, что вполне отвечает 

сделанному выше допущению (2.1) о малости деформаций слоя.
5.  Обсуждение. Проведенный анализ контактного взаимодействия индентора 

и основания показывает, что при составлении баланса энергии для системы инден-
тор–слой–подложка необходимо учитывать вязкую диссипацию энергии d¥  в слое, 
изменения ∆u  и ∆  потенциальной энергии упругой деформации и энергии поля. 
Кроме того, при наличии скачка контактного зазора r  необходимо учитывать соот-
ветствующее рассеивание энергии d̂ . В связи с этим, следует отметить, что скачкоо-
бразное изменение зазора r t( )  также оказывает существенное влияние на величи-
ну d¥ [29].

За цикл подвод–отвод индентора, как и следовало ожидать, вся работа внешней 
силы расходуется на покрытие гистерезисных потерь da r- , состоящих из вязкой 
диссипации энергии в  слое и  рассеивания энергии при скачках контактного зазо-
ра r . В работе [29] величина da r-  использовалась как мера энергетических потерь 
при скольжении шероховатого контртела по вязкоупругому слою в режиме бескон-
тактного трения, что позволило рассчитать соответствующий коэффициент трения. 
Однако, при наличии скачка контактного зазора r  следует учитывать дополнитель-
ное рассеивание энергии d̂ . Такой учет, очевидно, повысит оценку коэффициента 
трения скольжения.

Выполненные выше аналитические расчеты предполагают допущение (2.1) о ма-
лости деформаций слоя, на основе которого используется выражение (2.3) для объ-
емной силы f z t3( , ). Это выражение не учитывает зависимость силы f z t3( , )  от пере-
мещения w z t( , ), что обеспечивает линейный характер рассматриваемой задачи 
о контактном взаимодействии индентора и основания. Такой характер, в частности, 
позволяет применить к условию равновесия (2.9) преобразование Лапласа по време-
ни и получить аналитические выражения для НДС слоя [27].

Таким образом, проведенные аналитические расчеты, по сути, являются прибли-
женными. Это касается и  выкладок предыдущего раздела, посвященного прямо-
му выводу выражения для работы A ext  внешней силы в терминах баланса энергии 
(3.15). Однако, несмотря на указанные обстоятельства, в  случае традиционной по-
становки задачи удается получить выражение (4.6) для работы A ext , которое в точ-
ности соответствует равенству (3.15). Это обуславливается использованием силовой 
модели (2.7), позволяющей установить прямую связь величины A ext  с работой A p  
давления pc, которая, в свою очередь, равна сумме d u∞ + ∆  (формула (3.23)). В слу-
чае уточненной постановке задачи подобная схема неприменима, т. к. в этом случае 

Таблица 2. Результаты расчетов в случае уточненной постановки задачи

A dext / * d d∞
∗/ ∆u d/ *

∆ /d*
ˆ/d d* �� /d*

app –3.627 ⋅ 10–2 3.022 ⋅ 10–2 9.364 ⋅ 10–2 –1.648 ⋅ 10–1 5.530 ⋅ 10–3 8.133 ⋅ 10–4

ret 1.165 ⋅ 10–1 3.592 ⋅ 10–2 –9.364 ⋅ 10–2 1.648 ⋅ 10–1 7.068 ⋅ 10–3 –2.299 ⋅ 10–3

a–r 8.022 ⋅ 10–2 6.614 ⋅ 10–2 0 0 1.260 ⋅ 10–2
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сумма d u∞ + ∆  равна работе A f  объемных сил f 3  (формула (3.24)), прямую связь 
которой с величиной A ext  установить не удается.

В приложении 2 приводится пример модельной вязкоупругой системы с телом, со-
вершающим движение по ступенчатой поверхности под действием внешней силы. 
Аналитический расчет работы A ext  этой силы приводит к выражению (П.2.13), кото-
рое согласуется с балансом энергии (3.15). В частности, выражение (П.2.13) включает 
энергию 



D, рассеиваемую в виде тепла при скачкообразном изменении положения 
тела, при этом отсутствует мгновенное изменение вязкой диссипации энергии D.

Выводы
1.  Исходя из общих физических представлений, составлен баланс энергии (3.15) 

для системы индентор–слой–подложка, отвечающий ЗСЭ. Баланс включает вязкую 
диссипацию энергии в слое, изменения потенциальной энергии упругой деформа-
ции и энергии поля межмолекулярного взаимодействия, а также энергию, рассеива-
емую при скачке контактного зазора.

2.  В рамках допущения (2.1) о малости деформаций слоя предложена силовая мо-
дель (2.7), а также деформационные модели (4.1) и (4.10) для традиционной и уточ-
ненной постановок задачи. На основе этих моделей удается подтвердить баланс 
энергии (3.15) путем аналитических и численных расчетов.

3.  Исходя из ЗСЭ для рассматриваемой системы, получены формулы (4.7) (тра-
диционная постановка задачи) и (4.17) (уточненная постановка задачи) для расчета 
энергии, которая выделяется из системы при скачке контактного зазора.

4.  Полученные результаты могут быть использованы для оценок гистерезисных 
потерь при индентировании и силы трения применительно к вязкоупругим покры-
тиям.

Приложение 1. Регуляризация интеграла Стилтьеса. Как известно [38], интеграл 
Римана–Стилтьеса (далее, Стилтьеса) f t dg t

a

b

( ) ( )ò  заведомо не существует в случае, 
когда функции f t( )  и  g t( )  имеют общую точку разрыва. Однако, для интеграла Стил-
тьеса специального вида оказывается возможным дать математически корректное 
определение в указанном случае разрывных функций. Это определение основывает-
ся на физически понятной интерпретации разрыва функции как быстрого скачка ее 
значений в точке разрыва.

Рассмотрим интеграл Стилтьеса специального вида

	 I f t dg t F x t d Q x t q t
a

b

a

b

= ≡ +∫ ∫( ) ( ) ( ( )) [ ( ( )) ( )] ,	 (П.1.1)

который встречается в математической физике, например, при определении работы 
(формулы (3.2), (3.21), (3.22)). Считается, что функции x t q t( ), ( )   – кусочно-моно-
тонные на отрезке [ , ]a b , q t( )  – непрерывная на [ , ]a b , x t( )  – непрерывная на [ , ]a b , 
кроме точки ̂t , в которой функция x t( )  имеет разрыв первого рода. Соответствующие 
пределы ˆ( 0)x t ±  обозначим через x ± . Функции F X( )  и Q X( )  считаются гладкими. 
При таких условиях подынтегральные функции f t( )  и  g t( )  имеют общую точку раз-
рыва t̂ , поэтому, как указывалось выше, интеграл (П.1.1) не существует. Применим 
к нему следующую процедуру регуляризации.

Рассмотрим непрерывную функцию

	
ˆ ˆ( ), [ , ] [ , ]

( ) ˆ ˆ( ), [ , ]
x t t a t t b

x t
t t t tε

ε ε

ρ ε ε

ìï Î - +ï= íï Î - +ïî



,	 (П.1.2)
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где 0 < ε  – малый параметр, ρ( )t  – произвольная непрерывная и кусочно-монотон-
ная функция, такая что ˆ ˆ( ) ( )t x tρ ε ε± = ± . Подобную функцию можно рассматри-
вать как непрерывное приближение исходной разрывной функции x t( ) .

Для функции (П.1.2) интеграл (П.1.1) принимает вид

	 I f t dg t F x t d Q x t q t
a

b

a

b

ε ε ε ε ε= ≡ +∫ ∫( ) ( ) ( ( )) [ ( ( )) ( )]	 (П.1.3)

При оговоренных выше условиях, функции f tε( )  и  g tε( )  являются непрерывными 
и кусочно-монотонными на отрезке [ , ]a b . Эти свойства обеспечивают существова-
ние интеграла (П.1.3) [38], который, в свою очередь, можно представить в следующем 
виде:

	

I F x t Q x t dx t F x t dq t

F X Q X d

a

b

a

b

ε ε ε ε ε= ′ + =

= ′

∫ ∫( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )

( ) ( ) XX F x t dq t
x a

x b

a

b

ε

ε

ε
( )

( )

( ( )) ( ).∫ ∫+
	

(П.1.4)

Осуществим теперь в правой части формулы (П.1.4) предельный переход ε ® 0, 
учитывая определение (П.1.2) функции x tε( )  и оговоренные выше свойства функций 
q t( )  и F X( ). В результате получим:

	 lim ( ) ( )
( )

( )

ε ε→

− += ′ + +∫0
I F X Q X dX J J

x a

x b

,	 (П.1.5)

где

	
ˆ

ˆ

( ( )) ( ), ( ( )) ( )
t b

a t

J F x t dq t J F x t dq t- += =ò ò ,

причем для интегралов J-  и  J+ : ˆ( )x t x-=  и  ˆ( )x t x+= , соответственно.
Получим еще одно, эквивалентное (П.1.5), выражение для предела интеграла 

Iε. Для этого разобьем отрезок [ , ]a b  интегрирования в  формуле (П.1.3) на три ча-
сти: ˆ[ , ]a t ε- , ˆ ˆ[ , ]t tε ε- + , [ , ]t b+ ε  и  обозначим соответствующие интегралы через 

ˆ, ,I I Iε ε ε
- +, так что

	 ˆI I I Iε ε ε ε
- += + + 	 (П.1.6)

Пользуясь оговоренными выше свойствами функций x t q t F X Q X( ), ( ), ( ), ( )  и вы-
ражением (П.1.2) для функции x tε( ) , нетрудно установить , что

	

ˆ

0 0

0
ˆ

ˆlim ( ) ( ) , lim ( ( )) ( )

lim ( ( )) ( ),

x t

ax
b

t

I F X Q X dX I I F x t dg t

I I F x t dg t

ε εε ε

εε

+

-

- -

® ®

+ +

®

¢= = º

= º

ò ò

ò

причем g t Q x t q t( ) ( ( )) ( )= +  и для интегралов I-  и  I+ : ˆ( )x t x-=  и x t x( ) = +, соот-
ветственно. С учетом этих формул, предельный переход ε ® 0  в равенстве (П.1.6) 
позволяет получить искомое выражение:

	 lim ( ) ( )
ε ε→

− += ′ + +
−

+

∫0
I F X Q X dX I I

x

x

	 (П.1.7)
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Согласно выражению (П.1.2), при ε ® 0  непрерывная функция x tε( )  воспроиз-
водит разрывную функцию x t( ) . В связи с этим, представляется разумным прийти 
к соглашению использовать предел lim

ε ε®0
I  в качестве величины интеграла Стилтье-

са (П.1.1) при наличии общей точки разрыва у подынтегральных функций. Указан-
ный предел можно найти по одной из формул – (П.1.5) или (П.1.7). Подобную про-
цедуру определения величины интеграла Стилтьеса назовем регуляризацией этого 
интеграла, используя для нее обозначение reg0 , т. е.

	 reg ( ( )) [ ( ( )) ( )] lim0
0

F x t d Q x t q t I
a

b

+ =∫ →ε ε	 (П.1.8)

Отметим, что выражения (П.1.5) и (П.1.7) для предела в равенстве (П.1.8) не зави-
сят от произвольной функции ρ( )t  в выражении (П.1.2), что свидетельствует о кор-
ректности предложенной процедуры регуляризации reg0  интеграла Стилтьеса.

В случае отсутствия разрыва у функции x t( ) , в выражениях (П.1.5), (П.1.7) следует 
формально положить x x− += , после чего можно убедиться, что процедура регуля-
ризации (П.1.8) приводит к обычным выражениям для интеграла Стилтьеса с непре-
рывными функциями [38].

В качестве примера, рассмотрим частный случай интеграла (П.1.1):

	 A k x t x dx t
a

b

= −∫ [ ( ) ] ( )0 ,	

который представляет собой работу внешней силы по растяжению пружины дли-
ны x t( ), имеющей жесткость k  и длину x 0  в недеформированном состоянии. Про-
цедура регуляризации (П.1.8) дает для такого интеграла выражение

	 reg [ ( ) ] [ ( ) ]0 0
2

0
2

2
A

k
x b x x a x= − − −{ } ,

в правой части которого стоит приращение потенциальной энергии деформации 
пружины, что вполне согласуется с  физическими представлениями о  сохранении 
энергии.

Приложение 2. Модельная система со скачком состояния. Рассмотрим систему, 
состоящую из материальной точки (тела), связанной через вязкоупругий элемент 
Кельвина с направляющей (ось x ) (рис. 4). Под действием внешней силы f ext  тело 
скользит без трения по поверхности, образованной прямолинейными участками, два 
из которых разделены ступенькой и имеют положительный угол наклона α  к оси x. 
Тело движется вдоль оси x с  постоянной скоростью V , при этом связь тела с  на-
правляющей через элемент Кельвина обеспечивает его прижатие к поверхности. От-
метим, что в рассматриваемом примере используются обозначения, показанные на 
рис. 4, которые могут отличаться от обозначений основного материала статьи. Целью 
дальнейших выкладок является вывод баланса энергии типа (3.15) для рассматрива-
емой системы.

Обозначим через x t Vt( ) =  координату тела в зависимости от времени, предпо-
лагая, что в  моменты времени ˆ0, , mt t  тело имеет координаты 0, ,x xm, соответствен-
но. Текущая высота h  тела над уровнем оси x  описывается известной функцией 
h t( )  – ее несложно построить, учитывая заданную геометрию поверхности и равен-
ство x t Vt( ) = . При достижении телом координаты x̂  ступеньки поверхности (в мо-
мент t̂ ) его высота h  скачком уменьшается на высоту ĥ∆  ступеньки под действием 
силы упругости растянутой пружины b . Подобное мгновенное изменение положе-
ния тела предполагает отсутствие у него инерции, что возможно в предположении не-
значительности массы тела. Считается также, что удар тела о поверхность в момент t̂  
не сопровождается отскоком, т. е. является неупругим.
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Запишем уравнения равновесия тела: f R p Rext sin , cos= =α α, где R  – нормаль-
ная сила реакции поверхности, p  – сила, действующая на тело со стороны вязкоу-
пругого элемента Кельвина, причем значения всех указанных сил считаются положи-
тельными (рис. 4). Из этих уравнений вытекает равенство, связывающее силы f ext  и 
p  на наклонных участках поверхности:

	 f t p text ( ) ( )tg= α,	 (П.2.1)

при этом на горизонтальных участках поверхности f text ( ) = 0 . В дальнейшем будем 
формально полагать α = 0  на горизонтальных участках поверхности. При таком со-
глашении равенство (П.2.1) будет справедливо для всех участков поверхности.

Выделим произвольный отрезок [ , ]t t1 2  непрерывности функции h t( ). Работа 
A t t[ , ]

ext

1 2
 силы f text ( )  на этом отрезке определяется по формуле:

	 A f t dx t p t dx t p t dh tt t

t

t

t

t

t

[ , ]
ext ext ( ) ( ) ( )tg ( ) ( ) ( )

1 2

1

2

1

2

= = =∫ ∫ α
11

2t

∫ ,	 (П.2.2)

при записи которой принято во внимание равенство (П.2.1) и геометрическое соот-
ношение dh t dx t( ) tg ( )= α .

Величина силы p  определяется процессом деформирования элемента Кельвина, 
так что [41]:

	
p t t k t

p t k t

a a a a

b b b

( ) ( ) [ ( ) ]

( ) [ ( ) ],

= + −

= −

η v v v

v v

0

0

	 (П.2.3)

где η  и  ki   – вязкость демпфера и  жесткость пружины i  элемента Кельвина, v i  
и v i 0  – длина пружины i  в растянутом и недеформированном состояниях, i a b= , , 
при этом, согласно принятым обозначениям (рис. 4):

	 v va bt t h t( ) ( ) ( )+ = 	 (П.2.4)

Диссипация энергии D t t[ , ]1 2
 в демпфере на произвольном отрезке [ , ]t t1 2  времени 

и потенциальная энергия Ui  упругой деформации пружины i определяются по фор-
мулам [42]:

ʋb

R

ʋahs

f ext

hm

x(t)

p

xm
xx̂

Δĥ

kb

ka

α

α

V

h(t) 

Поверхность

Тело

η

Рис. 4. Схема скольжения тела по поверхности со ступенькой (для наглядности длины пружин укорочены)
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	 D t dt U t
k

t i a bt t a

t

t

i
i

i i[ , ] ( ) , ( ) [ ( ) ] ; ,
1 2

1

2
2

0
2

2
= = − =∫η v v v 	 (П.2.5)

Введем также в рассмотрение полную потенциальную энергию пружин:

	 U t U t U ta b( ) ( ) ( )= + 	 (П.2.6)

Предполагается, что в  начале тело скользит по первому горизонтальному участ-
ку поверхности x < 0  (рис. 4), и элемент Кельвина находится в стационарном со-
стоянии с  va t( ) = 0. При достаточно продолжительном (строго говоря, при t → ∞) 
скольжении тела по второму горизонтальному участку x xm <  происходит релакса-
ция элемента Кельвина и он опять приходит в стационарное состояние. Значения p s  
и pm  силы p, соответствующие указанным стационарным состояниям определяются 
из равенств (П.2.3), (П.2.4) при условии va t( ) = 0, так что [42]:

	 p p k h p t p k h vs

t
m m( ) ( ), lim ( ) ( )s0 0 0= = − = = −∞

→∞

∞v ,	 (П.2.7)

где k k k k ka b a b
∞ = +/ ( )  – длительная жесткость, v v v0 0 0= +a b . Полная потенци-

альная энергия пружин в стационарных состояниях определяется по формулам:

	 U
k

p U
k

pm m
s s= =

∞ ∞

1

2

1

2
2 2( ) , ( ) 	 (П.2.8)

Исключив из равенств (П.2.3), (П.2.4) неизвестные функции va t( )  и vb t( ) , можно 
получить дифференциальное уравнение относительно функции p t( )  [42]. Решение 
этого уравнения с  начальным условием p p( )0 = s  позволяет определить функции 
va t( ) , vb t( ) , рассчитать затем по формулам (П.2.2), (П.2.5) величины A t t[ , ]

ext

1 2
, D t t[ , ]1 2

, 
U Ua b,  и составить баланс энергии типа (3.15). Однако это проще сделать, получив 
выражение для работы A t t[ , ]

ext

1 2
 непосредственно из исходных равенств (П.2.3), (П.2.4).

Для этого, используя соотношение (П.2.4), заменим в  правой части равенства 
(П.2.2) для работы A t t[ , ]

ext

1 2
 функцию h t( )  суммой v va bt t( ) ( )+  и подставим в полу-

ченные два интеграла вместо функции p t( )  два ее выражения (П.2.3). В результате 
можно получить искомое выражение:

	
A t d t k t d t kt t a a

t

t

a a a a

t

t

b[ , ]
ext ( ) ( ) [ ( ) ] ( )

1 2

1

2

1

2

0= + − +∫ ∫η v v v v v [[ ( ) ] ( )

( ) ( ),[ , ]

v v vb b b

t

t

t t

t d t

D U t U t

− =

= + −

∫ 0

2 1

1

2

1 2

	

(П.2.9)
в котором последнее равенство записано на основе формул (П.2.5), (П.2.6).

Рассмотрим теперь работу A Aext
[ , )
ext= ∞0  силы f ext  по перемещению тела из началь-

ного стационарного состояния с  p p= s  (первый горизонтальный участок поверх-
ности) в асимптотически стационарное состояние с p pm=  (второй горизонтальный 
участок поверхности). Представим работу A ext  в виде суммы работ ext

ˆ[0, ]tA  и  ext
ˆ[ , )tA ¥  до 

и после скачка высоты h t( ) , которые определяются по формуле (П.2.9). В результате, 
учитывая равенства (П.2.7) и  (П.2.8), можно прийти к  следующему соотношению, 
представляющему собой баланс энергии для рассматриваемой системы:

	 ext ˆA D U U∆ ∆¥= + - ,	 (П.2.10)

где

	 s
[0, )

ˆ ˆ ˆ, , ( 0) ( 0)mD D U U U U U t U t∆ ∆¥
¥= = - = + - - ,	 (П.2.11)

причем величины U s  и Um  определяются по формулам (П.2.8).



478 КОНТАКТ С МЕЖМОЛЕКУЛЯРНЫМ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕМ

При конечной силе p  демпфер в элементе Кельвина не допускает мгновенного из-
менения своей длины va . Это означает, что скачок высоты h t( )  в момент t̂  не может 
вызвать мгновенных изменений длины va  пружины a  и, соответственно, ее потен-
циальной энергии Ua. Однако, длина vb  пружины b  в момент t̂  мгновенно уменьша-
ется на величину ĥ∆  скачка высоты h t( ), что приводит к мгновенному изменению по-
тенциальной энергии Ub. Данные обстоятельства позволяют с учетом формул (П.2.5), 
(П.2.6) записать выражения:

	 2

0

ˆ ˆ( ) ,a b b bD t dt U U U Uη ∆ ∆
¥

¥ + -= = = -ò v ,	 (П.2.12)

причем 2
0

ˆ ˆ( ) ( 0) [ ( 0) ]
2

b
b b b b

k
U t U t t± = ± = ± -v v .

Отметим, что на втором горизонтальном участке внешняя сила f ext  не совершает 
дополнительной работы, т. е. A A Aext ext

t
ext

m
= =∞[ , ) [ , ]0 0 . Однако, использование в равен-

стве (П.2.10) в качестве конечного состояния асимптотически стационарного состоя-
ния с известной силой p pm=  позволяет получить явные выражения (П.2.11), (П.2.12) 
для входящих в равенство (П.2.10) величин D ¥  и  ∆U .

Согласно общепринятым физическим представлениям, при мгновенном умень-
шении высоты h  тела в  момент t̂  потенциальная энергия U  элемента Кельвина 
переходит в кинетическую энергию тела, которая, в свою очередь, рассеивается при 
неупругом ударе тела о поверхность в количестве ˆ ˆ 0D U∆= - > . Последнее соотно-
шение позволяет представить баланс энергии (П.2.10) в следующем виде:

	 ext ˆA D U D∆¥= + + 	 (П.2.13)

Равенство (П.2.13), как и равенство (П.2.10), отвечает ЗСЭ для рассматриваемой 
системы тело–элемент Кельвина и  имеет понятный физический смысл. Напри-
мер, если горизонтальные участки поверхности находятся на одинаковом уровне 
(h hm

s = , рис. 4), а  в элементе Кельвина отсутствует демпфер (η = 0), то, соглас-
но выражениям (П.2.11) и (П.2.12): D U∞ = =∆ 0 . В таком случае, в силу равенства 
(П.2.13): ext ˆA D= , т. е., как и следовало ожидать, вся работа внешней силы f ext  рас-
сеивается.

Баланс энергии (П.2.13) вполне соответствует записанному балансу энергии (3.15) 
для рассматриваемой в статье системы индентор–слой–подложка. В частности, ра-
венство (П.2.13) подтверждает отсутствие скачка диссипации энергии d  в  балансе 
энергии (3.15), а также поясняет физический смысл слагаемого d̂  в нем.

Отметим, что приведенный пример подвижной системы тело–элемент Кельвина 
со скачком состояния представляет самостоятельный интерес для моделирования 
трения шероховатых тел, а также явления прерывистого скольжения (stick–slip).

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда, грант 
№ 22-49-02010.
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Contact with Intermolecular Interaction Forces for a Viscoelastic Layer 
(Self-Consistent Approach): The Energy Balance 

for the System of Indenter–Layer–Substrate
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The contact of an infinitely extended plane indenter and a viscoelastic layer in the framework 
of the Derjaguin self-consistent approach with the surface (traditional formulation) and 
bulk (refined formulation) application of intermolecular interaction forces is considered. 
Corresponding models of the contact interaction are proposed, for which the energy balance in 
the indenter–layer–substrate system is derived and validated. The balance takes into account 
viscous energy dissipation, potential energy of elastic deformation, field energy, as well as the 
energy dissipated in jump of the contact gap.

Keywords: contact problem, viscoelastic layer, intermolecular interaction, energy dissipation, field 
energy
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