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Изучены собственные колебания тонких изотропных однородных пластин 
постоянной и переменной толщины, основания которых жестко защемлены. 
Показано, что лишь для пластины постоянной толщины с дополнительно 
зафиксированной боковой поверхностью двумерная модель — спектральная 
задача Дирихле для двумерной системы Ламе с измененным коэффициентом 
Пуассона — правильно описывает частоты собственных колебаний тонкого 
трехмерного тела. В остальных случаях асимптотический анализ предоставляет 
иные модели пониженной размерности, в частности разнообразные обыкновенные 
дифференциальные уравнения, а для соответствующих мод собственных 
колебаний характерна концентрация около всей боковой поверхности или 
некоторых точек на границе. При неплоских основаниях локализация собственных 
мод происходит около точек максимума толщины пластины и описывается 
обобщенными уравнениями гармонического осциллятора. Обсуждается случай 
несжимаемого изотропного материала пластины.

Ключевые слова: тонкая изотропная однородная пластина, зафиксированные 
основания, прокладка между жесткими штампами, модели пониженной 
размерности, локализация собственных колебаний.
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1. Постановка задачи. Тонкая пластина (рис. 1)
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изготовленная из однородного изотропного материала с постоянными Ламе 
0, 0λ ≥ µ >  и плотностью 0ρ > , жестко защемлена вдоль оснований 
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но свободна от внешних воздействий на боковой поверхности
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( ) ( ){ }1 2 3, , : ,Γ = = ∈ ∂ω ∈ ϒh h
H Hx x x x y z y                                     (1.3)

Сечение ω  — область на плоскости 2 y  , ограниченная простым связным зам-
кнутым гладким (класса C∞ ; ср. разд. 8, 02 ) контуром ∂ω , H  — гладкая положительная 

профильная функция на замкнутом множестве ω ω ω= È ¶ , а h  — малый 
положительный параметр. Масштабированием сведем характерный размер области 
ω  к единице, т.е. сделаем декартову систему координат x  и все геометрические 
параметры безразмерными; кроме того, положим 1ρ = .

Собственные колебания пластины (1.1) описываются системой дифференциаль-
ных уравнений Ламе в частных производных и краевыми условиями в смещениях и 
напряжениях 
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( ) 00; , 1,2,3Σ Σ= Î È =h h
k Hu x x k                                    (1.5)
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Здесь hΛ  —  спектральный параметр (квадрат частоты собственных колебаний), 
h
ku  —  декартовы компоненты вектора смещений hu , т.е. моды собственных 

колебаний или собственной вектор-функции, а в формуле для декартовых компонент 
тензора напряжений фигурирует символ Кронекера ,j kδ
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Рис. 1. Поперечные сечения пластин переменной (а)  
и постоянной  толщины (б).
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Вариационная формулировка задачи (1.4) — (1.6) апеллирует к интегральному 
тождеству [1,2]
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При этом ( ), h
HΩ⋅ ⋅  — натуральное скалярное произведение в пространстве Лебега 

( )2 h
HL Ω , скалярном или векторном, ( )1

0 ;h h
H HH Ω Σ  —  пространство Соболева 

функций, обращающихся в нуль на поверхности h h
H HΣ ⊂ ∂Ω , а последний верхний 

индекс 3 в формуле (1.8) указывает количество компонент пробной вектор-

функции ( )1 2 3, ,h h h hψ = ψ ψ ψ . Наконец, ( ), ;Ωh h h
Hu u  — удвоенная упругая энергия, 

запасенная пластиной (1.1), а симметричная билинейная форма 
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замкнута и положительно определена на пространстве ( )31 0
0 ;h h

H HH Ω Σ ∪ Σ . Таким 
образом, вариационная задача (1.8) (или краевая задача (1.4) — (1.6)) обладает 
дискретным спектром, образующим монотонную неограниченную положительную 
последовательность нормальных собственных чисел

1 2 30  ··· < Λ ≤ Λ ≤ Λ ≤ ≤ Λ ≤ … → +∞h h h h
m                                    (1.10)

Основная цель работы — исследовать асимптотическое поведение собственных 
частот и соответствующих мод колебаний пластины в трех ситуациях:

1) профильная функция H  имеет глобальный строгий максимум в точке 0y  
внутри  области ω;

2) ( ) 0H y H=  — постоянная и ω  — круг 1 { : 1}B y y= < ;
3) ( ) 0H y H=  — постоянная и кривизна κ  контура γ  имеет глобальный строгий 

экстремум (максимум или минимум; см. разд. 6) в точке 0y ∈ ω .
В последних двух случаях положим 0 1H =  (рис. 1б), обозначив пластину и ее 

боковую поверхность через Ωh  и hΓ  соответственно. Кроме того, поместим начало 
 двумерной системы декартовых координат y  в точку 0y .

Краевые условия (1.5), (1.11) и (1.6) далее называем условиями Дирихле и Неймана 
соответственно.

Пластина играет роль тонкой упругой прокладки между двумя абсолютно жесткими 
штампами, прикрепленной к их поверхностям, однако общепринятый подход к 
асимптотическому анализу тонких деформируемых тел (см. [3–7] и многие другие 
публикации) дает правильный ответ — какую-то двумерную задачу на сечении ω  для 
определения собственных пар {число; вектор-функция} — только в случае пластины 
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постоянной толщины с полностью зафиксированной поверхностью, т.е. при замене 
краевого условия (1.6) в напряжениях условиями в смещениях

( )h h
k Hu x x k0; , 1,2,3Γ= Î =                                        (1.11)

Собственные вектор-функции задач Дирихле (1.4), (1.5), (1.11) и смешанной 
краевой (1.4) — (1.6) подчиним условиям ортогональности и нормировки

( ) ( )( ) { },, ; , : 1,2,3,= δ ∈ = …
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                                 (1.12)

В разд. 4–7 показано, что начальные члены последовательности (1.10) собственных 
чисел смешанной краевой задачи (1.4) — (1.6) находятся из совершенно иных задач, а 
для собственных вектор-функций характерна сугубая локализация около 
экстремальных точек кривизны κ контура ∂ω  (ситуация (iii)) или в малой окрестно-
сти всей круговой кромки hΓ  (ситуация (ii)). В ситуации (i) локализация происходит 
около точек экстремумов профильной функции H .

Двумерная модель [8] пластины hΩ  с полностью зафиксированной поверхностью 
hΩ¶ указана в разд. 3. Эффекты концентрации мод собственных колебаний 

обусловлены явлением пограничного слоя, информация о котором приведена в разд. 
2. К сожалению, полное исследование спектральной задачи теории упругости в 
полубесконечной полосе (далее полуполосе; рис. 2)

( ) ( )1 2 1 2{ , : 0, 0,1 }Π = ξ = ξ ξ ξ < ξ ∈                                          (1.13)

посредством аналитических выкладок невозможно и требует применения вычисли-
тельных методов, а часть результатов в статье получена при рассмотрении возможных 
разных случаев.

Одномерные модели, описывающие, в частности, локализацию собственных 
вектор-функций в цилиндрической пластине hΩ , найдены в разд. 5 и разд. 6. 
Пластина hΩ  переменной толщины ( )hH y  рассмотрена в разд. 7, где выведена и 
исследована предельная система дифференциальных уравнений на плоскости с 
растущими на бесконечности коэффициентами — векторный аналог уравнения 
гармонического осциллятора [9]. В разд. 8 собраны доступные обобщения и 
перечислены открытые вопросы, относящиеся, например, к численным решениям 
модельных задач теории упругости в полуполосе. Кроме того, кратко обсуждаются 
пластины, изготовленные из несжимаемого материала. 

2. Спектр задачи о пограничном слое. В этом разделе рассматриваем пластину (1.1) 
постоянной толщины, т.е. ( ) 1H y =  (рис. 1б). При некотором 0d >   

П

ξ1

ξ2

Рис. 2. Полубесконечная упругая полоса, служащая для описания явления пограничного слоя.
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в d-окрестности dN  контура ∂ω  введем естественную систему криволинейных 
координат ( ),n s , где n  — ориентированное расстояние до , 0∂ω <n  в dNω ∩ , а 
s  —  длина дуги, измеренная вдоль контура против часовой стрелки. Проекции 
тензора напряжений ( )huσ  на оси n , s  и z  имеют вид
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( ) ( ) ( )h h h h
zn nz n z z nu u u uσ = σ = µ ∂ + ∂  

При этом ( )sκ  — кривизна контура переменного знака, т.е. отрицательная на вогнутых 
участках дуги s∂ω  , а ( ) ( ), 1J n s n s= + κ  — якобиан. Кроме того, in  — проекция на 
ось iy  единичного вектора двумерной нормали к границе сечения , 1, 2ω =i , а про-
екции вектора смещений hu  на оси криволинейной системы координат заданы 
формулами

1 1 2 2 2 1 1 2 3, , = + = − + =h h h h h h h h
n s zu n u n u u n u n u u u  

Наконец, запишем в координатах ,n s  и z  систему уравнений (1.4)
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Для построения пограничного слоя, как обычно, произведем растяжение 
координат

1 1,n h n z h z− −η = ζ =  ,                                             (2.3) 

но сохраним прежний масштаб для длины дуги s  на контуре ∂ω . В результате ( )3 3× - 
матрица hL  дифференциальных операторов второго порядка из левых частей 
уравнений (2.2), действующая на вектор ( ), ,h h h

n z su u u , допускает расщепление
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При этом
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Следующие скалярные операторы из матрицы (2.7) востребованы в вычислениях 

не будут:
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Аналогичные, но более простые расщепления верны для дифференциальных 
операторов первого порядка из формул (2.1) для напряжений. Далее понадобятся 
соотношения
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для матрицы дифференциальных операторов из выражения

( ) ( ) ( )( ), ,h h h h h
nn nz nsB u u u u= σ σ σ  в левой части краевого условия Неймана (1.6).

После выделения главных асимптотических частей (2.4) дифференциальных 
операторов и замены 2 hh MΛ   нормированного спектрального параметра получим 
из системы (1.4) двумерную систему уравнений теории упругости для вектора 
смещений ( )1 2,U U U′ =  в полуполосе Π  (формула (1.13) и рис. 2) 

( )  в ξ ξ ξ−µ∆ − λ + µ ∇ ⋅ Π′ ′∇ ′=U U MU ,                                      (2.9)

а также уравнение Гельмгольца для скаляра 3U  (депланации)

3 3 вξµ∆ Π- =U MU                                                      (2.10)
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При этом M  — новое обозначение спектрального параметра, координаты 
1 2и  η = ξ ζ = ξ  интерпретируем как декартовы на плоскости 2 ⊃ Π , а 1 2,U U  и 3U  — 

как образы компонент  , и n z su u u  вектора смещений. Вместе с тем в разд. 5 и 6 при 
операциях с трехмерным вектором U  обозначаем проекции на оси криволинейной 
системы координат через  , и n z sU U U .

Уравнение (2.10) с проистекающими от исходных условий (1.5) и (1.6) смешанными 
краевыми условиями

( ) ( )3 1 3 1 1,0 ,1 0; 0ξ = ξ = ξ <U U                                               (2.11)

( ) ( )3
2 2

1
0, 0; 0,1

∂
µ ξ = ξ ∈

∂ξ
U

                                                  (2.12)

изучается посредством метода Фурье. В частности, дискретный спектр задачи (2.10) — 
(2.12) пуст, а ее непрерывный спектр — луч с точкой отсечки

M 2π µ=
†

                                                              (2.13)
При M M= †  у задачи (2.10) — (2.12) есть ограниченное, стабилизирующееся на 

бесконечности решение

( ) ( )23 sinξ πξ=U †                                                          (2.14)

Иными словами, наблюдается пороговый резонанс [10], простой и правильный по 
терминологии [11]. Наконец, при постановке условия Дирихле

3 0; = ξ ∈ ∂ΠU                                                             (2.15)
всюду на границе полуполосы непрерывный и дискретный спектры скалярной 
задачи Дирихле остаются без изменений, но пороговый резонанс исчезает, так как у 
задачи с параметром (2.13) нет ограниченных решений, а только линейно растущее 

( )1 2sinсξ πξ  и счетный набор малоинтересных решений с экспоненциальным ростом 
при 1ξ → −∞ .

Изучен [12–15] спектр ℘  двумерной системы (2.9) в упругой изотропной 
полуполосе Π  с разнообразными краевыми условиями на ее боковых сторонах и 
торце

{ }
( ){ }

1 2

1 2

: 0,

0,1, и : 0, 0,1

ϖ = ξ ξ < ξ =

= ϖ = ξ ξ = ξ ∈
j j

j


 

Сократим обозначение производных: / ; 1,2j j j∂ = ∂ ∂ξ = . Для вытекающих из 
формул (1.5) и (1.6) смешанных краевых условий

( ) ( )1 2 0 10; ξ = ξ = ξ ∈ ϖ ∪ ϖU U                                         (2.16)

( ) ( ) ( )
( )

11 1 1

2 2

; : 2

0; 

σ ξ = λ + µ ∂ ξ +

+ λ∂ ξ = ξ ∈ ϖ

U U

U


                                          (2.17)

( ) ( ) ( )12 2 1 1 2; : 0; σ ξ = µ∂ ξ + µ∂ ξ = ξ ∈ ϖU U U


 

проверено [14], что непрерывный спектр c℘  оператора системы Ламе — луч )M ,é +¥êë †
 

с точкой отсечки (2.13), а дискретный спектр d℘  содержит по крайней мере одну 
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точку ( )M M1 0,Î
†

, причем сопутствующая захваченная волна  ( ) ( )21
0 0 11 ;∈ Π ϖ ∪ ϖU H  

затухает на бесконечности с экспоненциальной скоростью.
Краевые условия (2.17) и (2.12) получены при учете расщепления (2.8). Косвенная 

аргументация, основанная на геометрической и материальной симметрии задачи 
подсказывает, что 1M  — единственная точка в d℘ . Далее используем это свойство 
дискретного спектра, хотя его строгое обоснование до сих пор не найдено.

Вариационная постановка задачи (2.9), (2.16), (2.17) сводится к интегральному 
тождеству [1,2]

( ) ( ) ( )21
0,, ; ,  ;ΠΨ Π = Ψ Ψ Π′ ∈ ∂ ϖ′ ΠE U M U H



                       (2.18)

В плоском случае удвоенная упругая энергия, порожденная вектором смещений 
( )1 2,Ψ = Ψ Ψ  в полуполосе, имеет вид 

( )
2 2

1 2

1 2

2 2
1 2 1 2

2 1 1 2

, ;

2 2

E

d
Π

Ψ Ψ Π =

 ∂Ψ ∂Ψ
µ + µ + ∂ξ ∂ξ = ξ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ + µ + + λ + ∂ξ ∂ξ ∂ξ ∂ξ 

∫
                                (2.19)

Собственную вектор-функцию ( )
'
1U  нормируем в пространстве Лебега ( )22L Π . 

При помощи классического приема [16] доказано [13], что при постановке на торце 
условия Дирихле

( ) 0; ξ ξ ϖ·= ÎU                                                         (2.20)

у задачи (2.9), (2.16), (2.20) захваченных волн нет на любых частотах, т.е. пуст и точеч-
ный спектр (дискретный спектр плюс собственные числа, вкрапленные в непрерыв-
ный спектр). Более того, отсутствует пороговый резонанс.

Вопрос о реализации порогового резонанса в смешанной краевой задаче (2.9), 
(2.16), (2.17), т.е. наличии у нее при M M= †  ограниченного (вещественного) 
решения

( ) ( ) ( ) ( )U K e U2 1sinξ πξ ξ= + 

† †
†                                        (2.21)

с экспоненциально затухающим остатком ( )U ξ

† , коэффициентом K†  и ортом ( )1e  

оси 1ξ , остается открытым, но ответ на него в данной работе не востребован по су-
ществу. Из-за наличия собственного числа 1 dM ∈℘  правдоподобна гипотеза: 
пороговый резонанс отсутствует и у смешанной краевой задачи, и вместо 
ограниченного решения (2.21) появляется имеющее линейный рост на бесконечности 
(опять-таки вещественное) решение

( ) ( ) ( ) ( ) ( )# #
1 # 2 1sinU K e Uξ = ξ + πξ + ξ                               (2.22)

с каким-то коэффициентом #K  и экспоненциально затухающим остатком 
( )2# 1

0 0 1;U H∈ Π ϖ ∪ ϖ . При этом в принципе не исключено возникновение затухаю-
щего ( )K 0=†  решения (2.21), т.е. захваченной волны, при которой M†  — 
истинное собственное число, а сам пороговый резонанс — мнимый (терминология 
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[11]). Если же K 0¹† , то решение (2.22) заведомо отсутствует, а почти стоячая вол-
на (2.21) порождает правильный пороговый резонанс. Таким образом, в скалярной 
задаче (2.10) — (2.12) пороговый резонанс правильный, а почти стоячая волна (2.14) 
устроена очень просто, так как остаток U †  нулевой.

3. Двумерная модель тонкой пластины с полностью зафиксированной поверхностью. 
Изложим с некоторыми исправлениями результат [8] для задачи Дирихле (1.4), (1.5), 
(1.11) в цилиндрической пластине ( )0,= ω ×h hΩ  — сопутствующие вычисления 
используются и далее в статье. Подставим асимптотические разложения ее 
собственных пар (малые остатки обозначены многоточием)

2 2 2h h M h− −Λ = + β + … = µπ + β + …†                                 (3.1)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

'
1,2

3 3

1
sin ,h

i iii

y

u x v y e hV y
h

V v y e

=
= πζ + ζ +

+ ζ ∇ + …

∑                         (3.2)

в систему уравнений (1.4) и соберем множители при одинаковых степенях малого 
параметра h . В результате при учете условия Дирихле на основаниях пластины полу-
чим скалярную задачу для функции 3V  из разложения (3.2)

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
3 32

cos ; 0,1

ζ− λ + µ ∂ ζ − ζ =

= λ + µ π πζ ζ ∈

V M V†                                         (3.3)

( ) ( )3 30 1 0V V= =  

и явное выражение

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )3

cos cos
1

1 cos
sin

sin

1
0,

2 2

 πζ − παζ +
 ζ = + πα π + ∈ παζ πα 

µ  α = ∈ λ + µ  

V

                                      (3.4)

При этом ( ) 0.∈ παζ >s

Условия разрешимости 

( ) ( )1 2

0
sin , 0πζ ζ =′ ζ ∈∫ F y d   

очередной задачи для вектора ( )' '
1 2,V V V=′

( )( ) ( ): sin

y

y y y

V M V

F v v v

−µ∆ − =

= = β + µ∆ + +

′ ′

λ + µ ∇ ∇′ πζ

†

( ) ( )3  при 0,1ζ+ λ + µ ∂ ∇ ∇ ζ ∈y yV v  
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( ) ( )0 1 0V V′ = =′  

принимает вид двумерной системы дифференциальных уравнений Ламе для 
ингредиентов ( )1 2,v v v=  и β  разложений (3.2) и (3.1)

( ) ( ) ( )2 ;  µ∆ θ β ω- - Ñ Ñ = Îy y yv y v y v y y
                                 

(3.5) 

В самом деле, согласно равенствам (2.13) и (3.3) имеем

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1
30

1
30

1
30

1 2
30

1
30

1 2

0

sin

1
2 cos

sin

1
2 cos

cos

1
cos

1
2

ζ

ζ ζ

ζ

ζ

λ + µ πζ ∂ ζ ζ =

= − λ + µ ∂ πζ ∂ ζ ζ +
π

+ µ πζ ∂ ζ ζ =

= λ + µ πζ ∂ ζ ζ + θ +
π

+ µπ πζ ζ ζ =

− λ + µ π πζ ζ + θ =
π

= λ + µ +

∫

∫

∫

∫

∫

∫

V d

V d

V d

V d

V d

d

b

  

( ) ( ) ( ) ( )

( )

3 31
: 2 1 0

2 1 cos
2

sin

dV dV
d d

 θ = θ α = λ + µ + = π ζ ζ 
α + πα= λ + µ
π πα

                               (3.6)

Таким образом, при формировании системы (3.5) коэффициент (3.6) при y yv∇ ∇  
умножается на два и уничтожается последнее слагаемое в следующей простой 
формуле для оставшейся части выражения F ′ :

( ) ( )( )
( ) ( )

( )

1

0
sin

1
sin

2
1
2

y y y

y

y y

v v v

d v v

v

πζ β + µ∆ + λ + µ ∇ ∇ ×

× πζ ζ = β + µ∆ +

+ λ + µ ∇ ∇

∫
 

Функция ( ) ( )
1
20,2 : 2

− 
 α λ α = θ α − µ  

   монотонно убывает от +∞  до 

отрицательного значения, чуть меньшего – / 9µ . Таким образом, новые постоянная 

Ламе ( )λ α и коэффициент Пуассона ( )ν α =
( )

( )( )2

λ α
λ α + µ



 в системе (3.5) становятся 
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отрицательными при малом коэффициенте Пуассона ( )2 2
λν =

λ + µ
 самого материала 

пластины, хотя сумма ( )λ α + µ  всегда положительна.

Найденную систему (3.5) замыкаем краевыми условиями

( ) 0;  , 1,2ω= Î ¶ =jv y y j                                     (3.7)

Гипотетически появление условий Дирихле (3.7) объясняется исходными краевы-
ми условиями (1.11) на боковой поверхности пластины, но правильный их вывод [8], 
основанный на методе сращиваемых асимптотических разложений (см. монографии 
[17–19, гл. 2], а также разд. 8, 1°) учитывает одновременное отсутствие дискретно-
го спектра и порогового резонанса в задачах об упругой полуполосе (1.12), плоской 
(2.9), (2.16), (2.20) и антиплоской (2.10), (2.15). 

Поскольку ( ) 0λ α + µ > , задача Дирихле (3.5), (3.7) имеет дискретный спектр, 
образующий положительную монотонную неограниченную последовательность 
собственных чисел, составленную при учете их кратностей

1 2 30 m< β ≤ β ≤ β ≤ … ≤ β ≤ … → +∞                                        (3.8)

Проверено [8], что для любого натурального m  найдутся положительные величины 
mh  и mc , при которых собственные числа (1.10) и (3.8) соответственно задач (1.4), 

(1.5), (1.11) и (3.5), (3.7) находятся в отношении

(
1

2 2 при 0, −Λ − − β ≤ ∈ 
h
m m m mh M c h h h

†
                                     (3.9)

Оценка погрешности (3.9) показывает, что двумерная модель тонкой прокладки с 
полностью закрепленной поверхностью построена корректно. На первый взгляд 
кажется, что в случае прокладки с боковой поверхностью, свободной от внешнего 
воздействия, краевые условия Неймана (1.6) дают в качестве предельной задачи 
систему двумерных уравнений (3.5) с обычными краевыми условиями в напряжениях. 
Этот вывод скоропалителен по двум причинам. Во-первых, в очередных разделах 
установлено, что низкочастотный диапазон спектра задачи (1.4) — (1.6) о цилиндри-
ческой пластине ( )0,= ω ×h hΩ  определяется одномерными (а вовсе не двумерной) 
задачами на контуре ∂ω  или на целой оси  . Во-вторых, в разд. 8, 1° пояснено, что 
тип краевых условий для системы (3.5), которая в некотором смысле служит для 
описания среднечастотного диапазона спектра трехмерной задачи, определен не 
исходными краевыми условиями на боковой поверхности hΓ , а явлением порогово-
го резонанса в задачах (2.9), (2.16), (2.17) и (2.10) — (2.12) о пограничных слоях. 

4. О затухании собственных мод вне окрестности кромки прокладки. Для 
цилиндрической пластины ( )0,= ω ×h hΩ  с боковой поверхностью, свободной от 
внешних воздействий, доказано [8], что при ограничении

2 2
h
m

M

h h

εΛ ≤ −†                                                            (4.1)

с некоторыми m N∈  и 0ε >  найдется такая положительная величина ( ),mh ε  что для 
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( )(0, mh h ∈ ε   p mи 1, ,= ¼ собственные моды ( )
h
pu  затухают при удалении от боко-

вой поверхности (1.3) с экспоненциальной скоростью ( )p y h
e

dist , /δ ω- ¶ при 
положительных показателях pδ .

У задачи Дирихле (1.4), (1.6), (1.11) собственных чисел (4.1) нет по причине одно-
мерного неравенства Фридрихса

( )

( ) ( )
( ) ( )

21

0

1 22 1

0
; 0,1

0 1 0

ζ∂ ζ ζ ≥

≥ π ζ ζ ∈

= =

∫
∫

W d

W d W H

W W

                                           (4.2)

проинтегрированного по переменным y ∈ ω , и совпадения функционалов упругой 
энергии (1.9) и так называемой квазиэнергии [2]

( ) ( ) ( )2 2

h

h h
x xu x u x dx

Ω
 µ ∇ + λ + µ ∇  ∫  

Убедимся в том, что начальные члены последовательности (1.10) собственных 
чисел задачи (1.4) — (1.6) в самом деле удовлетворяют неравенству (4.1).

Поскольку билинейная форма (1.9) из левой части интегрального тождества (1.8) 
симметрична, положительно определена и замкнута в пространстве Соболева 

( )31 0
0 ;Σ ∪ Σh hH Ω , задаче (1.4) — (1.6) ставится в соответствие [20, гл. 10, § 1] неогра-

ниченный самосопряженный положительно определенный оператор hA  в 

гильбертовом пространстве ( )32 hL Ω . Дискретный спектр (1.10) этого оператора 
вычисляется при помощи максиминимального принципа [20, теорема 10.2.2]

{ }
( )

( )2 20

, ;
max inf ; ,

;ψ ∈

ψ ψ Ω
Λ = ∈

ψ Ωh hh
mm

h h h
h
m h hLL

m
L



 




                              (4.3)

в котором h
mL  — любое подпространство в пространстве ( )31 0

0 ;Σ ∪ Σh hH Ω  с 

коразмерностью 1m − , в частности, ( )31 0
1 0 ;= Σ ∪ Σh h hL H Ω .

Зафиксируем натуральное число ∈m   и выделим на контуре ∂ω  непустые 
попарно непересекающиеся открытые дуги 1, , mγ … γ . Для нетривиальных функций 

p cC∞φ ∈ ( pγ ) ; 1,...,p m= , обращающихся в нуль около концевых точек дуг, опреде-
лим проекции вектор-функций ( )

h
pΦ  на оси ,  и n z s  равенствами

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 ,h

pp n nx y s U h n h z− −
ωΦ = χ φ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 , , 0− −

ω φΦ = χ Φ =
p

h h
p z y s z p sx U h n h z x  
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При этом ωχ  — гладкая срезающая функция, равная единице при /2dy N∈  и 

нулю вне окрестности dN  контура ∂ω , а ( ) ( )U H
2' 1

01 ;Π Π ϖÎ ¶


  — собственная 
вектор-функция задачи (2.9), (2.16), (2.17), отвечающая собственному числу M M1 <

†
 

и нормированная в пространстве Лебега ( )22L Π . В силу равенства (2.18) при 

( )U и M M'
11Ψ = =  имеем

	

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

20 22

0

2
'
1

2 2 2 ' 2 2
1

2 2 2

;

, ,

; ;

; 1

ω∂ω −

=

×Φ Ω = χ φ

  =  

= φ γ Π

= φ γ +

×

+

∫ ∫ ∫
hh h

pp yd

p p

p p

L s

n z
U J n s dndzds

h h

h L U L O h

h L O h

 

   

 

                              (4.4)

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

2 2

' '
1 1

2 2 ' 2 2
1 1

2 2
1

, ;  ;

, ;

 ; ;

 ;

×

×

Φ Φ Ω = φ γ

Π + =

= φ γ Π + =

= φ γ +

ε h h h
p pp p

p p

p p

L

E U U O h

L M U L O h

L M O h

 

   

 

  

Здесь были учтены представление для якобиана ( ) ( ), 1J n s O n= +  и 

экспоненциальное затухание моды ( ) ( )'
1U ξ  при 1

1h n− = ξ → −∞ .

Положив ( ) ( ) ( ) ( )
2 1 ; −Ψ = Φ Ω Φh h h h

p p pL  , получим набор ортонормированных в 

пространстве ( )32 hL Ω  пробных вектор-функций ( ) ( ) ( )31 0
01 , , ;h h h h

m HΨ … Ψ ∈ Ω Σ ∪ Σ , 

причем согласно соотношениям (4.4) для любой линейной комбинации 

( ) ( )1 1
h h h h h

m ma aΨ = Ψ + … + Ψ  с нормированным столбцом коэффициентов 

( )1 , ,… ∈h h m
ma a   выполнена оценка

( ) ( ) ( )2 1 2 2
1, ; ;− −Ε Ψ Ψ Ω ≤ + Ψ Ωh h h h h

mM h C h L                          (4.5)

с некоторым общим множителем mC . Итак, любое подпространство 

( )31 0
0 ;⊂ Σ ∪ Σh h h

mL H Ω  с коразмерностью 1m −  содержит свою нетривиальную 

линейную комбинацию ( )h h
mLΨ  построенных вектор-функций. В результате 

выводим из формул (4.3) и (4.5) соотношение
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( ) ( )( )
( ) ( )

1
22 2

, ;
max

;

Ψ Ψ Ω
Λ ≤ ≤ +

Ψ Ω

ε
h
m

h h h h h
m mh m

m h h hL
m

L L CM
hhL L 

 

Отсюда вытекает неравенство (4.1) при любом 
M M1

0,
2

ε
æ ö- ÷ç ÷çÎ ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

†  и достаточно 

малом 0h > .
5. Прокладка в форме кругового цилиндра. В ситуации (ii) сечение ω  — единичный 

круг ( ) ( )1, а , , 1 , ,ϕ = +r z n s z  — система цилиндрических координат. Кроме того, 
кривизна κ  постоянная, но ее значение ( ) 0 1sκ = κ =  часто не конкретизируем для 
использования формул в очередном разделе. 

Собственные пары задачи (1.4) — (1.6) ищем в виде

2 1
1

h h M h A− −Λ = + + β + …                                                (5.1)

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

2

,

, , ; , , ;

hu x U v s

hW s v h Z s v

= η ζ +

+ η ζ + η ζ + …
                                            (5.2)

Как и ранее, многоточие замещает младшие асимптотические члены, ( ){ }'
1 1;M U  — 

первая собственная пара задачи (2.9), (2.16), (2.17), экспоненциально затухающая 
вектор-функция ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )'

1 1 1 1 2 1 1, : ,n zU U U U U= =  нормирована в пространстве 

( )22L Π , а компонента ( )1 sU  вектора ( )1U  взята нулевой в формуле (5.2). Остальные 
ингредиенты введенных разложений подлежат определению.

Подставим соотношения (5.1), (5.2) и (2.4) в систему (1.4) и соберем множители 
при 2h−  и 1h− . При учете формул (2.9) и (2.5), (2.6) видим, что старшие асимптотиче-
ские члены взаимно уничтожаются. Первое поправочное слагаемое представим в 
виде

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

, , ;

, , , , ,n z s s

W s v

v s W v s W v s W

η ζ =

= η ζ η ζ ∂ η ζ
                                 (5.3)

В итоге для двумерного вектора ( ) ( )1 2' , : ,n zW W W W W= =  получим систему 
уравнений

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1

'
1 ; 

ξ ξ ξ′ ′ ′

Π

−µ∆ ξ − λ + µ ∇ ∇ ξ − ξ =

= ξ + κ ξ′ ξ ∈

W W M W

AU s F
                                  (5.4)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

' ' '
1 2 1 1 1

'
2 1 2 1 2

, , 2  η

ζ η

′ = = λ + µ ∂

= λ + µ ∂ + µ∂

F F F F U

F U U
                                            (5.5)

Однородные условия Дирихле (2.16) для вектор-функции W ′  на боковых сторонах 
полуполосы очевидны, а формулы (2.8), (2.17) и (5.3) обеспечивают следующие 
краевые условия на ее торце ϖ· :
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( ) ( ) ( ) ( )'
1 2 2 2; 0, ;  0,1 , 1,2σ ξ κ ξ ξ Î =¢ =j jW s G j                                   (5.6)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )' '
1 2 1 2 2 2 21 1, , 0, , 0= ξ = − =′ λ ξ ξG G G G U G                                 (5.7)

В случае простого собственного числа 1M  задача (2.16), (5.4), (5.6) имеет решение 
при выполнении соотношения

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

01

'
1

1 '
2 2 210

0,
0,

A U d

U F d

U G d

Π

Π

ξ

×

ξ + κ

 ξ ξ ξ −
  = − ξ ξ ξ

×



′

′

∫
∫

∫

                                       (5.8)

которое при помощи формулы интегрирования по частям, а также соотношений 
(5.5), (5.7) и ( ) ( )' 2

1 ;  1Π =U L   превращаем в равенство

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0
21 1 1 2 – 2 0

2 ϖ

κ  = µ ξ + µ ξ ξ <  ∫A U U d


                    (5.9)

Интеграл по торцу ϖ·  положителен в силу теоремы о единственности продолжения 
[21, гл. 4], означающей, что вектор ( )

'
1U  не может целиком обратиться в нуль всюду на  

и, кроме того, κ 0 = 1. Таким образом, равенство (5.9) определяет первый поправоч-
ный член в разложении (5.9) собственного числа, и он отрицательный. 

Согласно формулам (2.6) и (2.8), для последней компоненты вектора (5.3) получим 
неоднородное уравнение Гельмгольца

( ) ( ) ( ) ( ) ( )'
1 1 ; ξ ξ−µ∆ ξ − ξ = λ + µ ∇ ξ ξ ∈ Πs sW M W U                           (5.10)

вместе с краевыми условиями Дирихле (2.11) и Неймана

( ) ( ) ( ) ( )2 2 210, 0, ; 0,1ηµ∂ ξ = −µ ξ ξ ∈s nW U                                     (5.11)

Поскольку M M1 < † , задача (5.10), (2.11), (5.11) имеет единственное решение, за-
тухающее на бесконечности с экспоненциальной скоростью. 

Скалярная задача для слагаемого sZ , третьей компоненты вектор-функции Z из 
разложения (5.2) однозначно разрешима — она не играет роли в вычислениях из данного 
раздела. В силу формул (5.1), (5.2) и (2.5) — (2.8) вектор ( ) ( ), : ,1 2′ = =′ ′ ′ ′Z Z Z Z Zn z , 
образованный первыми двумя компонентами, удовлетворяет задаче вида (5.4), (2.16), 
(2.17) с правыми частями ( )1 2,′′ = ′′ ′′F F F  в системе уравнений на полуполосе Π  и 

( )1 2,′′ = ′′ ′′G G G   в краевом условии на ее торце •ϖ

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

1 ''
1

1 2 '

' 2
1 1

s ss

s s

F U L W v

L W v L U v

U v U W v f vξ

= β − −

− ∂ − =

=

′

β + µ + λ + µ ∂

′

′

+

′

′′∇

                                   (5.12) 

ЛОКАЛИЗАЦИЯ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ



120

( )

'' 2 '' ''
1 1 2

'' 2
1 1 1 1

,

0;

s sG W v g v G

g W U

= −λ ∂ + =

= = −λκ − λκ η
                                             (5.13)

Здесь ( ) ( )
( )
( )

( )
( )1 21 2, ,

¢ ¢

s s
L L и L L  — верхние левые ( )2 2× -блоки и правые столбцы 

высотой два в матрицах (2.6), (2.7) соответственно. Условие разрешимости такой 
задачи

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

1 1

1

0

0,

Π Π

ϖ

= β ξ ξ − ξ ξ ξ −′ ′

− ζ ζ ζ

′′

′′′

∫ ∫
∫

U d v s U F d

U G d


                             (5.14)

принимает вид обыкновенного дифференциального уравнения на единичной окруж-
ности

( ) ( ) ( )B b2
1; − ∂ + = β ∈ ∂ω = ∂s v s v s v s s                                     (5.15)

Поясним проделанные вычисления. Первое слагаемое в правой части равенства 
(5.14) превращается в левую часть уравнения (5.15) по причине нормировки 
собственной вектор-функции ( )

'
1U  в пространстве Лебега ( )22L Π . Согласно форму-

лам (2.6), (2.7) и (5.3), первая производная sv∂  отсутствует в выражениях (5.12) и 
(5.13), где отделена вторая производная 2

s v∂ , появляющаяся только в слагаемых 
( )1 ∂′
s s sL W v , ( )2 ′ ′L U v  и 1′G . Поэтому выполнены соотношения

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

B

D

2
'
1

'
1

1 '
2 2 210

0, 0,

Π

ξΠ

= µ ξ ξ +

+ λ + µ ξ ∇ ξ ξ −

−λ ξ ξ ξ = µ −

∫
∫

∫

s

s

U d

U W d

U W d

                                        (5.16)

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

D '
1

1 '
2 2 210

1 '
2 2 210

2 2
1

0, 0,

0, 0,

0

ξΠ

ξΠ

ξΠ

= λ + µ ξ ∇ ⋅ ξ ξ −

− µ ξ ξ ξ =

= − ξ µ∆ ξ + ξ ξ −

− µ ξ ξ ξ =

 = µ ∇ ξ − ξ ξ > 

∫
∫

∫
∫

∫

s

s

s s s

s

s s

W U d

U W d

W W MW d

U W d

W M W d

                                     (5.17) 

В выкладке (5.17) помимо равенств (5.10) и (5.11) использованы формулы 
интегрирования по частям, включение ( )2

1 0,M ∈ µπ , а также неравенство Фридрих-
са (4.2). 

Постоянный коэффициент

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

b '
1

1 '
2 2 210

,0, 0,

Π
= ξ ξ ξ −

− ξ

′

ξ

′

′′ ξ

∫
∫

U f d

U g d
                                                 (5.18)
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вычисленный при учете равенств (2.6) — (2.8) и (5.12), (5.13), не играет существенной 
роли в формулах для собственных чисел и функций обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения (5.15)

( )
{ }

B b1 2 , 

: = 0, 1, 2, , 1

−β = − =

∈ ± ± … = −

iks
k kk v s e

k i

                                                (5.19)

Вместе с тем принципиально важен знак разности

( ) ( )B
2 2

1ξΠ
 = µ − µ ∇ ξ − ξ ξ ∫ s sW M W d                               (5.20)

Именно, при B 0>  собственные числа jβ  неограниченно возрастают при 
,j → +∞  но при B 0<  они убывают. Отметим, что равенство B 0=  возможно лишь 

для изолированных значений постоянной Ламе 0λ >  ввиду аналитической 
зависимости величины (5.20) от коэффициента Пуассона ν .

К сожалению, из-за незнания собственного числа 1M  выяснение знака величины 
(5.20) остается открытым вопросом. Так, простые выкладки, доступные без какой-
либо информации о собственной паре ( ){ }1 1;M U  задачи (5.20) в полуполосе Π

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

' 2  2 ' '
1 1 1

' 2  2
1 11

; , ;

;

ξλ + µ ∇ Π ≤ Π =

= Π =

U L E U U

M U L M

 

 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2  2 2  2
1

2 2

2 2

2 2

2 2

1 2 2

1

2
1

: ; ;

, ,

;  ;

;  ;

;  ;

;  ;

; ;

ξ

ξ ξΠ Π

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

−

= µ ∇ Π − Π =

= λ ∇ − µ ∇ ≤

≤ λ Π ∇ Π +

+ µ ∇ Π Π ≤

≤ λ Π ∇ Π +

+ µ ∇ Π Π ≤

λ
≤ Π +µ ∇ Π ≤

λ + µ

 λ
≤ π + µ 

′ ′

′

′

′

λ + µ µ −

′

π

s s

s s

s

s

s

s

s s

T W L M W L

W U W U

W L U L

W L U L

W L U L

W L U L

M
W L W L

MT

M

   

   

   

   

   

   

  

не приводят к нужному выводу, поскольку постоянная Ламе µ  строго меньше 
мажоранты в финальной оценке

( )

( )

2  2
1

2

12  2
2

1

;

1

ξ

−

µ ∇ Π −

 λ
Π ≤ µ + π 

λ + µµ − π  

s sW L M W

M
L

M

  


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Как и в скалярной задаче для несколько иной геометрии [12], при помощи 
классической леммы о “почти собственных” числах и векторах (см. первоисточник 
[22]), обеспеченной спектральным разложением резольвенты [20, гл. 6, §1], проверя-
ется, что при указанных ограничениях для любого целого ∈k 

 найдутся такие 
положительные величины ,k kh c  и собственное число ( )k

h
N hΛ  задачи (1.4)‒(1.6), что 

верна оценка

( )

(

2 1
1

1/2 при 0, 

− −Λ − − − β ≤

≤ ∈ 

k

h
kN h

k k

M h Ah

c h h h
                                     (5.21)

Коэффициенты A  и kβ  взяты из формул (5.9) и (5.18)–(5.20). Несмотря на то, что 
собственное число k k−β = β  при k N∈  двукратное, номера ( )kN h  и ( )kN h−  членов 
последовательности (1.10) различны. Вместе с тем неизвестно, как эти номера зависят 
от параметра h , поскольку по причине отсутствия детальной информации о соб-
ственной паре ( ){ }'

1 1;M U , в частности, о знаке коэффициента (5.20), не удалось 

доказать обычное утверждение о сходимости: предельный переход

2 1
1 при 0

­− −Λ − − → Λ → +h
k kM h Ah h                                     (5.22)

дает какое-то собственное число Λk дифференциального уравнения (5.15).
При > 0B  упорядоченная по возрастанию последовательность { }m m N∈β  

собственных чисел (5.19) монотонно возрастающая, и поэтому из (непроверенного) 
результата (5.22) можно вывести, что ( )0 1N h =  и ( ) 2 ,2 1 при ± = + ∈mN h m m m   
(собственные числа 0β  и mβ  простое и двукратное соответственно). Если же < 0B  и 
последовательность { }m m N

β Î монотонно убывающая, то индексы ( )kN h±  сложным 
образом зависят от h , т.е. асимптотическое строение спектра (1.10) оказывается 
серьезно запутанным.

6. Цилиндрическая прокладка с сечением произвольной формы. Если кривизна κ  
контура ∂ω  переменная, то соблюсти условие разрешимости задачи (5.4) путем 
выбора постоянного коэффициента A  во втором члене разложения (5.1) не удается. 
Уточним требование ( )iii  из разд. 1 следующим образом:

( ) ( )
( )

32
0

00, при 0 

κ = κ − +

≠ κ < κ ≠

s ms O s

m m s m s
                                          (6.1)

При этом случай 0m >  отвечает строгому глобальному максимуму, а случаи 0m <  — 
такому же минимуму. 

Реализуя асимптотическую процедуру [12], в дополнение к заменам (2.3) введем на 
контуре ∂ω  растянутую координату

1/4h s−τ =                                                               (6.2)

и модифицируем асимптотические разложения собственных пар задачи (1.4) — (1.6)

2 1 1/2
1

h h M h A h− − −Λ = + + β + …                                         (6.3)
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

3/4 3/2

,

, , ; , , ;

h

h h

u x U v

h W v h Z v

= η ζ τ +

+ η ζ τ + η ζ τ + …
                                   (6.4)

Здесь v  — функция на оси  , подлежащая определению и затухающая на беско-
нечности с экспоненциальной скоростью. Сохраним выражение (5.9) для величины 
A , взяв постоянный коэффициент 0κ  из требования (6.2), но в соответствии с 

заменой (6.1) и аналогично формуле (5.3) положим

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1/4 1/4, , ; , , , , ,h
n z sW v h v W h v W v Wτη ζ τ = τ η ζ τ η ζ ∂ τ η ζ  

Компонента sW  определяется из прежней — однозначно разрешимой — задачи 
(5.4), (2.16), (2.17). При учете дополнительных невязок в системе дифференциальных 
уравнений в полуполосе Π  и в краевом условии на ее торце ϖ



( )( ) ( )
( ) ( )

1
0

1 2 1/2 2

h s F

h ms F h m F

−

− −

κ − κ ξ =

= ξ + … = τ ξ + …

′

′ ′
 

( )( ) ( )
( ) ( )

κ − κ ξ =

= ξ + … = τ …

′

ξ′ ′ +

0

2 1/2 2

s G

ms G h m G
 

содержащих векторы (5.5), (5.7) и появившихся в результате подстановки ( ) 0,sκ κ  
согласно представлению (6.1), обнаруживаем, что правые части F ′′  и G ′′  задачи вида 
(5.4), (2.16), (2.17) для слагаемого ( )1 2,Z Z Z′ =  разложения (6.4) определены 
равенствами, отличающимися от указанных формулами (5.12)

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 '
1

2 2

,

s

F v v U

m F v v W

τ

τ ξ

ξ τ = − µ∂ τ + β τ ξ +

+ τ ξ τ − λ + µ ∂ τ ∇ ξ

′′

′
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )τ

′ ζ τ = τ ξ τ −

− µ∂ τ ζ ζ τ

′ ′

=

2

2 '

,

0, , , 0s z

G m G v

v W G
 

Теперь прежние выкладки (5.8), (5.9) и (5.14), (5.16) придают условию разрешимо-
сти задачи для вектор-функции Z ′  из разложения (6.4) вид обыкновенного 
дифференциального уравнения гармонического осциллятора [9]

( ) ( ) ( )τ− ∂ τ + τ τ = β τ τ ∈2 2 ;v Am v v RB                                          (6.5)

с коэффициентами из формул (5.20), (5.10) и (6.1).
Для того чтобы обеспечить нужные свойства собственных пар уравнения (6.5), 

опять приходится разбирать разные случаи. Именно при > 0B  приходится 
предположить, что 0m >  и в точке 0s =  реализуется максимум кривизны κ , но при 

< 0B  требуется отрицательный коэффициент m  в соотношении (6.1), 
обеспечивающий минимум кривизны. В указанных ситуациях собственные числа 
уравнения (6.5) приобретают вид
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( ) B
B

2 1 sign ; β = - Îk

Am
k k N                                             (6.6)

Здесь фигурирует знак =sign B B / B  выражения (5.20). Как и в разд. 5, в случае 
> 0B  собственные числа (6.6) образуют монотонно возрастающую положительную 

последовательность, но в случае < 0B  последовательность отрицательная и 
монотонно убывающая. В итоге комментарии к оценке точности асимптотического 
приближения

( )

(

− − −

−

Λ − − − β ≤

≤ ∈ 

2 1 1/2
1

1/4 при 0, , 

k

h
kN h

k k

M h Ah h

c h h h
                                          (6.7)

справедливой при любом индексе ∈k 
 и некоторых положительных величинах 

,k kc h , повторят дословно комментарии к оценке (5.21) в разд. 5.
7. Упругая прокладка переменной толщины. Рассмотрим пластину (1.1) переменной 

толщины ( )hH y  и уточним требование ( )i  из разд. 1 следующим образом:

( ) ( ) ( )
( ) ( )

3
0

0 1 2при ,

= − +

< = ∈ ω = ω

H y H q y O y

H y H y y y O 
                                       (7.1)

( ) 2 2
11 1 12 1 2 22 2

2
11 22 12 11 22

2

, 0,

= + +

> <

q y q y q y y q y

q q q q q
                                                      (7.2)

Собственные пары задачи (1.4) — (1.6) ищем в виде

h h M H h2 2 1
0Λ β- - -= + +¼

†
                                                (7.3)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1,2

3 3

sin ,

,

h
i i ii

u x v hV e
H y

hV y e v

=

η

  πζ= η + ζ η +    

+ ζ ∇ η + …

∑
                              (7.4)

Как и ранее, многоточие замещает младшие асимптотические члены, ( )je  — орт 
оси jx  и 1h z−ζ =  — растянутая поперечная координата. Вместе с тем новая система 
растянутых продольных координат имеет вид

( ) 1/2
1 2, : h y−η = η η =                                                             (7.5)

Число β и вектор-функции ( ) ( )′= =1 2 1 2, , ,v v v V V V  подлежат определению, а 3V  — 
найденное по прежнему правилу (3.4) выражение
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( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
3

cos cos

,
1 cos

sin
sin

H y H yH y
V y

hH y

    πζ παζ− +        ζ =  π  + πα παζ +   πα   

                                       (7.6)

Подставим разложения (7.3) и (7.4) в систему (1.4) и просуммируем множители при 
2 3/2,h h− −  и 1h−  в образовавшейся невязке. Заметим, что

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
η

ζ

   ∂ π µ π
− µ + =    ∂ 

   π µ π
= − =       

   π µ π
= + =     

   ηπ µ π
= + η     

 ∂ ζ
λ + µ ∇ ∇ η = ∂  

 = λ + µ + η ×  

× ∂

2 2

2 2 2
0

2

2 2 2
0

2
3

2 3
0

2
3

2 3
0

3

22

0

sin

1 1
sin

2
sin

2 sin

1 1

y

z

hH yz h H

z

hH yh HH y

q y z
O y

hH yh H

q z
O h

hH yh H

h V v
z hH y

O h
h H

( ) ( )η η
 ζ

∇ ∇ η  3V v
hH y

                                    (7.7)

 
Итак, при учете множителей при 1h−  в выражениях (7.7), а также выбора числа 

M µ2= π†  и функции (7.6), удовлетворяющей уравнению (3.3) на отрезке 
( )( )0,H y ζ , обнаружим, что главные члены невязки уничтожаются, а вектор-функ-

цию ( )1 2,V V V′ =  нужно искать из задачи Дирихле

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
0 0

2

3
0

1
0 3 0

, ,

, :
2

; 0,

H V M H V

v v

F
v q v

H

H V v H

− −
ζ

η

η η

−
ζ η η

−µ ∂ ζ η − ζ η =

 β η + µ∆ η + λ + µ ×
 = ζ η = +π × ∇ ∇ η − µ η η  

+ λ + µ ∂ ζ ∇ ∇ η ζ ∈

′ ′

′

†

                             (7.8) 

( ) ( )0, 1, 0V V′ η = η =′  
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Поскольку M H 2
0
−

†  — простое собственное число, при помощи выкладок из разд. 3, 
преобразуем единственное условие разрешимости задачи (7.8)

( )0

0 0
sin , 0 ′

π ζ ζ η ζ = ∫
H

F d
H

 

в пару дифференциальных уравнений на плоскости для компонент вектора ( )1 2,v v v=

( ) ( ) ( ) ( ) 2; η−µ∆ η + µ η η = β η η ∈v v v                                   (7.9)

При этом в соответствии с формулами (7.1)

( ) ( ) 22 3
0: 2 ; 0−η = π η ≥ η >q qH q c c                                 (7.10)

Уравнение (7.9) в частных производных вполне аналогично обыкновенному 
дифференциальному уравнению гармонического осциллятора (6.5). Для удобства 
читателя приведем исследование спектра задачи (7.9), вариационная постановка 
которой

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2

2 2
2

, : , ,

, , , 

η η η ηψ = µ ∇ ∇ ψ + ∇ ∇ ψ +

+ µ ψ = β ψ ψ ∈
R R

R

B v v b v

v v W



                      (7.11) 

осуществляется на пространстве ( )2W  , полученном пополнением линейного мно-
жества ( )∞ 2

cC   гладких финитных вектор-функций по весовой норме

( ) ( ) ( )( )1/2
2 2 2  2 2 2  2; ; ;η= ∇ + ρv W v L v L        

                            (7.12)

Из-за присутствия в норме (7.12) растущего множителя ρ = η  вложение 

( ) ( )⊂2 2 2W L   компактно, а значит, спектр задачи (7.11) является дискретным и 
образует положительную монотонную неограниченную последовательность (3.8). 
Соответствующие собственные вектор-функции ( ) ( )ω ∈ 2

m W   можно подчинить 
условиям ортогональности и нормировки

( ) ( )( ) = δ ∈
2 ,, ; ,m nm n

R
w w m n   

При малом положительном показателе δ  проверим включения

( ) ( ) ( ) ( )×δρ δρ
η∇ ∈ ρ ∈

2 22 2 22 2 2 2; m me v L e v L   

С этой целью введем непрерывную кусочно-гладкую весовую функцию

( ) ( )2

2

при и

при

δ δρ δ

δ

η = ρ ≤ η =

= ρ >

R R

R

e R

e R

 
                                            (7.13)

Подставим в интегральное тождество (7.11) пробную вектор-функцию ( )
δ δψ = R m RV , 

где ( ) ( ).
δ δ= Rm R mV v  Поскольку весовой множитель (7.13) постоянен вне круга ηR  , 
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произведение ( ) ( )
2δ

R mv  попадает в пространство ( )2W  . Добавив в левую и правую 

части полученного равенства величину ( ) ( )2  2
1;δ

m RK V L   с некоторым 
коэффициентом 0K > , после простых преобразований получим формулу

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2  2

2 2  2 2  2
1

2 2 2 2 2

2  2 2 2  2 2
1 1

; ;

;

;  ;  

; ;

δ δ
η

δ

δ −δ δ δ
η

δ δ δ

 µ ∇ +
  −
 + 

− µ ∇ + β =

= ≤ ≤

m R m R

m R

R R mm R m R

m R m

V L V

L K V L

V L V L

K V L Ke v L Ke

   

   

     

   



 



                          
 (7.14)

  
Рассмотрим разность R RI Iδ δ−−  из левой части формулы (7.14). Согласно 

неравенствам (7.10) и

( ) ( ) 2−δ δ
ηη ∇ η ≤ δρR R  , 

обнаружим, что 2R RI Iδ δ−≥  при малом : 0mδ = δ >  и большом : 0mK K= > . В итоге 
приходим к соотношению

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 22 2 2 2

2 22 2 2 2

; ;

; ;

δ δ
η

δ δ
η

∇ + ρ ≤

 ≤ ∇ + ρ ≤  

m m

m m

R Rm m

mm R m R

v L v L

V L V L C

 

 

 
                                  (7.15)

Левая часть соотношения (7.15) монотонно возрастает при увеличении параметра 
R , т.е. предельный переход при R → +∞  и определение (7.13) дают желанную оценку

( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 2  2; ;δ ρ δ ρ
η∇ + ≤m m

mm me v L e v L C                                   (7.16)

Решение эллиптической системы дифференциальных уравнений (7.9) бесконечно 
дифференцируемо всюду на плоскости, и известные приемы [22] предоставляют 
весовые гельдеровские (поточечные) оценки собственных вектор-функций, которые 
тем самым вместе со всеми своими производными исчезают на бесконечности с 
экспоненциальной скоростью. Показатель mδ  в оценке (7.16) зависит от собственного 
числа .mβ

Схема обоснований асимптотических формул в аналогичных скалярных задачах 
[24–30] приспосабливается и к векторной задаче теории упругости. В результате для 
каждого натурального ∈k 

 найдутся такие положительные величины kh  и kc , что 
члены последовательностей (1.10) и (3.8) собственных чисел задач (1.4) — (1.6) и (7.11) 
соответственно связаны неравенством

(

2 2 2 1
0

1/2при 0,

h
k k

k k

h H h

c h h h

− − −

−

Λ − π µ − β ≤

≤ ∈ 
                                               (7.17)

Обратим внимание на важное отличие формулы (7.17) от оценок (5.21) и (6.7): 
индексы собственных чисел h

kΛ  и kβ  совпадают, так как нетрудно проверить 
похожую на предельный переход (5.22) сходимость 
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( ) 

2 2 2
0

− −Λ − π → βh
k kh h µH  

к какому-то собственному числу βk  системы уравнений (7.9).
Предложенные асимптотические конструкции годятся и для локальных строгих 

максимумов профильной функции H  пластины (1.1), однако в аналогичной (7.17) 
оценке номер собственного числа ( )k

h
N hΛ  в последовательности (1.10) отличается от 

номера m  члена последовательности (3.8) собственных чисел системы (7.9), причем 
индекс ( )kN h  неограниченно возрастает при 0h → + , так как начальные члены по-
следовательности (1.10) приобретают разложения (7.3) с глобальным максимумом 

0H  функции H .
Поскольку по предположению максимум (7.1) достигается во внутренней точке 𝒪

∈ ω  и собственные вектор-функции затухают экспоненциально при удалении от 
нее, асимптотическая формула (7.17) малочувствительна к краевым условиям на 
боковой поверхности h

HΓ , удаленной от 𝒪, в частности, формула (7.17) сохраняется и 
при условии Дирихле (1.11). Более того, если глобальный строгий максимум 
профильной функции H  реализуется в точке 𝒪 на границе ∂ω , то вне зависимости 
от кривизны ( )κ   предельная задача для собственных пар ( ){ };m mvβ  в представлениях 
(7.1) и (7.3) получается сужением системы уравнений (7.9) на полуплоскость и 
постановки условий Неймана или Дирихле на ее границе, однако все общие свойства 
собственных пар краевых задач такие же, как у собственных пар вариационной 
задачи (7.11).

8. Замечания. 
1. Краевые условия в двумерной модели пластины. Даже в случае боковой поверхности 

hΓ , свободной от внешних воздействий, в среднечастотном диапазоне спектра 
задачи (1.4) — (1.6) возникают асимптотические серии собственных чисел, 
порожденные двумерной задачей на продольном сечении ω . При этом формальный 
вывод самой системы (3.5) не претерпевает изменений, однако вопрос о постановке 
краевых условий на границе сечения ω  остается открытым, так как неизвестно, 
имеется или нет у задачи (2.9), (2.16), (2.17) пороговый резонанс. Дело в том, что 
согласно общим результатам [31, 32] и [19, гл. 16] искомые краевые условия назнача-
ются обязательно при учете явления пограничного слоя. Так, именно отсутствие 
какого-либо порогового резонанса в задачах Дирихле для дифференциальных 
уравнений (2.9) и (2.10) повлекло за собой краевое условие (3.7) в смещениях. В 
скалярной смешанной краевой задаче (2.10), (2.11) есть простой правильный 
пороговый резонанс, и поэтому одно из краевых условий для системы (3.5) сомнений 
не вызывает

( )σ = ∈ ∂ω ; 0; ns v y y                                                 (8.1)

Если правильный пороговый резонанс присутствует и в задаче (2.9), (2.16), (2.17), 
то второе краевое принимает вид

( )σ = ∈ ∂ω ; 0; nn v y y ,                                               (8.2)

но при отсутствии такого резонанса —  вид

( ) 0;nv y y= ∈ ∂ω                                                   (8.3)
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Здесь nv  — нормальная компонента вектора смещений ( )1 2,v v v= , а компоненты 

( )nn vσ  и ( )ns vσ  вектора нормальных напряжений на границе ∂ω , как обычно, вы-
числяются по декартовым компонентам тензора напряжений

( ) ( ) ( ), 1 1 2 2

, 1,2

σ = µ ∂ + ∂ + λ δ ∂ + ∂

=
jk k j j k j kv v v v v

j k


  

Пояснить указанные выводы можно при помощи метода сращиваемых 
асимптотических разложений [17, 18, 19, гл. 2]. Если у задачи (2.9), (2.16), (2.17) есть 
почти стоячая волна (2.21) с коэффициентом K 0≠† , то главный член внешнего 
асимптотического разложения собственной вектор-функции (3.2)

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )1 1

0

,
sin

, 0

n n

s s z
n

v n s e
h h z

v n s e e
− −

=

 +
π 

 + + 
 

удается срастить с линейной комбинацией, представляющей собой внутреннее — 
приемлемое около кромки пластины — разложение

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1

0, ,

0, sin

n

s s

h v s K U h n h z

h v s e

− − − −

−

+

+ πζ

†

†                                                   (8.4)

Таким образом, на следы ( )0,nv s  и ( )0,sv s  компонент вектора v  на контуре ∂ω  
ограничения накладывать не нужно, и согласно общим результатам [31–33] 
возникают парные краевые условия Неймана (8.1) и (8.2). Если же ограниченное 
решение (2.21) отсутствует или коэффициент K†  в нем равен нулю, то из линейной 
комбинации (8.4) приходится изъять первое слагаемое, а значит, процедура 
сращивания аннулирует компоненту nv  на ∂ω , т.е. приводит к частичному условию 
Дирихле (8.3).

Подчеркнем, что для каждого собственного числа kβ  системы (3.5) с краевыми 
условиями (8.1) и (8.2) или (8.3) найдется собственное число ( )kN hΛ  задачи (1.4) — 
(1.6), расположенное в среднечастотном диапазоне спектра и удовлетворяющее 
неравенству

( )

(

1
2 2 2

0при 0, и некотором

k

h
k kN h

k k

h c h

h h h

−Λ − µπ − β ≤

∈ >

                                         (8.5)

Существенное различие между оценками (3.9) и (8.5) состоит в том, что первая 
включает число h

mΛ , имеющее тот же номер m , что и mβ , но во второй номер ( )kN h  
не совпадает с k  и, более того, этот номер неограниченно возрастает при уменьше-
нии относительной толщины пластины. Причина понятна: асимптотические серии 
собственных чисел, найденные в разд. 5 и 6, расположены ниже точки h M2-

† , при-
чем по доказанному кратность спектра (1.7) на интервале (0, h M2-

†
) стремится к 

бесконечности при 0h → + .
2. Многосвязные сечения и негладкие контуры. В разд. 5 знак постоянной кривизны 

не играет роли, т.е. результат сохраняется и для сечения ω  в виде круга с несколькими 
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круговыми отверстиями (рис. 3а). Кривизна границ отверстий отрицательная, т.е. 
коэффициент (5.9) в разложении (5.1) собственных чисел задачи (1.4) — (1.6) стано-
вится положительным, и следовательно, соответствующие асимптотические серии в 
спектре расположены выше основной серии, найденной в разд. 5 для внешней 
окружности. Таким образом, как и в формуле (8.5), номер собственных чисел ( )k

h
N hΛ  

из неравенств вида (5.21) для собственных чисел предельных обыкновенных 
уравнений на внутренних окружностях зависит от малого параметра h . 

На границе яйцевидной области на рис. 3б есть только по одной точке максимума 
и минимума кривизны и асимптотические результаты верны в представленном в 
разд. 6 виде. Однако для эллипса на рис. 3в таких точек уже по паре, и поэтому в 
оценках (5.21) точности приближения следует учесть две серии собственных чисел, 
т.е. каждое собственное число в последовательности (1.10) — двукратное. 

Конструкции из разд. 6 годятся и для локальных максимумов кривизны. Например, 
у эллиптического кольца на рис. 3г есть две пары точек максимумов положительной 
и отрицательной кривизны. Во второй паре максимум локальный, и в случае > 0B  
порожденные им серии располагаются ниже основных потому, что величина (5.9) 
становится положительной при отрицательной кривизне. В случае < 0B  приходится 
иметь дело с двумя парами точек минимумов кривизны, но выводы вполне 
аналогичны. Оценка погрешности (6.7) сохраняется вместе с комментариями о 
номерах собственных чисел ( )k

h
N hΛ  в последовательности (1.10) 

Граница ∂ω  сечения пластины на рис. 4а состоит из двух полуокружностей и двух 
прямолинейных отрезков. На каждой из этих частей кривизна постоянна, и потому 
применим подход из разд. 5, однако непонятно, какие условия сопряжения следует 
назначить в концевых точках ● полуокружностей и отрезков. Точно так же в случае 

а а б б

в в г

Рис. 3. Круглая пластина с вырезанными кругами (а), яйцевидная область (б), эллипс (в),  
эллиптическое кольцо (г). Точки глобальных и локальных максимумов и минимумов кривизны  

указаны метками ● и ○ соответственно.
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прямоугольного сечения остался открытым вопрос о постановке условий сопряжения 
или краевых условий в угловых точках ●.

3. Нестрогие экстремумы. При нестрогом глобальном или локальном максимуме 
соотношения (7.2) для пластины (1.1) переменной толщины ( )hH y  заменяются 
соотношениями

( ) ( )
( )

2

2
0

0

1, 

0,

=

> ≥
>

p

p

q ty t q y

p q y q y

q

                                                       (8.6)

а в формуле Тейлора (7.1) остаток становится равным ( )2 1p
O y

+ . В этом случае вы-
кладки и рассуждения сохраняются в целом, но вместо замены (7.5) приходится де-
лать замену y h y−κη =  при ( )1 / 1 pκ = +  и вместо слагаемого 1h− β  поместить в 
разложение (7.3) слагаемое 2h− κβ . Свойства предельной системы (7.12) с новым весо-
вым множителем (7.10), содержащим функцию (8.6), сохраняются полностью.

В случае цилиндрической пластины ( )= ω × 0,h hΩ  в формуле (6.1) для нестрогих 
экстремумов кривизны κ  границы продольного сечения нужны замены 22 p

ms m s  

и ( ) ( )3 2
;

p
O s O s  здесь 1p > . При этом коэффициент растяжения (6.2) координа-

ты на контуре ∂ω  становится равным ( )
1

2 1 ph
−

+ , а последнее слагаемое в представле-

нии (6.3) собственного числа задачи (1.4) — (1.6) превращается в ( )ph

1
1 β

-
+ . 

Собственные пары { };m mvβ  возникающего предельного уравнения

( ) ( ) ( )2 2 ; τ− ∂ τ + τ τ = β τ τ ∈pB v Am v v   

сохраняют основные свойства собственных пар уравнения гармонического осцилля-
тора (6.5) (ср. выкладки и рассуждения из разд. 7).

4. Искривленная кромка пластины. Если кромка пластины (1.1) искривлена (рис. 5а), 
т.е. определена формулой

а а

 

б 
б

Рис. 4. Составной контур — пара полуокружностей и пара прямых отрезков (а). Угловые точки на контуре 
(б), точки скачков кривизны контура (а) указаны меткой ●.
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( )
( ) ( )

1

1

0, :

; 0,

dh
H

x N h h n

H h z z h

−

−

 ∈ × < Γ =  
< ∈  

 

с неотрицательной профильной функцией [ ]0,1H C∞∈ , то для задачи Дирихле (1.4), 
(1.5), (1.11) результаты из разд. 3 не претерпевают никаких изменений. В случае сме-
шанной краевой задачи (1.4) — (1.6) асимптотическое строение спектра (1.7) суще-
ственно зависит от свойств задачи (2.9), (2.16), (2.17) в полуполосе с искривленным 
торцом

( ) ( ){ }Π ξ ξ ξ ξ= < Î

1 2 2: , 0,1H H                                            (8.7)

Именно в зависимости от того, происходит или нет захват упругой волны 
полуполосой (8.7), нужно пользоваться тем или иным из изложенных подходов к 
асимптотическому анализу. Результаты спектрального анализа плоской задачи 
теории упругости в полуполосе H

•Π  можно найти в статьях [14,15].
5. Выступы за края штампов. При 0t >  и 1H =  пластина (рис. 5б)

( ) ( ) ( ){ }0, : 0, ,h h
dt x N h z h n htΩ = Ω ∪ ∈ × ∈ <  

шире поверхностей штампов (1.2), и поэтому краевое условие (1.6) переносится на 
поверхность ( )∂ "h tΩ . Изменяются и задачи о пограничном слое: уравнения (2.9) и 
(2.10) ставятся на полуполосе ( ) ( ) ( ), 0,1t tΠ = −∞ ×  (рис. 5в), краевые условия Дирихле 
(2.16) и (2.11) сохраняются полностью, но краевые условия Неймана (2.17) и (2.12) 
распространяются на ломаную ( ) ( ){ }t t 1: 0ϖ ξ Π ξ· = Î ¶ > . Доказано [13–15], что 
кратности дискретных спектров обеих задач, векторной и скалярной, неограниченно 
возрастают при t → +∞ . Это обстоятельство тиражирует асимптотические 
конструкции из разд. 5 и 6, которые, в частности, характеризуются локализацией 
собственных вектор-функций в малой окрестности множества ( )h tΩ , и позволяет 

а

б

2

1

0

ξ

ξ

в

Рис. 5. Пластины с закругленной поверхностью (а), выступающая за кромки штампов, обозначенных 
полужирными линиями (б), полуполоса, служащая для описания пограничного слоя (в).
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найти множество асимптотических серий собственных чисел выше основной серии. 
Вместе с тем известно [11], что приращение кратности происходит за счет отцепле-
ния собственных чисел от края (2.13) непрерывного спектра в результате возникнове-
ния пороговых резонансов для неограниченной монотонной положительной после-
довательности { }j j N

t
∈

 значений параметра t . Поскольку при jt t≠  пороговый 

резонанс отсутствует, двумерной моделью служит задача Дирихле (3.5), (3.7), однако 
в случае jt t=  согласно разд. 8, 1 двумерная система уравнений теории упругости 

снабжается краевыми условиями иных типов в зависимости от качества порогового 
резонанса. Процесс перехода от одних краевых условий к другим в зависимости от 
времениподобного параметра jt t−  требует отдельного исследования. 

Еще один открытый вопрос связан с описанием процесса отслоения поверхности 
прокладки от штампов, когда на участках ∩ Σ ∩ Σ

0 1

0 1
0и  a t a tN N  оснований (1.2) при 

малом t  фиксированных положительных 0 1,a a  вместо условий (1.6) выставляются 
односторонние связи (условия Синьорини). В рамках механики трещин задачи об 
отслоении пластины допускают разнообразные постановки.

6. Несжимаемый материал. Для того чтобы осуществить предельный переход 
1 / 2ν →  к несжимаемой цилиндрической прокладке hΩ , введем аналог гидроста-

тического давления hp  по формуле

( ) ( ) ( )1 2 h h
xp x u x− ν = −∇                                              (8.8)

и перепишем систему (1.4), умноженную на 1−µ , в виде

( ) ( ) ( )−∆ + ∇ ⋅ = ∈ Ω; h h h h h
x xu x p x B u x x                                 (8.9)

Здесь h hB 1µ Λ-= — новый спектральный параметр. При 1 / 2ν =  соотношение 
(8.8) превращается в дивергентное уравнение

( )−∇ = ∈ Ω0; h h
xu x x                                                      (8.10)

Полученная система уравнений Стокса (8.9), (8.10) остается эллиптической по Ду-
глису–Ниренбергу [34]. Однако спектральная задача (1.5), (1.11), (8.9), (8.10) 
отличается от задачи о пленочном течении несжимаемой жидкости, так как в ней 
собственные числа hB  приобретают иное содержание [35]. Вариационная постановка 
задачи Дирихле для системы уравнений Стокса

( )
( ) ( )

Ω

∇Ω

∇ ∇ ψ =

= ψ ψ ∈ Ω ∂Ω
31

,

, ; ;

h

h

h h
x x

h h h h h h

u

B u H
                                          (8.11)

осуществляется на пространстве Соболева ( )31 ;h hH∇ Ω ∂Ω  соленоидальных 
(удовлетворяющих соотношению (8.10)) вектор-функций, обращающихся в нуль на 
поверхности h∂Ω  (в гидромеханике — условие прилипания [35]). При этом 
определение (8.8) показывает, что среднее давление hp  по области hΩ  равно нулю, 
т.е. система (8.9), (8.10) должна быть снабжена дополнительным условием
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( ) 0
h

hp x dx
Ω

=∫                                                            (8.12)

В итоге постоянное “давление” consthp =  и нулевой вектор смещений” 0hu =  
не образуют собственную вектор-функцию при любом ∈ ,hB C  и, следовательно, 
задача Дирихле (1.5), (1.11), (8.9), (8.10), (8.12) обладает дискретным спектром 
{ }h

m m N
B

∈
 (последовательность вида (1.10)), а соответствующие собственные вектор-

функции ( ) ( )( ) ( ) ( )31 2
0, ;h h h h h

m mu p H L∈ Ω ∂Ω × Ω  можно подчинить условиям 

ортогональности и нормировки (1.12).
Асимптотическое разложение 

2

2
hB

h

π= + β +                                                          (8.13)

собственных чисел задачи Дирихле для системы Стокса дополним разложениями

( ) ( ) ( ) ( )= πζ + = =3
1

sin ; 1,2,h h
i iu x v y i u x

h
                           (8.14)

( ) ( )2

1hp x q y
h

= +                                                      (8.15)

Подставив формулы (8.13)–(8.15) в систему дифференциальных уравнений (8.9), 
(8.10), обнаруживаем, что, как и в разд. 3, младшие асимптотические члены (для 
краткости не указанные в асимптотических разложениях) удается построить лишь в 
том случае, если выполнены соотношения 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

1

0

sin
sin 0

y

y

v y v y
dy

q y

 πζ ∆ + β −
πζ = ⇒ 

 −∇ 
∫  

( ) ( ) ( )∆ β ω
π

- + Ñ = Î
4

; y yv y q y v y y                                          (8.16) 

( )−∇ = ∈ ω0; yv y y                                                           (8.17)

Итак, для вектора продольных смещений ( )1 2,v v v=  и «давления» q  получена 
двумерная система уравнений Стокса, которую замкнем условиями Дирихле 

( ) = ∈ ∂ω0; v y y                                                             (8.18)

Последовательность (3.8) собственных чисел задачи (8.16)–(8.18) конкретизирует 
поправочный член разложения (8.13), а соответствующие собственные вектор-

функции ( )( ){ } ( ) ( )mm
m N

v q H L
21 2

0, ;ω ω ω
Î

Î ¶ ´
 
— поправочные члены разложений 

(8.14), (8.15). Место для уравнения
Из формулы (3.6) вытекает, в частности, что для коэффициента Пуассона ν  в 

предельной системе (3.5) справедливо соотношение 
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v
1

0
2

® -  при ® -
1

0
2

v                                                  (8.19)

Таким образом, в случае несжимаемого материала пластины предельная система 
Стокса (8.16), (8.17) может быть получена из предельной системы Ламе (3.5) для сла-
босжимаемого материала при помощи предельного перехода (8.19) по прежнему пра-
вилу, указанному в начале пункта для пространственной задачи.

Аналогичные предельные переходы доступны и в задаче Дирихле (2.9), (2.20) или 
смешанной краевой задачи (2.9), (2.16). (2.17) об упругой полуполосе (1.12). Так, в 
задаче Дирихле для двумерной системы Стокса в полуполосе П точечный спектр 
пуст и пороговый резонанс отсутствует. Обсуждать смешанную краевую задачу для 
уравнений Стокса не будем, так как неполные результаты из разд. 2 и 5, 6 также легко 
приспосабливаются к ней. 

Построены [36–38] двумерные асимптотические модели динамики упругих волн 
в бесконечных слоях из мало- и несжимаемых материалов. Такие модели указывают 
предельные системы дифференциальных уравнений, однако в случае тонких 
ограниченных пластин для постановки краевых условий дополнительно требуется 
исследование явления пограничного слоя около их кромок, как раз и проделанное в 
данной статье. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант 
22–11–00046). 

Автор чрезвычайно благодарен анонимным рецензентам, чьи замечания позволили 
устранить арифметические ошибки и улучшить изложение материала работы.
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We study natural oscillations of thin homogeneous isotropic gaskets of constant or variable thickness 
whose bases are rigidly fixed. It is shown that the traditional two-dimensional model, namely the 
plane problem of the elasticity theory in the longitudinal section with the Dirichlet condition at the 
boundary, gives correct results for eigenfrequencies of the this spatial solid only for the plate of 
a constant thickness with clamped lateral surface. In other cases the asymptotic analysis provides 
another models of reduced dimension, in particular, ordinary differential equations, while modes 
of natural oscillations enjoy concentration near the lateral side or some points on the boundary. 

Keywords: thin homogeneous isotropic plate, gasket between rigid stamps, dimension reduction, 
localization of natural oscillations
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