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УСТОЙЧИВОСТЬ РЕШЕНИЙ
ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ЗАДАЧ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ

НА ОСНОВЕ λ-УКОРОЧЕНИЙ1

Рассматриваются конечномерные и бесконечномерные задачи оптими-
зации при наличии ограничений общего вида. Получены достаточные
условия устойчивости строгого решения и условия устойчивости множе-
ства решений, состоящего более чем из одной точки, относительно малых
возмущений параметров задачи. В конечномерном случае получены усло-
вия устойчивости решений экстремальных задач с ограничениями типа
равенств на основе конструкции λ-укорочений отображений.
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чи с ограничениями, устойчивость решения.
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1. Введение

В теории и практике решения экстремальных задач зачастую приходит-
ся иметь дело с неопределенными параметрами, участвующими в формиро-
вании оптимизируемого функционала и/или ограничений задачи. В связи с
этим значительный объем исследований в последние десятилетия был направ-
лен на изучение зависимости решений экстремальных задач от этих парамет-
ров. Ключевым является вопрос о том, насколько сильно изменится решение
данной экстремальной задачи (в предположении, что оно существует) при
«малом» изменении параметров относительно некоторых заданных значений.
В случае таких же «малых» изменений решения говорят о его устойчивости,
а относительная величина этих изменений обычно характеризуется как чув-
ствительность решения к малым изменениям параметров [1].

Абстрактные задачи оптимизации с ограничениями при наличии неопре-
деленных параметров и устойчивость их решений рассматривались ранее

1 Лемма 1 и теорема 1 доказаны С.Е. Жуковским за счет средств проекта Российского
научного фонда № 20-11-20131 (https://rscf.ru/project/20-11-20131) в ИПУ РАН. Теорема 2
доказана К.А. Царьковым за счет средств проекта Российского научного фонда № 22-11-
00042 (https://rscf.ru/project/22-11-00042) в ИПУ РАН.
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в [2, 3], а также являются предметом изложения в [4]. Основы теории чув-
ствительности для конечномерных задач с ограничениями подробно изложе-
ны в [1]. Значительное число результатов об устойчивости решений оптими-
зационных задач с ограничениями получено при выполнении дополнитель-
ных условий регулярности, см., например, последние результаты, касающиеся
условия регулярности Робинсона [5, 6]. Анализ устойчивости в отсутствие по-
добных дополнительных предположений до сих пор остается нетривиальной
задачей [7]. В то же время вопрос оценки чувствительности решений явля-
ется актуальным для широкого класса конечномерных экстремальных задач
и задач оптимального управления при наличии неопределенных и случайных
параметров [8].

В настоящей работе рассматривается задача минимизации при наличии
ограничений общего вида

f(x, σ)→ inf, x ∈ Φ(σ)

с параметром σ, к которой естественным образом сводится и параметризо-
ванная задача максимизации. В разделах 2, 3 предполагается, что перемен-
ная x принимает значения в произвольном банаховом пространстве, пара-
метр σ — в топологическом пространстве, а функция f и многозначное отоб-
ражение Φ удовлетворяют лишь естественным требованиям непрерывности.
В этих предположениях получены достаточные условия устойчивости строго-
го решения x0 рассматриваемой задачи при некотором фиксированном значе-
нии параметра σ = σ0 (лемма 1). В разделе 4 полученный результат обобща-
ется на случай, когда минимум задачи при σ = σ0 достигается не в единствен-
ной точке, а на целом подмножестве множества Φ(σ0) (лемма 2). В разделе 5
при помощи конструкции λ-укорочений [9] результаты конкретизированы для
конечномерной задачи с ограничениями типа равенств.

2. Основные конструкции и предположения

Пусть заданы банахово пространство X и точка x0 ∈ X. Через Br(x0)⊂X
будем обозначать замкнутый шар радиуса r > 0 с центром в точке x0.

Пусть R > 0 – некоторый фиксированный радиус и даны непустые замкну-
тые множества Φ(σ), σ ∈ Σ, где Σ – заданное топологическое (в частности
метрическое) пространство. При этом Φ(σ)⊂BR(x0) ∀σ ∈ Σ.

Рассмотрим задачу

f(x, σ)→ inf, x ∈ Φ(σ)(1)

при каждом фиксированном σ ∈ Σ, играющем роль параметра. Здесь f(·, σ) –
заданные непрерывные на BR(x0) функции.

Множества Φ(σ) имеют следующий смысл. Как правило, они заданы в
виде Φ(σ) = {x ∈ X : F (x, σ) ∈ C(σ)}∩BR(x0). Здесь F : X×Σ→ Y – задан-
ное непрерывное отображение, а C(σ) ⊂ Y – заданные непустые замкнутые
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множества, которые определяют ограничения задачи (1), Y – нормированное
пространство. Если же рассматривается задача без ограничений, то Φ(σ) ≡
≡BR(x0).

Пусть задана точка σ0 ∈ Σ, в которой выполнена первая аксиома счет-
ности, т.е. существует счетная определяющая последовательность окрестно-
стей точки σ0 (например, σ0 – произвольная точка в случае метрического
пространства Σ). Из совокупности задач (1) отдельно выделим для рассмот-
рения задачу

f(x) := f(x, σ0)→ inf, x ∈ Φ(σ0).(2)

Предположим, что функции f(·, σ) сходятся к f = f(·, σ0) при σ → σ0 рав-
номерно на BR(x0). Последнее означает, что для любого ε > 0 существует
такая окрестность O(σ0)⊂ Σ точки σ0, что

|f(x, σ)− f(x)| < ε ∀x ∈ BR(x0) ∀σ ∈ O(σ0).(3)

Будем предполагать, что при каждом σ инфимум в задаче (1) конечен.
Пусть также x0 ∈ Φ(σ0), причем x0 является строгим решением задачи (2),
т.е.

f(x0) < f(x) ∀x ∈ Φ(σ0) : x 	= x0.(4)

Введем два предположения относительно функции f = f(·, σ0). Первое из
них заключается в том, что существует неубывающая функция δ : R+→
→ R+ ∪ {+∞}, для которой δ(0) = 0, δ(r) > 0 при r > 0 и выполняется

f(x) � f(x0) + δ(‖x − x0‖) ∀x ∈ Φ(σ0).(5)

Второе предположение заключается в том, что

x ∈ Φ(σ), x̃ ∈ Φ(σ0), ‖x− x̃‖ → 0, σ → σ0 ⇒ f(x) � f(x̃)− 1(σ),(6)

где 1(σ) > 0 для любого σ 	= σ0 и 1(σ)→ 0 при σ → σ0. Иными словами, для
любого ε > 0 найдутся такие окрестность O(σ0)⊂ Σ точки σ0 и число γ > 0,
что при всех σ ∈ O(σ0) имеет место

x ∈ Φ(σ), x̃ ∈ Φ(σ0), ‖x− x̃‖ < γ ⇒ f(x) � f(x̃)− ε.

Следующее предположение касается многозначного отображения Φ :
Σ ⇒ BR(x0). А именно, будем предполагать, что оно полунепрерывно сверху
в точке σ0, т.е.

Φ(σ)⊂ Φ(σ0) +B1(σ)(0) =: B1(σ)(Φ(σ0)) при σ → σ0.(7)

Здесь функция 1(σ) такая же, как и в условии (6), символ + означает сумму
множеств по Минковскому (подробнее о многозначных отображениях см.,
например, [10, глава 1] или [11, §2.3]).
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3. Устойчивость решения экстремальной задачи

Положим x(σ0) = x0. Пусть на Σ задана неотрицательная скалярная функ-
ция ψ такая, что ψ(σ) → ψ(σ0) = 0 при σ → σ0 и при любом σ ∈ Σ, σ 	= σ0,
существует x(σ) ∈ Φ(σ), для которого имеет место

f(x(σ), σ) � f(x, σ) + ψ(σ) ∀x ∈ Φ(σ).(8)

Указанная функция ψ существует всегда. В самом деле, если пространство X
конечномерно, то решение x(σ) задачи (1) минимизации непрерывной функ-
ции на компактном множестве Φ(σ) существует и можно положить ψ = 0.
Пусть теперь банахово пространство X бесконечномерно. Тогда при любом
ψ(σ) > 0, σ 	= σ0, поскольку инфимум в задаче (1) конечен, то ее решение
существует, но уже с точностью до ψ. Поэтому найдется x(σ), для которого
выполняется условие (8).

Опр е д е л е н и е 1. Решение x0 экстремальной задачи (2) называется
устойчивым, если для любых точек x(σ) ∈ Φ(σ), σ 	= σ0, удовлетворяющих
условию (8), имеет место

x(σ)→ x0 при σ → σ0.

Спрашивается, когда решение x0 задачи (2) является устойчивым?
Один из ответов на этот вопрос приведен ниже.

Лемма 1. Пусть ϕ(σ0) := x0 и для любого σ 	= σ0 существует ϕ(σ) ∈
∈ Φ(σ) такое, что

ϕ(σ)→ x0 при σ → σ0.(9)

Пусть, кроме того, точка x0 является строгим решением задачи (2), а так-
же выполняются условия (3), (5)–(7). Тогда решение x0 задачи (2) устой-
чиво.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Не теряя общности, будем считать, что
x0 = 0 и f(0) = 0. Предположим, что утверждение леммы нарушается. В си-
лу первой аксиомы счетности это означает, что существуют такие последо-
вательности {σi} и {xi}, что σi → σ0, ∀i xi = x(σi) ∈ Φ(σi), выполняется (8)
и последовательность {xi} к нулю не сходится. Следовательно, существует
такое число ε, что 0 < 2ε < R и, после перехода к подпоследовательности,
имеем ‖xi‖ � 2ε для всех i.

В силу (7) существуют такие точки x̃i ∈ Φ(σ0), что

‖xi − x̃i‖ → 0.(10)

Значит, при всех достаточно больших i имеем ‖x̃i‖ � ε. Отсюда в силу пред-
положения (5) имеет место f(x̃i) � δ(‖x̃i‖) � δ(ε) > 0, т.е. существует такое
δ0 = δ(ε)/2 > 0, что f(x̃i) � 2δ0 для всех достаточно больших i. Но тогда в
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силу (6) и (10) имеем f(xi) � f(x̃i) − δ0/2 � 3
2δ0 для всех достаточно боль-

ших i. Следовательно, поскольку в силу (3) функции fi := f(·, σi) сходятся
равномерно к функции f на BR(0), то при всех достаточно больших i имеет
место fi(xi) � δ0.

Положим ϕi = ϕ(σi) и ψi = ψ(σi). В силу (9) ϕi → 0, а в силу свойств функ-
ции ψ имеем ψi → 0, i→∞. Поэтому в силу (3) существует такое натураль-
ное i0, что для всех i � i0 выполняется

|fi(x)− f(x)|+ ψi �
δ0
4
∀x ∈ BR(0).(11)

Из непрерывности f , увеличивая при необходимости натуральное i0, получа-
ем

f(ϕi) �
δ0
4
, i � i0.(12)

При i � i0 в силу (8) для произвольного x ∈ Φ(σi) имеет место fi(xi) �
� fi(x) + ψi. В частности, при x = ϕi ∈ Φ(σi) получаем, что для всех доста-
точно больших i выполняется

fi(xi) � fi(ϕi) + ψi =
(
fi(ϕi)− f(ϕi) + ψi

)
+ f(ϕi) �

δ0
4

+ f(ϕi) �
δ0
2
.

Здесь предпоследнее неравенство вытекает из (11), а последнее – из (12).
Итак, доказано, что fi(xi) � δ0/2 при всех больших i. Но по построению

имеем fi(xi) � δ0 > 0, т.е. получено противоречие. Лемма доказана.
Обсудим условия устойчивости решения x0 задачи (2), фигурирующие в

лемме 1. Начнем с предположения (5). Как показывает следующий пример,
в конечномерном пространстве X оно всегда выполняется, если выполняет-
ся (4).

Прим ер 1. Пусть банахово пространство X конечномерно, а x0 является
строгим минимумом функции f на множестве Φ(σ0), т.е. выполняется усло-
вие (4). Тогда функция δ, удовлетворяющая оценке (5), определяется по фор-
муле

δ(r) = min
{
f(x)− f(x0) : x ∈ Φ(σ0), ‖x− x0‖ � r

}
, r � 0.

При этом минимум по пустому множеству считаем равным +∞.
Очевидно, что для конечномерного пространства X в силу компактно-

сти каждого из множеств, имеющих вид Φ(σ0) ∩ {x ∈ X : ‖x− x0‖ � r}, так
определенная функция δ удовлетворяет всем нужным требованиям. Пример
разобран.

Рассмотрим случай, когда пространство X бесконечномерно, функция f
является гладкой в окрестности точки x0, а допустимое множество Φ(σ0)
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определяется конечным числом гладких ограничений типа равенств и нера-
венств. В этом случае, если выполняется достаточное условие второго поряд-
ка в задаче (2) (см., например, [12, § 8] или [13, теорема 7.1]) и радиус R > 0
шара BR(x0) достаточно мал, то найдется ε > 0 такое, что функция δ(r) =
= εr2 удовлетворяет оценке (5). Вообще говоря, для существования функ-
ции δ, удовлетворяющей оценке (5), достаточно, чтобы выполнялись любые
достаточные условия строгого минимума второго или более высоких поряд-
ков (см., например, [13, теоремы 7.3, 14.2, 14.3]) и число R > 0 было доста-
точно мало.

В то же время следующий контрпример показывает, что в бесконечномер-
ном гильбертовом (тем более банаховом) пространстве X, если достаточные
условия строго минимума второго или более высоких порядков в задаче (2) не
выполнены, то подходящей функции δ может не существовать ни при каком
значении R > 0. При этом утверждение леммы 1 даже в задаче без ограниче-
ний нарушается. Таким образом, предположение (5) является существенным.

Прим ер 2. Пусть X = 	2 – это, как обычно, пространство вещественных
последовательностей с суммируемым квадратом и обычным скалярным про-
изведением. Обозначим через {ei} стандартный базис в 	2, т.е. последователь-
ности, у которых на i-м месте стоит единица, а на остальных – нули. Через
A обозначим положительный самосопряженный компактный линейный опе-
ратор A : X → X, который определен бесконечной диагональной матрицей,
содержащей i−1 на главной диагонали, i = 1, 2, . . . , и нули вне ее (см., напри-
мер, [14, § 6.9]).

Пусть Σ = {i−1 : i ∈ N} ∪ {0} ⊂ R с естественной топологией из R, причем
σ0 = 0, f(x) = 〈Ax, x〉. Для i ∈ N положим fi(x) := f(x, i−1) = 〈Aix, x〉, где Ai

получено из A заменой на i-м месте на диагонали i−1 на −i−1. Далее, поло-
жим x0 = 0 и ψ(σ)≡ 0. Зафиксируем произвольное R > 0 и для него положим
Φ(σ) = BR(0) ∀σ (т.е. ограничение x ∈ Φ(σ) отсутствует).

Здесь условие (7) выполняется тривиально. Условие (6) выполняется в
силу того, что

|f(x)− f(x̃)| = |〈Ax, x〉 − 〈Ax̃, x̃〉| �
� |〈Ax, x〉 − 〈Ax̃, x〉|+ |〈Ax̃, x〉 − 〈Ax̃, x̃〉| � ‖A‖‖x− x̃‖(‖x‖ + ‖x̃‖) �

� 2R‖A‖‖x − x̃‖ → 0 при ‖x− x̃‖ → 0, x, x̃ ∈ BR(0).

В качестве {ϕ(i−1)} в условии (9) можно взять любую сходящуюся к нулю по-
следовательность элементов из BR(0), например {i−1Re1}. Условие (3) выпол-
няется, так как по построению fi → f при i→∞ равномерно по x ∈ BR(0).
Таким образом, в этом примере выполняются условия (3), (6), (7) и (9).

В то же время условие (5) нарушается, поскольку ∀r > 0 inf{f(x) : ||x|| =
= r} = 0, и соответствующей функции δ не существует. Покажем, что
утверждение леммы 1 также нарушается. Действительно, значения f(x)
положительны при x 	= 0, f(0) = 0, однако inf{fi(x) : x ∈ BR(0)} = −R2i−1
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для всех i ∈ N, и этот инфимум достигается при xi := Rei ∈ BR(0). Точки
xi = x(i−1) удовлетворяют условию (8) при ψ = 0, но последовательность {xi}
к нулю не сходится, т.е. точка x0 = 0 не является устойчивым решением за-
дачи (2). Пример разобран.

Обратимся к предположению (6). Из теоремы Кантора о равномерной
непрерывности непрерывной функции на компакте вытекает, что предполо-
жение (6) автоматически выполняется в конечномерном пространстве X.

Действительно, пусть X конечномерно. Тогда для произвольного фикси-
рованного R > 0 замкнутый шар BR(x0) компактен. Из условий x ∈ Φ(σ),
x̃ ∈ Φ(σ0) и предположения о том, что Φ(σ)⊂BR(x0) ∀σ, вытекает, что
x, x̃ ∈ BR(x0). В силу теоремы Кантора, примененной к функции f на ком-
пакте BR(x0), получаем, что |f(x)− f(x̃)| → 0 при ‖x− x̃‖ → 0, что доказы-
вает (6).

Если же пространство X бесконечномерно, то предположение (6) уже су-
щественно, даже если это пространство гильбертово. Приведем соответст-
вующий пример.

Прим ер 3. Пусть X = 	2 – гильбертово пространство, как в примере 2,
{ei} ⊂ 	2 — стандартный базис. Положим x0 = e1, R = 2, B := B2(e1),
Σ = {i−1 : i ∈ N} ∪ {0}, причем σ0 = 0 и ψ(σ) ≡ 0. Функция f(x, σ) не зави-
сит от σ и определяется по формуле

f(x, σ) = f(x) = 1−
∞∑
i=1

max{0, 1 − 2i‖x− ei‖}, x ∈ 	2, σ ∈ Σ.(13)

Поскольку носителями непрерывных функций x �→ max{0, 1− 2i‖x − ei‖} яв-
ляются попарно непересекающиеся шары B1/(2i)(ei), то функция f : X → R

корректно определена и непрерывна (в том числе на B).
Положим

Φ(0) = {e1} ∪ {ui : i = 2, 3, . . .}, где ui =

(
1− 1

2i

)
ei;

Φ(i−1) = {ai, bi},

где ai =

(
1− 1

2i

)
e1, bi =

(
1− 1

2(i+ 1)i

)
ei, i = 1, 2, . . . ;

δ(r) = r/2, r � 0.

Для проведения дальнейших построений вычислим значения функции f
в некоторых точках. Поскольку e1, ai ∈ B1/2(e1), то

f(e1) = 1−max{0, 1 − 2‖e1 − e1‖} = 0,(14)

f(ai) = 1−max{0, 1 − 2‖ai − e1‖} = 1

i
.(15)
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Поскольку ui, bi ∈ B1/(2i)(ei), то

f(ui) = 1−max{0, 1 − 2i‖ui − ei‖} = 1,(16)

f(bi) = 1−max{0, 1 − 2i‖bi − ei‖} = 1−max

{
0, 1 − 1

i+ 1

}
=

1

i+ 1
.(17)

Покажем, что для заданных X, f,Φ,Σ, x0, σ0 и R выполняются все пред-
положения леммы 1, кроме предположения (6).

Предположение (3) выполняется, так как f не зависит от σ. Инфимум
в задаче (1) конечен при любом σ 	= σ0, так как множество Φ(σ) конечно,
а инфимум в задаче (2) конечен в силу (14) и (16). Более того, f(x0) =
= f(e1) = 0 < 1 = f(x) для любого x ∈ Φ(0): x 	= x0, значит, выполняет-
ся (4). Соотношение (8) выполняется при x(i−1) = bi ∈ Φ(i−1), i = 1, 2, . . . ,
x(0) = e1 ∈ Φ(0) и ψ = 0. Неравенство (5) выполняется, поскольку

f(e1) + δ(‖ui − e1‖) (14)
= δ(‖ui − e1‖) = ‖ui − e1‖

2
=

=
1

2

√
1 +

(
1− 1

2i

)2

< 1
(16)
= f(ui)

для любого i = 2, 3, . . . . Отображение Φ полунепрерывно сверху в нуле, т.е.
выполняется (7), поскольку ‖ai−e1‖ → 0 и ‖bi−ui‖ → 0 при i→∞. Наконец,
соотношение (9) очевидно выполняется для ϕ(i−1) = ai, i = 1, 2, . . . .

Итак, все предположения леммы 1 выполняются за исключением (6).
А это предположение (6) нарушается, поскольку ‖bi − ui‖ → 0, f(bi)→ 0 и
f(ui)→ 1 при i→∞. Утверждение леммы 1 также нарушается, поскольку
x(i−1) = bi 	→ e1 = x0 при i→∞. Пример разобран.

Обратимся к предположению (7). Следующий пример показывает, что оно
также существенно.

Прим ер 4. Пусть X = R, Σ = R, f(x, σ) ≡ x, x0 = σ0 = 0, R = 1, Φ(σ) =
= [−1; 1] при σ 	= 0, Φ(0) = {0} и ψ(σ)≡0. Тогда, очевидно, x0 = 0 не является
устойчивым решением задачи (2). Непосредственно проверяется, что в этом
примере выполнены все предположения леммы 1, кроме предположения (7).

Отметим, что предположение (7) хотя и существенно, но выполняется для
широкого класса задач, например, для всех конечномерных задач с ограни-
чением типа включений при естественных предположениях непрерывности.
Продемонстрируем это следующим примером.

Прим ер 5. Пусть X – конечномерное банахово пространство, Y – норми-
рованное пространство, а Σ – метрическое пространство. Пусть F : X × Σ→
→ Y – непрерывное отображение и C ⊂ Y – непустое замкнутое множество.

Для σ ∈ Σ положим

Φ(σ) = {x ∈ X : F (x, σ) ∈ C} ∩BR(x0) 	= ∅.(18)
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Тогда многозначное отображение Φ удовлетворяет предположению (7). В са-
мом деле, для проверки (7) в силу [11, теорема 2.3.2] достаточно показать,
что Φ – замкнутое отображение. Напомним, что многозначное отображение
Φ : Σ ⇒ BR(x0) называется замкнутым, если его график gphΦ := {(σ, x) ∈
∈ Σ×BR(x0) : x ∈ Φ(σ)} замкнут.

Итак, пусть последовательность точек (σi, xi) ∈ gphΦ сходится к точке
(σ̃, x̃) ∈ Σ×BR(x0). Проверим, что (σ̃, x̃) ∈ gphΦ⇔ x̃ ∈ Φ(σ̃)⇔ F (x̃, σ̃) ∈ C.
По предположению имеем F (xi, σi) ∈ C, σi → σ̃ и xi → x̃ при i→∞. Но тогда
в силу непрерывности F имеет место F (xi, σi)→ F (x̃, σ̃), i→∞. Поэтому
F (x̃, σ̃) – предельная точка для последовательности элементов F (xi, σi) ∈ C.
В силу замкнутости множества C получаем F (x̃, σ̃) ∈ C, т.е. (σ̃, x̃) ∈ gphΦ.
Значит, отображение Φ замкнуто и выполняется (7). Пример разобран.

Аналогичные рассуждения справедливы и для более общей задачи с
ограничением F (x, σ) ∈ C(σ), т.е. Φ(σ) = {x ∈ X : F (x, σ) ∈ C(σ)} ∩BR(x0),
в случае, когда C : Σ→ Y – полунепрерывное сверху в точке σ0 замкнуто-
значное многозначное отображение.

Основным предположением, которое необходимо проверять для примене-
ния леммы 1, является (9). Понятно, что оно существенно.

Прим ер 6. Пусть X = R, σ = [0; 1], f(x, σ)≡ x2, x0 = σ0 = 0, R = 1,
Φ(σ) = {1} при σ > 0, Φ(0) = [−1; 1] и ψ(σ)≡ 0. В этом примере очевидно вы-
полняются все предположения леммы 1, кроме условия (9). При этом точка
x0 = 0 естественно не является устойчивым решением задачи (2).

Предположение (9) тесно связано с понятием неявной функции. Ниже, при
рассмотрении конечномерных задач в разделе 5, будет сформулировано одно
из возможных условий, при котором оно выполняется. Здесь же отметим,
что в том случае, когда множество ограничений от параметра σ не зависит,
т.е. Φ(σ)≡ Φ(σ0), условие (9) выполняется при ϕ(σ)≡ x0.

Примеры, аналогичные разобранным в этом разделе примерам 3, 4, 6 и
последующим далее примерам 7, 9, можно построить для произвольного за-
ранее фиксированного R > 0.

4. Устойчивость множества решений

Рассмотрим теперь случай, когда в задаче (2) минимум непрерывной
функции f достигается не обязательно в единственной точке x0, но на за-
данном непустом множестве X0 ⊂ Φ(σ0), т.е. имеет место

f(x) = min{f(ξ, σ0) : ξ ∈ Φ(σ0)} ⇔ x ∈ X0.

Отметим, что такое множество X0 замкнуто в силу непрерывности функции f
и замкнутости множества Φ(σ0).

Следующий пример показывает, что даже в одномерном случае в зада-
че без ограничений f(x)→ min, x∈BR(x0), если выпуклое множество реше-
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ний X0 задачи (2) не одноточечно, то ни одна точка из X0 может не быть
устойчивым решением в смысле определения 1.

Прим ер 7. Пусть X = R, Σ = {i−1 : i ∈ N} ∪ {0}, x0 = 0, R = 1, ψ = 0,
функция f(x) равна нулю при x ∈ [−1/2; 1/2], строго монотонно убывает на
отрезке [−1;−1/2], строго монотонно возрастает на отрезке [1/2; 1] и непре-
рывна на [−1; 1]. Ограничения в рассматриваемой задаче (2) отсутствуют и
функция f достигает минимума на множестве X0 = [−1/2; 1/2].

Зададим функции fi(x) = f(x, i−1) непрерывными на отрезке [−1; 1] и до-
стигающими нулевого минимума в единственной точке xi ∈ [−1/2; 1/2], при-
чем множество {xi} всюду плотно в отрезке [−1/2; 1/2]. Кроме того, будем
считать, что fi ⇒ f при i→∞ равномерно на [−1; 1]. Тогда для каждой точ-
ки x ∈ [−1/2; 1/2] из последовательности {xi} можно выделить сходящуюся к
ней подпоследовательность. Такие функции fi, как легко видеть, существуют.

Для функций fi, которые равномерно сходятся к f на отрезке [−1; 1], рас-
смотрим задачу без ограничений fi(x)→ min, x ∈ [−1; 1]. По построению в
ней минимум достигается в единственной точке xi, и предельными точками
множества {xi} является целый отрезок X0 длины единица. Значит, к лю-
бой точке из множества X0 можно как угодно приблизиться минимумами
возмущенных функций fi, т.е. ни одна из этих точек не является устойчивым
решением задачи (2). Пример разобран.

Несмотря на этот пример, можно получить достаточные условия, при ко-
торых минимумы x(σ) с точностью до ψ возмущенных функций f(x, σ) на
множествах Φ(σ) сходятся в смысле расстояния dist от точки x(σ) до множе-
ства X0. Напомним, что

dist(ξ,X0) := inf{‖ξ − x‖ : x ∈ X0}, ξ ∈ X.

Вначале положим

f0 := inf{f(x, σ0) : x ∈ Φ(σ0)}.

Будем предполагать, что в дополнение к имеющимся предположениям и усло-
виям (3), (6) и (7) выполняется

f(x) � f0 + δ
(
dist(x,X0)

) ∀x ∈ Φ(σ0),(19)

где функция δ задана выше при формулировке неравенства (5). При этом
предположение (4) и тем более усиливающее его предположение (5) могут не
выполняться.

Введем также дополнительное предположение относительно функции f
о ее равномерной непрерывности на X0:

f(x)→ f0 при dist(x,X0)→ 0, x ∈ BR(x0).(20)
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Лемма 2. Пусть для любого σ ∈ Σ существует ϕ(σ) ∈ Φ(σ) такое, что

dist(ϕ(σ),X0)→ 0 при σ → σ0(21)

и справедливы предположения (3), (6), (7), (19) и (20). Тогда для любых
x(σ) ∈ Φ(σ), σ 	= σ0, удовлетворяющих условию (8), имеет место

dist(x(σ),X0)→ 0 при σ → σ0.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Не теряя общности, будем считать, что
f0 = 0, x0 = 0 и, значит, BR(x0) = BR(0). Пусть утверждение леммы наруша-
ется. Тогда существуют такие последовательности {σi} и {xi}, что σi → σ0,
∀i xi = x(σi) ∈ Φ(σi) и выполнено (8), но последовательность {dist(xi,X0)}
к нулю уже не стремится. Отсюда существует такое число ε, что 0 < 2ε < R и,
после перехода к подпоследовательности, имеет место dist(xi,X0) � 2ε для
всех i.

Положим ψi = ψ(σi), т.е. определим ψi так же, как при доказательстве
леммы 1. В силу (7) существуют такие точки x̃i ∈ Φ(σ0), что ‖xi − x̃i‖ → 0.
Значит, при всех достаточно больших i имеет место dist(x̃i,X0) � ε. Отсюда
в силу предположения (19) f(x̃i) � δ(dist(x̃i,X0)) � δ(ε) > 0. Значит, суще-
ствует такое δ0 > 0, что f(x̃i) � 2δ0 для всех больших i. Отсюда в силу (6)
имеем f(xi) � 3

2δ0 для всех достаточно больших i. Следовательно, поскольку
в силу (3) функции fi = f(·, σi) сходятся равномерно к функции f на BR(0),
то fi(xi) � δ0 при всех больших i.

В силу свойств функции ψ имеем ψi → 0, i→∞. Поэтому в силу (3) су-
ществует такое натуральное i0, что для всех i � i0 имеет место

|fi(x)− f(x)|+ ψi �
δ0
4
∀x ∈ BR(0).

В силу (21) существует последовательность ϕi ∈ Φ(σi), для которой имеет
место dist(ϕi,X0)→ 0. Поэтому, увеличивая натуральное i0, из (20) при x =
= ϕi получаем, что f(ϕi) � δ0

4 . Из полученных неравенств при i � i0, так же,
как в лемме 1, находим, что fi(xi) � δ0/2. Но по проведенному построению
fi(xi) � δ0 > 0, т.е. получено противоречие. Лемма доказана.

Таким образом, из примера 7 и леммы 2 вытекает, что при естественных
требованиях, хотя решение с точностью до ψ возмущенной задачи x(σ) ни к
одной точке из множества X0 может не сходиться, тем не менее оно сходится
в смысле расстояния dist ко всему множеству X0.

Зам е ч а ни е 1. Если X0 = {x0}, то леммы 1 и 2 эквивалентны. Дей-
ствительно, в этом случае предположение (5) совпадает с (19), поскольку
dist(x,X0) = ‖x− x0‖; предположение (9) совпадает с (21), поскольку ϕ(σ)→
→ x0 ⇔ dist(ϕ(σ),X0)→ 0; а предположение (20) равносильно непрерывно-
сти f в точке x0. Остальные предположения лемм 1 и 2 совпадают дословно.

13



Предположение (19) по своему смыслу полностью совпадает с предполо-
жением (5). В частности, для конечномерного пространства X имеет место
следующий аналог примера 1.

Прим ер 8. Пусть банахово пространство X конечномерно и выполняется
условие

f(x) = f0 ∀x ∈ X0, f(x) > f0 ∀x ∈ Φ(σ0) \X0.(22)

Тогда функция δ, удовлетворяющая оценке (19), определяется по формуле

δ(r) = min
{
f(x)− f0 : x ∈ Φ(σ0), dist(x,X0) � r

}
, r � 0.

Обсудим предположение (20). Если X0 состоит из единственной точки x0,
то (20) выполняется автоматически, что является следствием непрерывности
функции f.

Если X конечномерно, то X0 компактно, поскольку замкнуто и лежит
в BR(x0). Тогда (20) выполняется также автоматически, так как являет-
ся следствием теоремы Кантора о равномерной непрерывности непрерывной
функции на компакте.

Пусть теперь X бесконечномерно, а множество X0 замкнуто и ограничено
(так как оно принадлежит BR(x0)), но не компактно. Тогда предположение
(20) существенно. Это демонстрирует следующий пример.

Прим ер 9. Предположим, что X, Σ, σ0, ψ и f(x, σ) те же, что и в при-
мере 3. Пусть x0 = 0, R = 1 и B := B1(0). Положим

a =
3

4
e1; Φ(i−1) =

{(
1− 1

2i

)
ei, a

}
, i ∈ N; Φ(0) = B.

Здесь a выбрано так, что f(a) = 1
2 .

Из определения (13) функции f очевидно, что X0 = {e1, e2, . . .} и f0 = 0.
Покажем, что выполняется (6).

Возьмем произвольные последовательности {xi ∈ Φ(i−1)} и {x̃i ∈ Φ(0)},
для которых ‖xi − x̃i‖ → 0. При каждом i, при котором ‖xi − x̃i‖ < 1/4, рас-
смотрим два случая: xi = a и xi 	= a. Пусть сначала xi = a. Тогда, поскольку
‖a− x̃i‖ < 1/4, имеем x̃i ∈ B1/2(e1). Следовательно,

f(x̃i) = 1−max{0, 1 − 2‖x̃i − e1‖} = 2‖x̃i − e1‖ � 2‖x̃i − xi‖+ 2‖xi − e1‖.

Кроме того, поскольку f(xi) = f(a) = 2‖a − e1‖ = 2‖xi − e1‖, то

f(xi) = 2‖xi − e1‖ � f(x̃i)− 2‖x̃i − xi‖.

Пусть теперь xi 	= a. Тогда xi = (1− (2i)−1)ei и непосредственным вычис-
лением (16) проверяется, что f(xi) = 1. Поскольку наибольшее значение

14



функции f равно единице, то и в этом случае имеем f(xi) � f(x̃i) � f(x̃i)−
−2‖x̃i − xi‖. Таким образом, при каждом достаточно большом i имеем

f(xi) � f(x̃i)− 2‖x̃i − xi‖ = f(x̃i)− 1(i−1).

Значит, (6) выполняется.
Условие (19) выполняется при δ(r) = r, r � 0. В самом деле, пусть x ∈ B =

= Φ(0). Возможно одно из двух: либо для некоторого i � 1 имеет место
x ∈ B1/(2i)(ei), либо x /∈ B1/(2i)(ei) для всех i. В первом случае dist(x,X0) =
= ‖x− ei‖ � 2i‖x − ei‖ = f(x), а во втором случае dist(x,X0) � 1 = f(x) в си-
лу X0 ⊂B.

Очевидно, что выполняются и остальные предположения леммы 2, кроме
предположения (20), которое нарушается. Покажем это.

Действительно, для последовательности точек xi =
(
1− 1

2i

)
ei имеет место

dist(xi,X0) = ‖xi − ei‖ = (2i)−1 → 0 при i→∞, однако f(xi) = 1 при всех i.
Но по построению f0 = 0 и, значит, f(xi) 	→ f0. Следовательно, (20) наруша-
ется.

Покажем, что утверждение леммы 2 также нарушается. Действительно,
для всех i имеем f

((
1− 1

2i

)
ei
)
= 1, а по построению f(a) = 1

2 . Следовательно,
минимум функции f на множестве Φ(i−1) при всех i достигается в единствен-
ной точке a. Поскольку при этом a /∈ X0, то утверждение леммы 2 наруша-
ется. Пример разобран.

Относительно предположения (21) справедливо замечание, вполне анало-
гичное приведенному в конце раздела 3. А именно, если множество ограни-
чений в задаче (1) от параметра σ не зависит, то условие (21) выполняется
при ϕ(σ) ≡ x ∈ X0, где x – произвольная точка из множества X0.

5. Конечномерные задачи и λ-укорочения

Обратимся к теории конечномерных экстремальных задач с параметром
σ∈Σ, где Σ⊂R

m. В ней пространство X имеет видX = R
n, а множества Φ(σ)

определяются как

Φ(σ) = {x ∈ X : F (x, σ) = 0} ∩BR(x0), σ ∈ Σ.(23)

Здесь F : Rn × R
m → R

m — заданное непрерывное отображение, n,m – на-
туральные числа, x0 ∈ R

n. Будем считать, что все множества Φ(σ) непусты,
σ ∈ Σ.

Рассмотрим задачу

f(x, σ)→ min, F (x, σ) = 0, x ∈ BR(x0), σ ∈ Σ.(24)

Как и ранее, выделим отдельно задачу

f(x) = f(x, σ0)→ inf, F (x, σ0) = 0, x ∈ BR(x0)(25)
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и будем считать, что x0 является ее строгим решением. Получим для за-
дачи (25) условия устойчивости решения x0 в предположении, что F (x, σ)
представимо в виде F (x, σ) = F (x)− σ. В этом частном случае F – заданное
непрерывное отображение F = (F1, . . . , Fm) : Rn → R

m, а Σ – это некоторая
окрестность точки σ0 ∈ R

m c заданной на Σ естественной метрикой из R
m.

Перед тем как сформулировать соответствующее утверждение, приведем
некоторые конструкции из [9]. В этом разделе координаты вектора x ∈ R

n

будем обозначать нижними индексами, т.е. положим x = (x1, . . . , xn). Ска-
лярное произведение в R

n будем обозначать через 〈·, ·〉.
Через D обозначим множество ненулевых n-мерных векторов d, у которых

все координаты di неотрицательны, а через D̂ ⊂D – множество всех ненуле-
вых целочисленных векторов z = (z1, . . . , zn) ∈ D. Для x ∈ R

n, z ∈ D̂ и d ∈ D
положим

xz :=

n∏
k=1

xzkk , |x|d :=

n∏
k=1

|xk|dk .

При этом будем считать, что xlk = |xk|l = 1 при l = 0. Вектор z = (z1, . . . , zn) –
это мультииндекc монома xz, а z1 + . . .+ zn – его степень.

Начнем со случая m = 1. Пусть заданы непрерывная функция g : Rn → R

и вектор λ ∈ R
n, причем λ > 0 (здесь и далее имеется ввиду покоординатное

неравенство λi > 0, i = 1, n).

Опр е д е л е н и е 2. Функция p : Rn → R называется λ-укорочением функ-
ции g в окрестности точки x0 ∈ R

n, если существует α > 0, для которого
выполнено:
1) существует непустое конечное множество Ẑ ⊂ D̂ такое, что

p(x) =
∑
z∈ ̂Z

pzx
z, pz ∈ R, pz 	= 0, 〈λ, z〉 = α ∀z ∈ Ẑ;

2) существуют число K > 0, конечное множество Z ⊂D и непрерывная
функция Δ : Rn → R такие, что функция g в некоторой окрестности
точки x0 представима в виде

g(x) = g(x0) + p(x− x0) + Δ(x− x0),

причем

|Δ(x− x0)| � K
∑
d∈Z
|x− x0|d, 〈λ, d〉 > α ∀d ∈ Z.

Приведем пример, иллюстрирующий определение 2.

Прим ер 10. Пусть n = 2, x0 = 0 и

g(x) = sinx31 + 2x1 sinx2 + x32 + 3x1x
2
2 + 4x21x2.
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Имеем следующие λ-укорочения (единственные для каждого λ):

λ = (1, 1) ⇒ p(x) = 2x1x2, α = 2;

λ = (1, 2) ⇒ p(x) = x31 + 2x1x2, α = 3;

λ = (2, 1) ⇒ p(x) = 2x1x2 + x32, α = 3;

λ = (1, 3) ⇒ p(x) = x31, α = 3;

λ = (3, 1) ⇒ p(x) = x32, α = 3.

Других λ-укорочений у данной функции g нет.

Опр е д е л е н и е 3. Отображение P : Rn → R
m называется λ-укорочени-

ем отображения F : Rn → R
m в окрестности точки x0, если компонента Pi

является λ-укорочением компоненты Fi в окрестности этой же точки, i =
= 1,m.

Пусть задан вектор h ∈ R
n. Будем говорить, что λ-укорочение P регулярно

по направлению h, если

P (h) = 0, imP ′(h) = R
m.

Построенные в условиях примера 10 λ-укорочения при λ = (1, 1) и
λ = (1, 2) регулярны по направлениям h = (0,±1), при λ = (1, 1) и λ = (2, 1)
регулярны по направлениям h = (±1, 0), а λ-укорочения, построенные при
λ = (1, 3) и λ = (3, 1), не имеют регулярных направлений.

Из [9, теорема 1], вытекает следующее утверждение.

Предл ожени е 1. Пусть P для λ > 0 является λ-укорочением отобра-
жения F в окрестности точки x0, которое регулярно по некоторо-
му направлению h ∈ R

n и F (x0) = σ0. Тогда существуют такие окрест-
ность O(σ0) точки σ0 и положительные числа c и β, что для любого
σ ∈ O(σ0) существует решение ϕ = ϕ(σ) уравнения F (x) = σ, для которо-
го справедлива оценка

‖ϕ(σ) − x0‖ � c‖σ − σ0‖β .

Те ор ем а 1. Пусть заданы R > 0 и непрерывное отображение F :
BR(x0)→ Σ. Рассмотрим зависящую от параметра σ задачу минимизации
непрерывных функций f(x, σ) с конечным числом непрерывных ограничений
типа равенств

f(x, σ)→ min, F (x) = σ, x ∈ BR(x0), σ ∈ Σ.(26)

Пусть существуют h ∈ R
n, вектор λ > 0 и отображение P : Rn → R

m

такие, что P является λ-укорочением отображения F в окрестности точ-
ки x0, регулярным по направлению h. Тогда для любой функции f , удовле-
творяющей только условиям (3) и (4), точка x0 является устойчивым ре-
шением задачи (26) при σ = σ0.
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Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Положим Φ(σ) = {x : F (x) = σ}. То-
гда для рассматриваемой задачи выполнены все предположения леммы 1.
Действительно, справедливость (5) вытекает из конечномерности простран-
ства X, условия (4) и примера 1. Справедливость (6) вытекает из конеч-
номерности X и теоремы Кантора. Наконец, справедливость (7) вытекает
из конечномерности X и того, что рассматривается задача с ограничениями
только типа равенств, т.е. выполнены условия примера 5. При этом в (18)
полагаем C = {0}.

Докажем условие (9). В силу предположения теоремы относительно λ-уко-
рочения отображения F в окрестности точки x0 выполняются все условия
предложения 1 относительно решений уравнения F (x) = σ. Из него выте-
кает, что это уравнение в некоторой окрестности точки σ0 имеет такое ре-
шение ϕ(σ), что ϕ(σ0) = x0 и функция ϕ непрерывна в точке σ0. Используя
непрерывность функции ϕ и уменьшая при необходимости указанную окрест-
ность, добьемся того, чтобы иметь ϕ(σ) ∈ BR(x0) для всех σ из этой окрест-
ности. Для остальных σ ∈ Σ выберем ϕ(σ) ∈ Φ(σ) произвольно. Тогда по по-
строению ϕ(σ) ∈ Φ(σ) ∀σ ∈ Σ и, кроме того, ϕ(σ)→ x0 при σ → σ0. Поэтому
условие (9) выполняется. Для завершения доказательства остается приме-
нить лемму 1. Теорема доказана.

Приведем пример использования теоремы 1.

Прим ер 11. Пусть n = 3, m = 2, x0 = 0, Σ – окрестность нуля в R
2 и

σ0 = 0. Непосредственно проверяется, что при λ = (9, 6, 4) отображение

F (x) = (x21 + x32, x
2
2 + x33), x ∈ R

3,

является в окрестности нуля λ-укорочением самого себя, регулярным по на-
правлению h = (1,−1,−1).

Рассмотрим задачу (26), в которой функции f(x, σ), σ ∈ Σ, могут быть
произвольными непрерывными в некотором шаре радиуса R > 0 с центром
в нуле в R

3 и сходящимися при σ → 0 равномерно на этом шаре к некоторой
функции f , имеющей в нуле строгий минимум. Тогда в силу теоремы 1 реше-
ние x0 = 0 задачи (26) при σ = σ0 является устойчивым. Пример разобран.

В заключение приведем результат, использующий конструкции из разде-
ла 4 и, в частности, лемму 2. Для этого предположим, что в задаче (25) мини-
мум достигается не в точке x0, а на заданном непустом множестве X0 ⊂ Φ(σ0),
где Φ(σ) имеет вид (23). При этом F (x, σ) = F (x)− σ. Иными словами, вы-
полняется

f(x) = f0 = min{f(ξ, σ0) : F (ξ) = σ0, ξ ∈ BR(x0)} ⇔ x ∈ X0.

Последнее эквивалентно тому, что имеет место (22).

Те ор ем а 2. Пусть заданы R > 0 и непрерывное отображение F :
BR(x0)→ Σ. Рассмотрим зависящую от параметра σ задачу минимизации
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непрерывных функций f(x, σ) с конечным числом непрерывных ограничений
типа равенств

f(x, σ)→ min, F (x) = σ, x ∈ BR(x0), σ ∈ Σ

и множество X0 ⊂BR(x0) такое, что F (x) = σ0 и f(x, σ0) = f0 ∀x ∈ X0.
Пусть существуют h ∈ R

n, x̃ ∈ X0, вектор λ > 0 и отображение P :
R
n → R

m такие, что P является λ-укорочением отображения F в окрест-
ности точки x̃, регулярным по направлению h, причем x̃ ∈ intBR(x0), т.е.
x̃ не лежит на границе шара BR(x0). Тогда для любой функции f , удовле-
творяющей только условиям (3) и (22), справедлив результат леммы 2.
А именно, для любых точек x(σ) ∈ Φ(σ), σ 	= σ0, удовлетворяющих усло-
вию (8), имеет место

dist(x(σ),X0)→ 0 при σ → σ0.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Для рассматриваемой задачи выпол-
нены все предположения леммы 2. В самом деле, справедливость (6) и (7)
установлена при доказательстве теоремы 1. Справедливость (19) вытекает
из конечномерности пространства X, условия (22) и примера 8. Справедли-
вость (20) вытекает из конечномерности X и теоремы Кантора. Доказатель-
ство условия (21) проведем аналогично доказательству условия (9) из преды-
дущей теоремы. А именно, в силу предположения относительно λ-укорочения
получим для уравнения F (x) = σ такое решение ϕ(σ) в некоторой окрестно-
сти σ0, что ϕ(σ0) = x̃ и функция ϕ непрерывна в точке σ0. Вновь используя
непрерывность функции ϕ и уменьшая при необходимости указанную окрест-
ность, добьемся того, чтобы иметь ϕ(σ) ∈ BR(x0) для всех σ из этой окрестно-
сти. Последнее возможно в силу предположения x̃ ∈ intBR(x0). Для осталь-
ных σ ∈ Σ выберем ϕ(σ) ∈ Φ(σ) произвольно. Тогда по построению имеем
ϕ(σ) ∈ Φ(σ) ∀σ ∈ Σ и, кроме того, ϕ(σ)→ x̃ ∈ X0 при σ → σ0. Поэтому усло-
вие (21) выполняется. Для завершения доказательства остается применить
лемму 2. Теорема доказана.

Отметим, что теорема 1 непосредственно вытекает из теоремы 2 в том
случае, когда X0 = {x0}. При этом в условиях теоремы 2 полагаем x̃ = x0.
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О БИФУРКАЦИЯХ ГРАНИЧНОГО СТОЛКНОВЕНИЯ
В ИМПУЛЬСНОЙ СИСТЕМЕ1

Исследуются бифуркации граничного столкновения («border-collision
bifurcations») в кусочно-гладком отображении, описывающем поведение
импульсной системы автоматического управления. Показано, что в об-
ласти колебательных движений такое отображение является кусочно-
линейным непрерывным. Известно, что в кусочно-линейных отображе-
ниях классические бифуркации, например бифуркация удвоения перио-
да, касательная и вилообразная бифуркации, становятся вырожденны-
ми («degenerate bifurcations»), сочетая свойства как гладких, так и би-
фуркаций граничного столкновения. Выявлены необычные свойства рас-
сматриваемого класса динамических систем, проявляющиеся в том, что
бифуркации граничного столкновения коразмерности один, включая и
вырожденные, происходят, когда пара точек периодической орбиты одно-
временно сталкивается с двумя многообразиями переключения. Числен-
но и аналитически изучены бифуркации «слияния» («merging»), «рас-
ширения» («expansion»), связанные с гомоклиническими бифуркациями
неустойчивых периодических орбит.

Ключевые слова: импульсная система, дифференциальные уравнения с
разрывной правой частью, бимодальное кусочно-линейное отображение,
бифуркации граничного столкновения, вырожденные бифуркации, би-
фуркации «слияния» и «расширения», хаотические колебания.
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1. Введение

Рассмотрим импульсную систему, поведение которой описывается диффе-
ренциальным уравнением с разрывной правой частью [1–8]

T

T0
ẋ+ x = f(t, ϕ)− μ, x ∈ R,(1)

f(t, ϕ)≡ f(t+ 1, ϕ), 0 � μ < 1, ϕ = q − x(t).
1 Жусубалиев Ж.Т. поддержан Минобрнауки РФ программой стратегического акаде-

мического лидерства «Приоритет-2030» (1.7.21/S − 2, 1.71.23Π). Работа Сопуева У.А. под-
держана грантом № 14-22 Ошского государственного университета.
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а б

Рис. 1. Формирование импульсов управления.

Здесь, как и в [8], x – выход системы; ẋ – производная x по безразмерному
времени t; T0 – период модуляции [8]; T– постоянная времени; q, μ – пара-
метры; ϕ, f – сигналы на входе и выходе модулятора.

В пределах каждого из временных интервалов k < t < k + 1, k = 0, 1, 2, . . .
выходной сигнал f модулятора определяется как [8, 9]:

f =

{
1, k � t � tk;

0, tk < t < k + 1.
(2)

В (2) tk – моменты переключения модулятора f = 1→ f = 0 (рис. 1),

tk =

⎧⎪⎨⎪⎩
k, ϕ+

k � 0;

tk∗, ϕ+
k > 0 и ϕ−

k+1 < 0;

k + 1, ϕ−
k+1 � 0,

(3)

ϕ±
k = lim

t→k±0
ϕ(t), k � tk � k + 1.
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Рис. 2. График функции ϕ(t) для случая когда ϕ+
k > 0 и ϕ−

k+1 < 0.

Здесь

ϕ(t) = q − x(t),
где

x(t) = 1− μ+ eλ(t−k) (xk − 1 + μ), λ = −T0/T
есть решение уравнения (1) при f = 1 с начальным условием x(t)|t=k = xk,
а tk∗ – корень уравнения

ϕ(t) = q − x(t) = q − 1 + μ− eλ(t−k) = 0.(4)

Легко заметить, что фyнкция ϕ(t) монотонно убывает на промежутке t ∈
∈ [k, k + 1], принимая на концах [k + 0, k + 1 − 0] значения ϕ+

k и ϕ−
k+1 такие,

что ϕ+
k > ϕ−

k+1, где −μ < xk < 1− μ.
Если ϕ+

k > 0 и ϕ−
k+1 < 0, то в силу монотонности ϕ(t) уравнение (4) имеет

единственное решение

tk∗ = k +
1

λ
ln

q − 1 + μ

xk − 1 + μ
, k < tk∗ < k + 1.(5)

График функции ϕ(t) изображен на рис. 2.
Если ϕ+

k < 0 или ϕ−
k+1 > 0, то уравнение (4) не имеет корня. Тогда tk = k,

если ϕ+
k < 0, и tk = k + 1, если ϕ−

k+1 > 0. В этих случаях говорят, что моду-
лятор насыщается.

Период периодического решения уравнения (1) в общем случае является
кратным периоду внешнего воздействия. Решение с таким периодом будем
называть циклом периода m или m-циклом, m = 1, . . . .

Параметры: q = 0,356; λ = −0,6, 0 < μ < 1. Здесь μ – варьируемый пара-
метр. На рис. 3 приведены результаты численных расчетов, иллюстрирующие
периодические и хаотические решения (1) при разных значениях парамет-
ра μ. На рис. 3,a изображены x(t) и выходной сигнал f модулятора, отвечаю-
щие периодическим колебаниям с периодом внешнего воздействия (1-циклу)
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Рис. 3. а – Периодические колебания сm = 1: x(t) = x(t+1), μ = 0,18. б – Колебания
с удвоенным периодом m = 2: x(t) = x(t + 2), μ = 0,36. в – Хаотический режим,
μ = 0,4754.

x(t) = x(t+ 1) при μ = 0,18. Рисунок 3,б демонстрирует периодическое реше-
ние (1) с удвоенным периодом (2-цикл) x(t) = x(t+ 2) (μ = 0,36). На рис. 3,в
показан пример хаотических колебаний (μ = 0,4754).

Рисунок 3 иллюстрирует типичное свойство нелинейных импульсных си-
стем [7, 9]. Исследование механизмов перехода от одного колебательного дви-
жения к другому при вариации параметров в целях прогнозирования, обна-
ружения и подавления нерегулярных колебаний, управления колебательной
системой представляет одну из актуальных задач современной нелинейной
динамики и теории управления [10, 11].
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Дифференциальные уравнения вида (1) обычно сводятся к кусочно-
гладким отображениям F : I → I, I ⊆ R

F : x �→ F (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
F1(x), x ∈ S1;
F2(x), x ∈ S2;
· · · · · ·
Fp(x), x ∈ Sp, p ∈ N

+.

(6)

Каждая из Fi, i = 1, . . . , p в (6) есть Cr – гладкая функция (r � 1) по x в своей
области определения Si; N

+ – множество положительных целых чисел (без
нуля). Границы Si называются многообразиями переключения («switching
manifolds»), в которых F является недифференцируемой. Неподвижные точ-
ки отображения (6) отвечают периодическим решениям уравнения (1) с пе-
риодом внешнего воздействия.

При вариации параметров неподвижная точка, попадает на одну из
границ, разделяющих области определения функций Fi, i = 1, . . . , p. Это
приводит к изменениям топологической структуры фазового пространства
из-за нарушения условия существования неподвижной точки или цикла.
Подобные перестройки фазового пространства кусочно-гладких отображе-
ний называются бифуркациями граничного столкновения («border collision
bifurcations») [12] или «С-бифуркациями» [13–15].

Бифуркации граничного столкновения не имеют аналогов в гладких ди-
намических системах и индуцируют чрезвычайно большое многообразие
нелинейных явлений, например удвоение или «умножение» периода коле-
баний, одновременное возникновение нескольких сосуществующих аттракто-
ров [16, 17] или рождение из неподвижной точки хаотического аттрактора в
результате единственной бифуркации [12, 18–25].

Обратим внимание на то, что такие бифукации не связаны с нарушени-
ем условия гиперболичности неподвижных точек или циклов, поэтому они
не поддаются описанию и интерпретации методами классической теории би-
фуркаций [26, 27].

В представленной работе численно и аналитически изучаются бифуркации
граничного столкновения в кусочно-гладком отображении, полученном из
уравнения (1). Показано, что в области колебательных движений такое отоб-
ражение является кусочно-линейным непрерывным. Известно, что в кусоч-
но-линейных отображениях классические бифуркации, например, бифурка-
ция удвоения периода, касательная и вилообразная бифуркации, становятся
вырожденными («degenerate bifurcations») [25, 28], сочетая свойства как глад-
ких, так и бифуркаций граничного столкновения.

Главная особенность рассматриваемой динамической системы состоит в
том, что бифуркации граничного столкновения коразмерности один, вклю-
чая и вырожденные, происходят, когда пара точек периодической орбиты
одновременно сталкивается с двумя многообразиями переключения.
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Исследуются так называемые бифуркации «слияния» («merging»), «рас-
ширения» («expansion») [25, 28–31], связанные с гомоклиническими бифурка-
циями неустойчивых периодических орбит. Бифуркации «слияния» и «рас-
ширения» известны еще как «кризисы хаотических аттракторов» («merging
crisis», «interior crisis», см., например, [32–34]).

Особый интерес представляют механизмы, при которых хаотический ат-
трактор претерпевает внезапные изменения. Различают два вида таких пере-
ходов. Хаотический аттрактор может внезапно исчезнуть из-за «граничного
кризиса» («final bifurcation», «boundary crisis») или внезапно измениться в
размерах из-за «внутреннего кризиса» («expansion»,«interior crisis»). В пред-
ставленной работе исследуется «внутренний кризис».

2. Кусочно-гладкое отображение

Во временном интервале k < t � tk сигнал на выходе модулятора f = 1
и (1) принимает вид

ẋ = λ(x+ μ− 1), xk = x(t)|t=k ,

решение которого

x(t) = eλ(t−k) (xk − 1 + μ) + 1− μ.

Отсюда для t = tk имеем

x(tk) = eλ(tk−k) (xk − 1 + μ) + 1− μ.

В промежутке tk < t < k+1 сигнал f = 0. Подставив f = 0 в (1), получим
линейное уравнение с постоянным коэффициентом

ẋ = λ (x+ μ)− μ,

решение которого с начальным условием

x(tk) = eλ(tk−k) (xk − 1 + μ) + 1− μ
будет иметь вид

x(t) = eλ(t−k) (xk − 1 + μ)− μ+ eλ(t−tk).

Отсюда для t = k + 1 следует, что

xk+1 = eλ (xk − 1 + μ)− μ+ eλ(k+1−tk).(7)

Обозначив zk = tk − k, перепишем выражение (7) в виде

xk+1 = F (xk), F (x) = eλ (x− 1 + μ)− μ+ eλ(1−z),(8)
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где z (0 � z � 1) на основании (3) и формулы (5) находится как:

z =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, q − x � 0;
1

λ
ln
q − 1 + μ

x− 1 + μ
, q − x > 0 и q − 1 + μ− eλ(x− 1 + μ) < 0;

1, q − 1 + μ− eλ(x− 1 + μ) � 0.

(9)

Переменная z называется коэффициентом заполнения импульса (относитель-
ная ширина импульса) [8].

Утв е ржд е ни е 1. Функция F (x) (8) является кусочно-линейной. Более
того, если μ < 1− q, то F (x) непрерывна и разрывна, если μ > 1− q.
Дока з а т е л ь с т в о. Покажем сначала, что в интервалаx x∈ (−∞; 1− μ+

+(q − 1 + μ)/eλ) и x ∈ (q +∞) функция F (x) линейно возрастающая. Обо-
значим F (x) в указанных интервалах через FL(x) и FR(x) соответственно.
Найдем FL(x) и FR(x), подставив соответствующие значения z из (9) в раз-
ностное уравнение (8).

Запишем F (x), подставив в (8) значение z = 1,

FL(x) = F (x)|z=1 = eλ(x− 1 + μ)− μ.
Функция FL(x) линейно возрастающая во всей своей области определения
(−∞; 1− μ+ (q − 1 + μ)/eλ), так как производная F ′

L(x) положительная:
F ′
L(x) = eλ > 0.
Аналогичным образом находим

FR(x) = F (x)|z=0 = eλ(x+ μ)− μ,
которая также линейно возрастающая на промежутке (q; +∞), где она опре-
делена.

Остается показать, что на интервале [1− μ+ (q − 1 + μ)/eλ; q] функ-
ция F (x) линейно убывающая. Обозначим ее через FM(x):

FM(x) = eλ (x− 1 + μ)− μ+ eλ/eλ z.(10)

Разрешим уравнение (4)

q − x(t) = 0, x(t) = q − 1 + μ− eλz(xk − 1 + μ), z = t− k
относительно eλz:

eλz =
q − 1 +m

xk − 1 + μ
.(11)

Подставив полученное выражение (11) для eλz в (10) и опуская индекс k в xk
(см. (11)), получим

FM(x) =
q + μ

q − 1 + μ
eλ(x− 1 + μ)− μ.
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Рис. 4. Бимодальное кусочно-линейное отображение.

Область определения FM(x) есть промежуток [1− μ+ (q − 1 + μ)/eλ; q]. Так
как q+μ

q−1+μ eλ < 0, то FM(x) убывающая.
Докажем теперь непрерывность F (x) на границах, разделяющих FL(x),

FM(x) и FM(x), FR(x). Введем следующие обозначения для границ:

cL = 1− μ+
q − 1 + μ

eλ
, cR = q.

Так как

lim
x=cL−0

F (x) = FL(cL); lim
x=cL+0

F (x) = FM(cL),

FM(cL) = FL(cL) = eλ(cL − 1 + μ) + 1− μ,
то F (x) непрерывна в точке x = cL. Аналогично доказывается непрерывность
F (x) в точке x = cR.

Легко проверить, что если μ = 1 − q, то cL = cR = q. Поэтому в области
μ � 1− q функция F (x) становится разрывной:

F (x) =

{
FL(x) = eλ(x− 1 + μ) + 1− μ, x < q;

FR(x) = eλ(x+ μ)− μ, x � q,
(12)

FL(q) 	= FR(q).

Итак, если μ < 1−q, то F (x) необратимая и непрерывная, а при μ � 1−q –
обратимая и разрывная. Утверждение 1 доказано.

Окончательно отображение (8) F : I → R, I ⊆ R можно записать в виде

F : x �→ F (x), F (x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
FL(x) = a x+ bL, x < cL;

FM(x) = aM x+ bM, cL � x � cR;

FR(x) = a x+ bR, x > cL,

(13)
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Рис. 5. Разрывное отображение.

где

a = eλ, bL = (1− μ) (1− eλ), bR = μ (eλ − 1), aM =
q + μ

q − 1 + μ
eλ,

bM =
q + μ

q − 1 + μ
eλ (μ− 1)− μ, cL = 1− μ+

q − 1 + μ

eλ
, cR = q.

График функции F (x) показан на рис. 4. Здесь точки cL и cR являются
границами, разделяющими области определения функций FL(x), FM(x) и
FR(x), и называются многообразиями переключения [21].

Заметим, что разрывное отображение (12) при μ > 1− q имеет единствен-
ную устойчивую неподвижную точку

FL(x)− x = 0, FL = a (x− 1 + μ) + 1− μ,

отвечающую состоянию равновесия уравнения (1): x − 1 + μ = 0 (рис. 5,а).
При μ = 1−q существует полуустойчивая неподвижная точка: слева она при-
тягивающая, а справа – отталкивающая (рис. 5,б ). Следовательно, область
колебательных движений рассматриваемой системы ecть 0 < μ < 1− q.

Прежде чем продолжить, напомним основные понятия [25, 35] и отме-
тим некоторые свойства отображения (13), которые понадобятся в дальней-
шем. Для этого перепишем (13) в эквивалентной форме: xk+1 = F (xk), k =
= 0, 1, 2, . . . .

• Точка x1 = F (x0), в которую отображается за одну итерацию F точка x0 ∈
∈ I, I ⊆ R, называется образом ранга один x0.

• Любая точка x0, такая что F (x0) = x1, называется прообразом ранга один
точки x1, или x1 = F−1(x0), где F−1(x) – обратная функция. Образы и
прообразы ранга k точки x0 определяются как F k(x0) = F ◦ F ◦ . . . ◦ F (x0)
и F−k(x0) = F−1 ◦ F−1 ◦ . . . ◦ F−1(x0), k = 1, 2, . . . . (см. [35]).
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• Для каждого x0 ∈ I отображение xk+1 = F (xk) определяет некоторую по-
следовательность точек:

x0, F (x0), F
2(x0), . . . , F

k(x0), . . . .

Эта последовательность называется положительной полутраекторией точ-
ки x0 и обозначается как O+(x0):

O+(x0) = {x0 ∈ I : x0, F
k(x0), k = 1, 2, . . .}.

• При определении отрицательной O−(x0) полутраектории могут возник-
нуть сложности из-за необратимости отображения. Но если взять все про-
образы x0, то

O−(x0) = {x ∈ I : F k(x) = x0, k = 0, 1, 2, . . .}.

• Если

Fm(x0)− x0 = 0

в O+(x0) при некотором m > 0, то x0 – периодическая точка. Заметим, что
если x0 есть m-периодическая точка, то она является k m-периодической
для любого положительного целого k. Поэтому под m понимается наи-
меньший период [26]. Таким образом, если m – наименьшее положитель-
ное целое число, обладающее таким свойством, то m называют периодом
цикла.

• Пусть x0 – периодическая точка. Тогда конечная последовательность раз-
личных точек

Om(x0) = {x0 ∈ I : x0, F
k(x0), k = 1, 2, . . . ,m− 1},

Fm(x0) = x0, F
k(x0) 	= x0

называется периодической орбитой периода m или m-циклом. В случае
m = 1 имеем

F (x0)− x0 = 0.

Тогда говорят, что x0 есть неподвижная точка или 1-цикл отображения.
Очевидно, что орбита неподвижной точки состоит из одной точки O(x0) =
= {x0} [26].

• Если x0 – периодическая точка периода m, то она является неподвижной
точкой функции Fm(x) [26].

• Множество E ⊆ I является инвариантным F , если F (E) = E. Это озна-
чает, что если x ∈ E, то F (x) ∈ E. Примерами простейших инвариантных
множеств являются непродвижная точка и периодическая орбита.
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• Цикл периода m называется устойчивым, если

ρ(Om) =

∣∣∣∣∣
m−1∏
k=0

F ′(xk)

∣∣∣∣∣ < 1, xk = F k(x0),

где xk – периодические точки. Величина ρ(Om) называется мультиплика-
тором m-цикла [26].

• Если ρ(Om) 	= 1, тоm-цикл называется гиперболическим, в противном слу-
чае – негиперболическим.

• Как можно видеть из рис. 4, функция F (x) имеет два локальных экстре-
мума в точках недифференцируемости (рис. 4,б ): максимум в x = cL =
= 1− μ+ q−1+μ

eλ
и минимум в x = cR = q. Точки локальных экстрему-

мов F (x) отображаются в так называемые критические точки [25, 35] c0 =
= FL(cL), c1 = FR(cR), являющиеся образами ранга один точек cL и cR
соответственно.

• Множество J называется поглощающим, если [25]:
(а) F (J) ⊆ J (т.е. либо J инвариантно F (J) = J , либо оно строго отобра-
жается само в себя F (J)⊆ J);
(б) существует окрестность U множества J такая, что для любого x ∈ U
имеется конечное число k > 1 такое, что F k(x) ∈ J ;
(в) J ограничено двумя различными критическими точками или критиче-
ской точкой и ее образами.

• Как было показано ранее (см. (13) и рис. 4), рассматривается бимодальное
кусочно-линейное непрерывное отображение. Для описания орбиты такой
системы, следуя [25], можно использовать три символа L,M и R («left»,
«middle », «right»). Тогда орбита {xi = F i(x0)}, i = 0, 1, 2, . . . описывается
последовательностью:

σ0σ1σ2 · · · ,
где символ σi, i = 0, 1, 2, . . . в этой последовательности для каждого i � 0
определяется как

σi =

⎧⎪⎨⎪⎩
L, xi < cL;
M, cL < xi < cR;
R, xi > cR.

Для непрерывных отображений не имеет значения, какой символ исполь-
зовать для граничных точек (т.е. для точек локальных экстремумов, см.
рис. 4) L, M или R, поскольку образы таких точек определяются одно-
значно.

• Как известно, в кусочно-гладких системах возможны разные типы перио-
дических движений с одинаковым периодом. Поэтому для описания m-пе-
риодического движения конкретного типа будем использовать обозначение
Oσ0σ1σ2 ···σm−1 .
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Лемма 1. Пусть cL и cR – точки локальных экстремумов функции F (x)
(13) (многообразия переключения). Тогда для критической точки c0 = F (cL)
и ее прообраза ранга один справедливы равенства

F (cL) = cR, F−1(cR) = cL,(14)

где F (·) = FL/M(·).
Дока з а т е л ь с т в о. Доказательство леммы 1 состоит в проверке ра-

венств (14). Найдем сначала F−1
L (x) и F−1

M (x):

F−1
L (x) = e−λ (x− 1 + μ) + 1− μ,

F−1
M (x) =

q − 1 + μ

(q + μ) eλ
(x+ μ) + 1− μ.(15)

Так как cL = 1−μ+ (q− 1+μ)/eλ и cR = q, то, подставив выражение для cL
и cR в левую часть равенств (14), получим

FL/M(cL) = q; F−1
L/M(cR) = 1− μ+ (q − 1 + μ)/eλ.

Лемма 1 доказана.

Отсюда вытекает следующее утверждение.
Утв е ржд е ни е 2. Пусть Om — цикл периода m. Если при вариации па-

раметров хотя бы одна из точек m-периодической орбиты Om оказывается
на одной из границ cL или cR (т.е. m-цикл Om претерпевает бифуркацию
граничного столкновения), то существует другая точка, лежащая на вто-
рой границе, так что для этой пары справедливо (14).

Это означает, что в рассматриваемой системе бифуркации гранично-
го столкновения происходят, когда пара точек периодической орбиты Om

одновременно сталкивается с двумя многообразиями переключения. Та-
ким образом, в точке бифуракции имеем периодическую орбиту Om =
= {x0, F (x0), F 2(x0), . . . , F

m−1(x0)}, Fm(x0)− x0 = 0, x0 = cL, F (x0) = cR,
которая может быть гиперболической или негиперболической (в случае вы-
рожденной бифуркации).

3. Бифуркационный анализ и численные эксперименты

В области колебательных движений отображение (13) имеет единствен-
ную неподвижную точку OM = {x∗} (1-цикл), принадлежащую промежут-
ку [cL, q] (рис. 6,а,б ):

x∗ =
(q + μ) eλ

(q + μ) eλ − q + 1− μ − μ.(16)

Устойчивость OM определяется неравенством

|ρ (OM) | < 1, ρ (OM) =
q + μ

q − 1 + μ
eλ.
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Рис. 6. а – Бифуркационная диаграмма. б – Устойчивая неподвижная точка при

0 < μ <
1

1 + eλ
− q.

Рис. 7. а – Вырожденная бифуркация удвоения периода в точке μ1
Flip. б – Графики

функций F (x) и F 2(x) в точке бифуркации.

При μ = μFlip неподвижная точка OM претерпевает вырожденную бифур-
кацию удвоения периода (рис. 6,a и рис. 7,a), когда

ρ (OM) =
q + μ

q − 1 + μ
eλ = −1.

Решив это уравнение относительно μ, получим бифуркационное значение па-
раметра (точку вырожденной бифуркации удвоения периода):

μ1Flip =
1

1 + eλ
− q.

В результате такой бифуркации возникает негиперболический цикл O2 =
= {p0, p1} периода 2 с мультипликатором +1 (рис. 7,а,б ), для которого

FR ◦ FL(cL) = cL, FL ◦ FR(cR) = q.
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Периодические точки p0, p1 цикла O2 в силу леммы 1 (см. рис. 7) равны
критическим точкам ранга один c0 = FL(cL) = cR и c1 = FR(cR) = cL:

p0 = FR(cR) = q − 1− eλ

1 + e2λ
, p1 = FL(cL) = q.

Причем любая точка x ∈ J , J = [cL; cR] =
[
q − 1−eλ

1+eλ
; q
]
, за исключени-

ем OM, периодическая с периодом 2.

Действительно (см. рис. 7,б ), в промежутке J =
[
q − 1−eλ

1+eλ
; q
]
имеем:

F (x) = −(x− 1 + μ) + μ = −x+ 1 и F 2(x) = x.

Отсюда в точке μ = μ1Flip

F ([FM(cL); q]) = [FM(cL); q],

где

cL = q − 1− eλ

1 + eλ
.

При переходе параметра μ через μ1Flip неподвижная точка OM теря-
ет устойчивость, а негиперболический 2-цикл O2 становится устойчивым
OLM = {xLM0 , xLM1 } (см. рис. 8,а), где периодические точки есть

xLM0 = −μ+ 1− eλ (q − 1 + μ)

q − 1 + μ− (q + μ)e2λ
,

xLM1 = −μ− e2λ (q + μ)

q − 1 + μ− (q + μ)e2λ
.

Цикл OLM устойчив в диапазоне

1

1 + eλ
− q < μ <

1

1 + e2λ
− q.

При дальнейшем увеличении параметра 2-цикл OLM (рис. 8,б ) претерпе-
вает вырожденную бифуркацию удвоения периода. Бифуркационное значе-
ние параметра найдем из условия

ρ (OLM) =
e2λ (q + μ)

q − 1 + μ
= −1.

Отсюда получим

μ2Flip =
1

1 + e2λ
− q.
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Рис. 8. а – Бифуркационная диаграмма, иллюстрирующая вырожденную бифурка-
цию удвоения периода 2-цикла OLM. б – Устойчивый 2-цикл OLM = {xLM

0 , xLM
1 } в

области μ1
Flip < μ < μ2

Flip. в – Графики функций F (x) и F
4(x) в точке бифуркации.

Такая бифуркация приводит к возникновению 4-цикла O4, для которого
в точке μ = μ2Flip справедливо условие

FM ◦ FL ◦ FR ◦ FL(cL) = cL.

Как можно видеть из рис. 8,б,в , если μ = μ2Flip, то периодические точки p3, p4
4-цикла O4 = {p0, p1, p2, p3}, согласно лемме 1, лежат на многообразиях пере-
ключения cL, cR:

p2 = cL =
e2λ − eλ

1 + e2λ
+ q, p4 = cR = q.

Как и в предыдущем случае, все точки x ∈ J , J = J1
⋃
J2, за исключением

периодических точек 2-цикла OLM, являются периодическими с периодом 4
(см. рис. 8,б ). Здесь J1 = [FR(q), q], J1 = [FL ◦ FR(q), q].

При μ > μ2Flip из негиперболического 4-цикла O4 возникает четырехполос-
ный хаотический аттрактор (рис. 9,а), который существует в промежутке
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Рис. 9. а – Четырехполосный (4-band) хаотический аттрактор. б – Переход от четы-
рехполосного хаотического аттрактора в двухполосный в точке μ2

H1 через гомокли-
ническую бифуркацию неустойчивого 2-цикла OLM. в – Переход от двухполосного
хаотического аттрактора в однополосный в точке μ2

H2 через гомоклиническую би-
фуркацию неустойчивой неподвижной точки OM.

μ2Flip < μ < μ2H1 (рис. 8,а). В точке μ = μ2H1 четырехполосный хаотический
аттрактор переходит в двухполосный через так называемую бифуркацию
«слияния» («merging»), связанную с гомоклинической бифуркацией неустой-
чивого 2-цикла QLM =

{
xLM0 , xLM1

}
(рис. 8,а).

Опр е д е л е н и е 1. Предположим, что хаотический аттрактор Ak со-
стоит из k полос, k > 2, и существует неустойчивый m-цикл Om, m < k с
отрицательным мультипликатором, расположенный на границе непосред-
ственного бассейна притяжения Ak. Бифуркация «слияния» возникает,
если при некотором значении параметра аттрактор Ak сталкивается с m-
циклом Om и полосы хаотического аттрактора, контактирующие с циклом
Om, попарно сливаются [25].

Поскольку границы хаотического аттрактора образованы критическими
точками и их образами, то в момент бифуркации цикл Om сталкивается
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с некоторыми из них. Это приводит к появлению гомоклинической орби-
ты Om, которая является критической в момент бифуркации. Соответствен-
но, цикл Om претерпевает гомоклиническую бифуркацию. Поскольку Om

является негомоклиническим до бифуркации, то он обязательно становится
двусторонним гомоклиническим после, так как цикл с отрицательным муль-
типликатором не может быть односторонним гомоклиническим [25, 29].

Известно, что в кусочно-гладких непрерывных отображениях, когда хао-
тический аттрактор Ak, имеющий k = 2m полос перед бифуркацией, стал-
кивается с m-циклом Om, то все полосы сливаются попарно и их количество
после бифуркации уменьшается вдвое [25, 29].

На рис. 8,a и 9,a,б показан переход от четырехполосного хаотического
аттрактора к двухполосному. В данном переходе участвует неустойчивый
2-цикл OLM = {xLM0 , xLM1 } (см. рис. 8,a) с отрицательным мультипликато-
ром

ρ (OLM) =
(q + μ)

q − 1 + μ
e2λ < −1.

До бифуркации цикл OLM не является гомоклиническим. При увеличении μ
от значения μ2Flip = 1

1+e2λ
− q полосы аттрактора A4 растут (см. рис. 8,а),

а затем в точке μ2H1 сливаются попарно, сталкиваясь с периодическими точ-
ками xLM0 и xLM1 (см. рис. 8,a).

Как показано на рис. 8,а (см. также 9,б ), верхняя граница аттракто-
ра A4 равна c0 = q = FL(cL), нижняя – c1 = FR(q). Следующие границы есть
c2 = FL(c1), c3 = FL(c2), c4 = FM(c3), c5 = FM(c4), c6 = FL(c7) и c7 = FM(c6).

Бифуркационное значение параметра можно найти из условия, когда пе-
риодические точки xLM0 , xLM1 цикла OLM совпадают с критическими точка-
ми, определяющими соответствующие границы аттрактора. Таким образом,
бифуркационное значение параметра можно найти, решив любое из уравне-
ний

xLM1 = c4, xLM1 = c6, xLM0 = c5, xLM0 = c7.

Первое уравнение содержит критическую точку самого низкого ранга. По-
этому оно и было использовано для нахождения бифуркационного значения
параметра. Это уравнение имеет вид

a4(q + μ)3

(q − 1 + μ)2
− a8(q + μ)5

(q − 1 + μ)4
− a3(q + μ)2

(q − 1 + μ)2
− a6(q + μ)4

(q − 1 + μ)4
−

− a(q + μ)

q − 1 + μ
− a4(q + μ)3

(q − 1 + μ)3
+
a2(q + μ)3

q − 1 + μ
− 1 + a = 0, a = eλ.

и, решив его численно относительно μ, получим μ2H1.
При дальнейшем увеличении параметра двухполосный хаотический A2 ат-

трактор переходит в одноплоосный A1, когда в точке μ2H2 (рис. 8,a и рис. 9,в)
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Рис. 10. a – Негиперболический 3-цикл с мультипликатором +1, возникающий че-
рез бифуркацию граничного столкновения («border-collision fold»). б – Вырожден-
ная бифуркация удвоения периода 3-цикла OL2M. в – Негиперболический 6-цикл,
возникающий через вырожденную бифуркацию удвоения периода.

полосы хаотического аттрактора сливаются попарно, сталкиваясь с непо-
движной точкой OM. Бифуркационное значение параметра можно найти,
решив любое из двух уравнений

OM = c3, OM = c7.

Из первого уравнения находим:

e2λ (q + μ)2 + q + μ− 1 = 0,

положительный корень которого соответствует второй точке бифуркации
слияния

μ2H2 = −
1

2eλ

(
1−

√
1 + 4e2λ

)
.
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В точке μ3BCB возникают устойчивый и неустойчивый 3-циклы через би-
фуркацию граничного столкновения (рис. 10,a):

μ3BCB =
1− e2λ

1− e3λ
− q.

При μ > μ3BCB существуют два 3-цикла – устойчивый OL2M с отрицательным
мультипликатором и неустойчивый OLM2 с положительным мультипликато-
ром, периодические точки которых удовлетворяют уравнениям

FL ◦ FL ◦ FM(x)− x = 0, FL ◦ FM ◦ FM(x)− x = 0.

Решив эти уравнения, находим OL2M и OLM2 .
Область устойчивости 3-цикла OL2M:

1− e2λ

1− e3λ
− q < μ <

1

1 + e3λ
− q.

В точке

μ = μ3Flip =
1

1 + e3λ
− q

цикл OL2M претерпевает вырожденную бифуркацию удвоения периода. Как
и в предыдущих случаях, две периодические точки 6-цикла одновременно
сталкиваются с двумя многообразиями переключения (рис. 10,б ,в):

FL ◦ FM ◦ FL ◦ FL ◦ FR ◦ FL(cL) = cL.

При переходе через μ3Flip возникает шестиполосный хаотический аттрак-
тор, который переходит в трехполосный через гомоклиническую бифуркацию
(рис. 11,а,б ), когда полосы хаотического аттрактора (см. рис. 8,а), сливаются
попарно при μ = μ3H1, сталкиваясь с периодическими точками {xL2M

0 , xL2M
1

и xL2M
2 } неустойчивого 3-цикла OL2M с отрицательным мультипликатором

ρ (OL2M) =
(q + μ)3

(q − 1 + μ)3
e3λ < −1.

При дальнейшем увеличении параметра в точке μ3H2 происходит так на-
зываемая бифуркация «расширения» («expansion bifurcation» [25, 29]) (см.
рис. 11,а и в).
Опр е д е л е н и е 2. Предположим, что хаотический аттрактор Ak со-

стоит из k полос, k > 1, и существует неустойчивый m-цикл Om, m > 1 с
положительным мультипликатором, расположенный на границе непосред-
ственного бассейна Ak. Бифуркация «расширения» («expansion») возникает,
если при некотором значении параметра аттрактор Ak сталкивается с
циклом Om и резко увеличивается в размерах [25, 29].
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Рис. 11. a – Диаграмма, иллюстрирующая бифуркации «слияния» и «расширения».
б – Шестиполосный (6-band) хаотический аттрактор. в – Переход от шестиполос-
ного хаотического аттрактора в трехполосный в точке μ3

H1 через гомоклиническую
бифуркацию неустойчивого 3-цикла OL2M. г, д – Переход от трехполосного хаотиче-
ского аттрактора в однополосный в точке μ3

H2 через гомоклиническую бифуркацию
неустойчивого 3-цикла OLM2 .

Как и в предыдущем случае, такая бифуркация приводит к появлению
гомоклинической орбиты для Om, которая является критической в момент
бифуркации. Отличие состоит в том, что до бифуркации цикл Om может
быть либо односторонним гомоклиническим, либо негомоклиническим. После
бифуркации Om становится двусторонним гомоклиническим [25].
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Рис. 12. а – Бифуркационная диаграмма, иллюстрирующая бифуркации «слияния»
и «расширения». б – Увеличенный фрагмент диаграммы, выделенный пунктирным
прямоугольником. в, г – Рождение неустойчивых 4-циклов через бифуркацию гра-
ничного столкновения.
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При увеличении μ трехполосный хаотический аттрактор сталкивается в
точке μ3H2 с неуcтойчивым 3-циклом OLM2 с положительным мультиплика-
тором

ρ (OLM2) =
(q + μ)2

(q − 1 + μ)2
e3λ > 1.

Как отмечалось выше, после бифуркации 3-цикл OLM2 является двусто-
ронним гомоклиническим и хаотический A3 аттрактор состоит только из од-
ной полосы (рис. 11,д).

Как можно видеть из рис. 11,а, для вычисления бифуркационного значе-
ния параметра можно решить любое из следующих уравнений:

xLM
2

0 = c1, xLM
2

1 = c2, xLM
2

2 = c4.

Первое уравнение содержит образ критической точки самого низкого ранга
и, следовательно, является самым простым для решения. Точка бифуркации
«расширения» μ3H2 находилась численно из уравнения

a3(q + μ)2 + a2(q + μ)(q − 1 + μ)

(q − 1 + μ)2 − a3(q + μ)2
= a3(q + μ)− a2 + 1.

На рис. 12 показан еще один переход. В точке μ4BCB возникают два
неустойчивых 4-цикла – c положительным и отрицательным мультипликато-
ром (рис. 12,а) через бифуркацию граничного столкновения («border-collision
fold»), когда две точки 4-цикла сталкиваются одновременно с двумя много-
образиями переключения.

μ4BCB =
1− e3λ

1− e4λ
− q.

При увеличении μ цикл периода 4 с отрицательным мультипликатором
претерпевает бифуркацию «слияния» в точке μ4H1, а 4-цикл с положительным
мультипликатором – бифуркацию «расширения» в точке μ4H2 (рис. 12,б ).

4. Выводы

В данной статье представлены результаты исследований бифуркаций
граничного столкновения («border-collision bifurcations») в кусочно-гладком
отображении, описывающем поведение импульсной системы автоматического
управления.

Показано, что такое отображение в области колебательных движений яв-
ляется кусочно-линейным непрерывным. Известно, что в кусочно-линейных
отображениях классические бифуркации, например бифуркация удвоения пе-
риода, касательная и вилообразная бифуркации, становятся вырожденными
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(«degenerate bifurcations»), сочетая свойства как гладких, так и бифуркаций
граничного столкновения.

Выявлено необычное свойство рассматриваемого класса импульсных си-
стем, состоящее в том, что бифуркации граничного столкновения коразмер-
ности один, включая и вырожденные, происходят, когда пара точек периоди-
ческой орбиты одновременно сталкивается с двумя многообразиями переклю-
чения. Насколько известно авторам, этот случай не изучался ранее в общей
теории бифуркаций негладких систем. Вопрос, связан ли описанный феномен
со свойством конкретной системы, остается открытым.

Вторая часть работы посвящена исследованию бифуркаций «слияния»
(«merging»)и «расширения» («expansion») [25, 29] хаотических аттракторов
в импульсных системах. Этот важный класс нелокальных бифуркаций, из-
вестный еще как кризисы хаотических аттракторов («merging crisis», «interior
crisis», «boundary crisis» [32–34]) в импульсных системах, остается практиче-
ски неизученным.

Особый интерес представляют механизмы, при которых хаотический ат-
трактор претерпевает внезапные изменения. Хаотический аттрактор мо-
жет внезапно исчезнуть из-за «граничного кризиса» («boundary crisis»)
или внезапно измениться в размерах из-за «внутреннего кризиса» («interior
crisis») [32–34]. В представленной работе изучен «внутренний кризис».
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МЕТОД ДЕФОРМАЦИИ ПУТЕЙ ОГРАНИЧЕННОЙ КРИВИЗНЫ
ДЛЯ КОЛЕСНЫХ РОБОТОВ В ТОЧНОМ ЗЕМЛЕДЕЛИИ
НА ОСНОВЕ КОНИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

ВТОРОГО ПОРЯДКА

В точном земледелии является актуальной задача построения путей
сельскохозяйственных роботов, покрывающих трехмерный участок ланд-
шафта. Если для их реализации используются колесные роботы с ру-
лением поворотом передних колес, то нормальная кривизна траекторий
должна быть ограничена некоторой величиной, определяемой характери-
стиками этих машин. В работе рассмотрен метод деформации представ-
ленных однородными кубическими B-сплайнами путей для учета препят-
ствий. Предложена оптимизационная задача, позволяющая производить
расчет путей с минимизацией пропусков в покрытии. Данная задача яв-
ляется выпуклой и принадлежит к классу конического программирова-
ния второго порядка, что обуславливает возможность ее вычислительно
эффективного решения. Приведены примеры вычислений.

Ключевые слова: точное земледелие, объезд препятствий, планирование
путей, коническое программирование второго порядка, SOCP.
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1. Введение

В точном земледелии навигационные измерения и мониторинг с помощью
различных сенсоров используются для совершенствования технологий вы-
ращивания сельскохозяйственных культур. Эффективное использование со-
бранных данных позволяет, например, сократить время выполнения работ,
площадь задействованных участков земли, количество необходимых ресур-
сов. Одной из задач планирования работ на поле в точном земледелии явля-
ется построение путей сельскохозяйственных роботов, полностью покрываю-
щих заданный участок трехмерного ландшафта.

Спланированные траектории движения должны быть реализуемы. Для
роботов с механизмом руления поворотом передних колес для реализуемых
траекторий должно выполняться условие на нормальную кривизну траекто-
рии u

‖u‖ < umax,(1)
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где umax – максимальная реализуемая нормальная кривизна траектории. Зна-
чение umax определяется по формуле

umax =
tgαmax

L
,(2)

где L – расстояние между передней и задней осями робота, αmax – максималь-
ный эффективный угол поворота передних колес [1]. Для машины с двумя
передними колесами углы поворота передних колес могут быть различны.
По этой причине в формуле (2) используется эффективный угол поворота.
Для сельскохозяйственной машины с дифференциальным приводом, допус-
кающей разворот на месте, условие (1) не является необходимым для реа-
лизации траектории. В данной работе рассматривается планирование путей
для машин с механизмом руления поворотом передних колес, для которых
нормальная кривизна реализуемой траектории движения ограничена. Пред-
полагается, что в процессе обработки поля движение производится передним
ходом, а задний ход может использоваться только для разворотов на границе
поля.

Построение путей, покрывающих заданный ландшафт, используется, на-
пример, при посеве и посадке растений, обработке их от вредителей, уборке
урожая и стрижке газонов. Часто для покрытия поля используются парал-
лельные или почти параллельные пути. Когда рельефом поля можно прене-
бречь, планирование путей производится для плоской поверхности. В [2] рас-
смотрены особенности построения плоских параллельных путей в пахотном
земледелии, задача выбора направления построения путей с учетом формы
и длины разворотов, задача декомпозиции поля сложной формы на участ-
ки, для каждого из которых планирование параллельных путей может быть
проведено отдельно. Планирование путей по трехмерному ландшафту замет-
но отличается от плоского случая. В [3–5] построение трехмерного покрытия
предлагается проводить относительно некоторого начального пути, пересе-
кающего поле. В общем случае начальный путь является криволинейным.
В [4] предложен поиск соседних путей с помощью решения задачи о пере-
сечении цилиндра с поверхностью. В [6] предлагается подход к построению
строго параллельных путей без ограничений на кривизну на криволинейной
поверхности, заданной параметрически. Как показано в работе [3] по плани-
рованию трехмерных путей в пахотном земледелии, целевые функции, позво-
ляющие оценивать покрытие поля, могут учитывать водную эрозию почвы,
длины разворотов между рядами, пропуски в покрытии их-за ограничений
на кривизну. В [5] предложен алгоритм построения путей по пологой поверх-
ности с ограничениями на нормальную кривизну и на ширину перекрытия
соседних полос.

Препятствия, находящиеся на поле, могут быть как подвижные (дина-
мические), так и неподвижные (стационарные). Динамические препятствия
меняют свое положение с течением времени. Примерами являются животные
и другие сельскохозяйственные машины. Для автономных роботов траекто-
рии объезда таких препятствий планируются в процессе движения робота.
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Информация о подвижных препятствиях в режиме реального времени соби-
рается с помощью стереокамер, лидаров и других сенсоров [7]. Динамический
учет препятствий требует перепланирования траектории [8]. Решение задач
перепланирования траектории в реальном времени требует вычислительных
ресурсов. По этой причине наличие на поле стационарных препятствий требу-
ет их учета при построении покрытия, до начала выполнения работ роботом.
Отметим, что в любом из двух случаев при объезде препятствий машинами с
рулением поворотом передних колес также должно выполняться условие (1).

В [2, 9–11] рассматриваются методы декомпозиции поля, позволяющие для
различных конфигураций препятствий разделить его на отдельные участки,
каждый из которых можно покрыть параллельными путями. Такое разделе-
ние, как правило, требует выделения достаточно широкой области для раз-
воротов вблизи препятствия. В литературе рассмотрено множество задач,
в которых траектории обхода препятствий строятся с минимизацией длины
пути. Здесь можно выделить подходы, основанные на применении алгорит-
мов поиска на графе [12, 13], и алгоритмы деформации пути с применением
штрафных функций (искусственных потенциальных полей) [14–16]. Однако
в точном земледелии решение задачи деформации пути с минимизацией его
длины может привести к значительным пропускам в покрытии. В связи с
этим требуется подход, позволяющий сокращать площадь необрабатываемой
области.

В данной работе приведен метод, позволяющий для учета препятствий
проводить перепланирование покрытия поля путями с помощью решения за-
дачи конического программирования второго порядка для машин с механиз-
мом руления поворотов передних колес. Задачи конического программирова-
ния второго порядка (англ. second-order cone programming, SOCP) в общем
виде можно сформулировать следующим образом [17, 18].
Зад а ч а 1. Найти

min
x

fTx(3)

при ограничениях

‖Aix+ bi‖ � cTi x+ di, i = 1, . . . , N,(4)

где x ∈ Rl (l – размерность переменной), f ∈ Rl, Ai ∈ R(li−1)×l, bi ∈ Rli−1,
ci ∈ Rl, di ∈ R, N – число ограничений, li – натуральные числа.

Здесь и далее обозначение ‖·‖ будем использовать для евклидовых норм
векторов. Задачи SOCP являются выпуклыми и допускают вычислительно
эффективные методы решения, см. [19, 20].

Отметим, что после построения покрытия поля путями нужно определить
маршрут движения одной или нескольких машин по полученным рядам, поз-
воляющий провести обработку за минимальное время либо с минимальной
длиной маршрута. В общем виде маршрутизация является вычислительно
трудоемкой задачей. Ее точное решение часто не может быть получено за
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приемлемое время. Поэтому на практике часто используются эвристические
алгоритмы маршрутизации. Примеры таких алгоритмов, основанных на ме-
тоде имитации отжига, приведены в [5, 21, 22].

2. Предлагаемый метод

Предположим, что покрытие поля путями построено без учета препят-
ствий. Требуется изменить пути, пересекающие границы препятствий, так,
чтобы каждый путь был реализуем, а площадь необработанных участков бы-
ла как можно меньшей. Для реализуемости нужно, чтобы путь не пересекал
препятствия и выполнялось условие на кривизну (1).

Для задания координат точек пространства для данного метода удобно
использовать локальную правую декартову систему координат ENU (x, y, z)
(англ. East, North and Up). Для ее определения фиксируется некоторая точка
на поле, которая далее используется как начало координат системы. Ось x
направляют на восток, ось y – на север, а ось z дополняет набор коорди-
натных осей до правой тройки. При этом оси x и y лежат в касательной
плоскости к используемому эллипсоиду модели Земли. Для описания поверх-
ности, по которой движутся роботы, используется цифровая модель высот
(англ. Digital Elevation Model, DEM ). Она задается функцией z = (x, y), поз-
воляющей определить для известных координат x и y высоту z. При этом
на практике в большинстве случаев точное определение высоты для каждой
точки поля невозможно и используется интерполяция высот. Для этого пред-
варительно собираются данные о высотах в некоторых (опорных) точках на
поле. Затем по полученным данным строится функция определения высо-
ты z = (x, y). Примерами методов построения таких функций для данных на
равномерной сетке являются билинейная и бикубическая интерполяции [4],
а по неравномерной сетке – двумерная В-сплайновая интерполяция [23] и
кригинг [24].

Для описания траектории движения колесных роботов удобно использо-
вать гладкие функции. Примером являются однородные кубические B-сплай-
ны [25]. Сплайновая кривая определяется набором контрольных точек
r1, r2, . . . , rn. Набор дополняется точками

(5) r0 = 2r1 − r2, rn+1 = 2rn − rn−1.

Каждые четыре соседние контрольные точки ri−1, ri, ri+1, ri+2 задают элемен-
тарный В-сплайн r(i)(t), i = 1, . . . , n− 1, параметрической формулой (рис. 1)

r(i)(t) =
(1− t)3

6
ri−1 +

4− 6t2 + 3t3

6
ri +

1 + 3t+ 3t2 − 3t3

6
ri+1 +

t3

6
ri+2,(6)

где параметр сплайна t принимает значения из отрезка [0, 1]. Кривая r(t),
t ∈ [0, n] состоит из набора элементарных сплайнов r(i)(t), i = 1, . . . , n, и мо-
жет быть определена как

r(t) = r(i)(t− (i− 1)), i = �t+ 1� , t ∈ [0; n),(7)
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Рис. 1. Сплайновая кривая r(t), элементарный сплайн r(i)(t) (выделен на сплай-
новой кривой), определяемый по четырем эквидистантным контрольным точкам
ri−1, ri, ri+1, ri+2, векторы r(i)′(0) и r(i)′′(0).

Рис. 2. Контур препятствия (сплошная линия), сплайновая кривая r(t) до (штрихо-
вая линия) и после (пунктирная линия) деформации пути, направления поиска Ni

и контрольные точки ri.

r(n) = r(n−1)(1), где �t� означает целую часть (округление вниз) для парамет-
ра t. Как видно из формул (6) и (7), r(t) является непрерывной с непрерывной
первой и второй производной по параметру, в том числе в местах стыка эле-
ментарных сплайнов. Отметим, что и сплайновая траектория, и контрольные
точки могут не лежать на поверхности z = (x, y), определяемой цифровой
моделью высот. Однако они будут находиться вблизи этой поверхности, что
пригодно для практического применения такого описания путей.

Метод построения покрытия поля без препятствий путями ограниченной
кривизны при описании траекторий однородными кубическими B-сплайнами
изложен в [5, 7]. Наличие на поле препятствий не позволяет использовать
эти построения напрямую. Для этого случая в данной работе предлагается
модифицировать покрытие поля путями, построенное без учета препятствий,
с помощью решения набора задач деформации пути. Поскольку сплайновая
кривая задается набором контрольных точек, то определение деформирован-
ного пути сводится к заданию его контрольных точек.

Для координат контрольных точек воспользуемся обозначениями xi, yi, zi,
такими, что ri = (xi, yi, zi). Определим набор векторов единичной длины Ni =
= (Nx

i , N
y
i , N

z
i ) ∈ R3, i = 1, . . . , n, так, что эти векторы параллельны каса-
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тельным плоскостям к поверхности в точках (xi, yi, z(xi, yi)) (либо лежат в
этих плоскостях); при этом направление нормали проекции сплайна на ка-
сательную плоскость для (xi, yi, z(xi, yi)) совпадает с Ni. Вдоль этих направ-
лений Ni будем искать новые позиции контрольных точек сплайна ri +Nidi,
i = 1, . . . , n, где диапазоны изменения значений di определяются геометриче-
скими ограничениями задачи (рис. 2).

Рассмотрим отдельно учет ограничений на нормальную кривизну траек-
тории (1).

Утв е ржд е ни е 1 (достаточные условия). Если для плоского однородно-
го кубического B-сплайна с контрольными точками ri +Nidi, i = 1, . . . , n, и
дополнением (5) выполнены условия∥∥∥∥xi−1 +Nx

i−1di−1 − 2(xi +Nx
i di) + xi+1 +Nx

i+1di+1

yi−1 +Ny
i−1di−1 − 2(yi +Ny

i di) + yi+1 +Ny
i+1di+1

∥∥∥∥ � umaxl̂i (di−1, di+1),(8)

4l̂i(di−1, di+1) = (xi+1 − xi−1)
2 + 2(xi+1 − xi−1)(N

x
i+1di+1 −Nx

i−1di−1) +(9)

+ (yi+1 − yi−1)
2 + 2(yi+1 − yi−1)(N

y
i+1di+1 −Ny

i−1di−1),

где i = 1, 2, . . . , n, то (1) выполняется для точек стыка элементарных
сплайнов.

Отметим, что из (8) следует выполнение условия (1) лишь для точек стыка
элементарных сплайнов. Пригодность этого условия для практических при-
менений обусловлена двумя факторами. Первый заключается в том, что мак-
симальное значение

∥∥r(i)′′(t)∥∥ для каждого элементарного сплайна достигает-
ся при t = 0 или t = 1 (доказательство приведено в [5]). Второй заключается
в том, что

∥∥r(i)′(t)∥∥ отражает соответствие между малыми изменениями дли-
ны траектории и соответствующими изменениями параметра сплайна и для
элементарного сплайна с эквидистантными контрольными точками является
примерно постоянной величиной.

В случае, когда поверхность плоская, но не параллельна и не совпадает
с плоскостью (x, y), условия на нормальную кривизну могут быть получены
из (8) поворотом системы координат. В случае криволинейной поверхности
вектор кривизны k(t) может не совпадать с вектором нормальной кривиз-
ны u(t). Рассмотрим случай достаточно пологих поверхностей, для которых
движение на расстояние 2Ds, где Ds – максимальная длина вектора меж-
ду соседними контрольными точками сплайнов, можно с хорошей точностью
считать движением в наклонной плоскости. В точном земледелии для боль-
шого числа приложений такое предположение допустимо. Значение модуля
вектора u(t) в таком случае можно аппроксимировать значением кривизны
траектории в касательной плоскости. Определим вектор r′i как

r′i =
ri+1 − ri−1

‖ri+1 − ri−1‖ .(10)
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Для каждой контрольной точки ri введем плоскую систему координат (x̃, ỹ)
с началом в точке ri с координатными осями, сонаправленными векторам r′i
и Ni соответственно. В новых системах координат для контрольной точки ri
условия (8) принимают вид∥∥∥∥∥ x̃i−1 + Ñx

i−1di−1 + x̃i+1 + Ñx
i+1di+1

ỹi−1 + Ñy
i−1di−1 − 2di + ỹi+1 + Ñy

i+1di+1

∥∥∥∥∥ � umaxl̃i (di−1, di+1),(11)

где

(12) 4l̃i(di−1, di+1) = (x̃i+1 − x̃i−1)
2 + 2(x̃i+1 − x̃i−1)(Ñ

x
i+1di+1 − Ñx

i−1di−1) +

+ (ỹi+1 − ỹi−1)
2 + 2(ỹi+1 − ỹi−1)(Ñ

y
i+1di+1 − Ñy

i−1di−1).

Здесь (x̃i−1, ỹi−1) и (x̃i+1, ỹi+1) – координаты проекций соседних контроль-
ных точек в системе (x̃, ỹ), а (Ñx

i−1, Ñ
y
i−1) и (Ñx

i+1, Ñ
y
i+1) – координаты век-

торов их нормалей в системе (x̃, ỹ). Отметим, что система координат (x̃, ỹ)
в общем виде различна для каждого ri, а значит, результаты вычислений
(x̃i−1, ỹi−1), (x̃i+1, ỹi+1), (Ñx

i−1, Ñ
y
i−1), (Ñ

x
i+1, Ñ

y
i+1) для ri нельзя использо-

вать при записи условий на кривизну для смещения точек ri−2 и ri+2 (если
они существуют). Для этих точек требуется отдельное вычисление проекций
в системах координат с началами в ri−2 и в ri+2 соответственно.

Условия на кривизну (11) имеют вид конусов второго порядка (4). Правая
часть этих условий линейно зависит от значений переменных di, i = 1, . . . , n.
Это позволяет сформулировать задачу деформации пути с ограничением на
кривизну в виде следующей задачи конического программирования второго
порядка.

Зад а ч а 2. Найти

min
q
qn+1(13)

при ограничении (11) для i = 1, . . . , n,∥∥wTq
∥∥ � qn+1,(14)

di � qi � di, i = 1, . . . , n,(15)

где q ∈ Rn+1, qi – i-я компонента вектора q.

Для оптимального решения задачи первые n компонент вектора q равны
смещениям контрольных точек, которые требуется провести: di = qi, i = 1, . . .

. . . , n. Значения di и di, i = 1, . . . , n определяют геометрические ограниче-
ния на отклонения контрольных точек вдоль направления Ni, обусловлен-
ные препятствиями и границами поля. При этом для каждого препятствия
выбирается направление обхода. Первые n компонент вектора w ∈ Rn+1 яв-
ляются фиксированными значениями весовой функции, которые могут быть
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выбраны как одинаковыми, так и зависящими от расположения контрольных
точек относительно препятствий. Последняя компонента вектора w равна ну-
лю: wn+1 = 0. Критерий оптимизации (13) в сочетании с условием (14) поз-
воляет минимизировать смещение контрольных точек и сократить пропуски
в покрытии, образующиеся при объезде препятствий из-за ограничения на
нормальную кривизну пути.

На практике для определения значений di и di, i = 1, . . . , n можно исполь-
зовать представление границ препятствий и контура поля замкнутыми лома-
ными линиями, проекции которых на плоскость локального горизонта будут
представлять собой многоугольники. В плоскости локального горизонта по-
иск di и di сводится к выбору направления обхода каждого препятствия и
решению задачи о пересечении прямой и многоугольника.

Приведенная задача оптимизации является выпуклой и допускает вычис-
лительно эффективные методы решения. Другой вычислительной особенно-
стью таких задач является то, что вывод о совместности или несовместности
ограничений может быть сделан в процессе решения. Отметим, что предлага-
емый подход не нацелен на поиск направлений обхода препятствий, а служит
инструментом построения путей в заданной выпуклой области, определeнной
ограничениями (15). Если задача деформации пути оказалась несовместной,
а допустимый путь в заданных границах существует, то это может быть обу-
словлено невозможностью выполнения условий на кривизну при смещении
точек вдоль выбранных направлений. Невозможность выполнения ограни-
чений на кривизну может быть обусловлена тем, что при больших смеще-
ниях нарушается равномерность расположения контрольных точек. Кроме
того, проекции на плоскость (x, y) направлений поиска Ni могут пересекать-
ся, что приводит к решениям с самопересекающимися траекториями, для
которых, как правило, нарушается условие на кривизну. Перечисленные про-
блемы можно устранить применением следующего алгоритма деформации
пути, основанного на ослаблении ограничений задачи с последующим пред-
ставлением пути равномерно расположенными контрольными точками.
Алг о ри тм 1 (деформации пути).
1. Решается задача 2 при исходном ограничении umax. Если решение най-

дено, то производится перепараметризация траектории равномерно располо-
женными контрольными точками. Задача 2 решается повторно для текущего
расположения контрольных точек. Если решение найдено, то оно возвраща-
ется в качестве ответа.

2. Решается задача 2 для текущего расположения контрольных точек для
максимального значения нормальной кривизны umax +Δ, Δ > 0. Если опти-
мальное решение найдено, то производится перепараметризация траектории
равномерно расположенными контрольными точками и выполняется возврат
на шаг 1. Если не найдено, то значение Δ увеличивается, после чего повто-
ряются действия шага 2.
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Алгоритм на каждом этапе его работы предполагает выбор изменения
кривизны Δ. От того, как этот выбор произведен, зависит, сколько итера-
ций алгоритма потребуется выполнить, прежде чем решение задачи будет
найдено.

3. Примеры вычислений

На рис. 3 показан пример решения задачи деформации путей для трех
препятствий, umax = 0,4 м−1, ширина рядов 1 м. Покрытие поля путями сна-
чала построено без учета препятствий с помощью метода, приведенного в [5],
а затем произведена деформация пути с единичными весами (wi = 1) для
всех контрольных точек. Параметр Δ выбирался равным

Δ = (u−1
max − 0,09m)−1 − umax,(16)

где m – номер итерации алгоритма деформации пути на шаге 2. Такая релак-
сация условия на кривизну соответствует уменьшению допустимого мгновен-
ного радиуса кривизны траектории на 0,09 м за каждую итерацию. Очевидно,
что число итераций при этом ограничено: необходимо обеспечить неотрица-
тельное значение выражения u−1

max − 0,09m.
На рис. 4 приведен пример деформации путей с применением метода

штрафных функций (искусственных потенциальных полей [15, 16]), а на
рис. 5 — результат применения рассматриваемого в данной работе метода
деформации путей на основе решения задачи 2 (SOCP). Видно, что крите-

Рис. 3. Пример деформации путей с тремя препятствиями на поле.
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Рис. 4. Пример деформации путей с применением метода штрафных функций.

Рис. 5. Пример деформации путей на основе решения задачи SOCP.

рий оптимизации (13) задачи 2 с условием (14) позволил сократить необрабо-
танную область вокруг невыпуклого препятствия, образующуюся из-за учета
ограничений на нормальную кривизну.
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Для всех примеров для задач конического программирования второго по-
рядка использован алгоритм решения, описанный в [19], расчет производился
с использованием CVXPY [26, 27]. Маршруты обхода рядов построены для од-
ного робота с разворотами передним и задним ходом. Для оптимизации дли-
ны маршрута использован алгоритм муравьиных колоний (англ. ant colony
optimization, ACO), особенности применения которого к задачам маршрути-
зации рассмотрены в [28]. Отметим, что минимизация длины маршрута для
данного примера не эквивалентна минимизации времени работ, по крайней
мере из-за необходимости остановок при переключении между передним и
задним ходом на разворотах.

4. Заключение

В работе предложен метод деформации траекторий для учета препят-
ствий, применимый в точном земледелии при планировании покрытия поля
путями. Результаты получены для случая описания траектории движения
однородными кубическими B-сплайнами. Данный метод позволяет получить
пути для колесных роботов с механизмом руления поворотом передних колес,
максимальная реализуемая нормальная кривизна пути для которых ограни-
чена. При этом построение траекторий производится с минимизацией евкли-
довой нормы взвешенного вектора отклонений контрольных точек сплайнов
начальных путей, построенных без учета препятствий, что позволяет сокра-
тить площадь необработанной области. Научная новизна данного подхода
заключается в формулировке деформации пути с ограничением на кривизну
в виде задачи конического программирования второго порядка, которая яв-
ляется выпуклой и допускает вычислительно эффективные методы решения.
Ограничением рассматриваемого подхода является требование достаточной
пологости рельефа поля, которое при практических применениях в точном
земледелии часто выполняется.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 1. В случае движения в плоскости
(x, y) модуль вектора кривизны k(t) сплайновой кривой в точке r(i)(t) описы-
вается формулой

‖k(t)‖ =

∥∥∥r(i)′′(t)∥∥∥ sinϕ(t)∥∥r(i)′(t)∥∥2 ,(Π.1)

где r(i)′(t) и r(i)′′(t) – векторы первой и второй производной сплайна по па-
раметру, ϕ(t) – угол между векторами r(i)

′
(t) и r(i)

′′
(t). Вектор кривизны

кривой k(t) в таком случае совпадает с вектором нормальной кривизны u(t).
Векторы первой и второй производных в точке стыка элементарных сплайнов
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имеют вид

r(i)′(0) =
1

2
(ri+1 +Ni+1di+1 − ri−1 −Ni−1di−1) ,(Π.2)

r(i)
′′
(0) = ri−1 +N r

i−1di−1 − 2(ri +N r
i di) + ri+1 +N r

i+1di+1.(Π.3)

Заметим, что функция l̂i(di−1, di+1), определяемая формулой (9), является
оценкой снизу для

∥∥r(i)′(0)∥∥2, не учитывающей квадратичные слагаемые по
смещению: ∥∥∥r(i)′(0)∥∥∥2 = l̂i(di−1, di+1) +

1

4
(Nx

i+1di+1 −Nx
i−1di−1)

2 +

+
1

4
(Ny

i+1di+1 −Ny
i−1di−1)

2
.

(Π.4)

Тогда из (8) следует, что

(Π.5)
∥∥∥r(i)′′(0)∥∥∥ sinϕ(0) � umax

∥∥∥r(i)′(0)∥∥∥2 ,
а значит, в точках стыка элементарных сплайнов условие (1) выполнено.
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ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ МЕТОДОВ ЭЛЛИПСОИДАЛЬНОГО
ОЦЕНИВАНИЯ В АЛГОРИТМЕ ПОИСКА

СУБОПТИМАЛЬНЫХ ПУТЕЙ RRT*1

Статья посвящена разработке алгоритма приближенного решения за-
дачи быстродействия для системы обыкновенных дифференциальных
уравнений при условии огибания неподвижных препятствий и при выпол-
нении заданных поточечных ограничений на возможные значения управ-
ляющих параметров. Основная идея состоит в использовании модифика-
ции алгоритма поиска субоптимальных путей при помощи быстрорасту-
щих случайных деревьев (RRT*). Наиболее сложная часть этого алгорит-
ма состоит в поиске оптимальных траекторий для задач перевода системы
из одной фиксированной позиции в другую, близкую к ней, без учета фа-
зовых ограничений. Эту подзадачу предлагается решать при помощи ме-
тодов эллипсоидального исчисления. Такой подход позволяет достаточно
эффективно искать субоптимальные траектории как для линейных си-
стем с большой размерностью фазового пространства, так и для систем с
нелинейной динамикой. Последовательно разобраны алгоритмы как для
линейного, так и для нелинейного случая. Приведены соответствующие
примеры вычислений.

Ключевые слова: системы управления, задача быстродействия, планиро-
вание движения, эллипсоидальное оценивание.

DOI: 10.31857/S0005231024020041, EDN: UHSVVV

1. Введение

В данной работе рассматривается задача перевода управляемого объек-
та из начальной позиции в заданное целевое множество за наименьшее воз-
можное время, с огибанием препятствий. Такого рода задачи возникают при
управлении автономным (беспилотным) движением на плоскости или в про-
странстве, при разработке алгоритмов управления роботами или манипуля-
торами. Как правило, точное решение такой задачи является очень трудоем-

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект
№ 22-11-00042).
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ким с точки зрения вычислений из-за большой размерности вектора фазо-
вых переменных, нелинейной динамики и сложной структуры препятствий.
Поэтому в последние десятилетия активно развиваются разнообразные при-
ближенные методы [1, 2], позволяющие строить субоптимальные траектории
за малое время (в идеале — в режиме реального времени, что необходимо во
многих приложениях).

Один из классов упомянутых методов основывается на использовании
«быстрорастущих» случайных графов или, в частном случае, деревьев. Тако-
го рода алгоритмы в англоязычной литературы получили общее обозначение
PRM — Probabilistic Roadmap (в случае графов с возможными циклами) и
RRT — Rapidly Exploring Random Tree (в случае деревьев). Основная идея
здесь состоит в построении последовательности случайных точек фазового
пространства и соединении их в граф. Количество таких точек N предпо-
лагается очень большим. Среди них содержится начальная позиция. Ребра
искомого графа должны быть построены в соответствии с требованием оги-
бания препятствий. На текущий момент накоплен достаточно большой опыт
построения таких графов с различными свойствами. Как правило, эти ме-
тоды различаются эвристиками, используемыми при случайном добавлении
каждой новой вершины в граф, а также при соединении новой вершины с
ранее добавленными при помощи ребер. Так, в [3] рассмотрены различные
модификации методов случайных графов и случайных деревьев. В частно-
сти, проанализировано свойство полноты, под которой понимается тот факт,
что вероятность попадания некоторого пути на графе из начальной точки в
целевое множество стремится к 1 при N →∞.

Следующим шагом является добавление в алгоритмы построения случай-
ных графов критерия качества путей (например, длины пути или времени
движения по нему). Соответствующие семейства алгоритмов обозначают че-
рез PRM* и RRT*. В [3] для определенных разновидностей метода RRT*
доказано свойство асимптотической оптимальности: если существует опти-
мальная траектория, то вероятность того, что значение функционала каче-
ства для построенного субоптимального пути на графе стремится к своему
минимальному значению при N →∞, равна 1. Таким образом, если задача
перевода объекта из начальной позиции в целевое множество разрешима, то
метод RRT* даст ее субоптимальное решение, сколь угодно близкое к опти-
мальному, если число N достаточно велико.

В [3] рассмотрены лишь случаи простейших движений по ломаным в фа-
зовом пространстве, где не учитываются ограничения, связанные с движе-
нием по траекториям конкретных дифференциальных уравнений. В много-
численных более поздних работах были предприняты попытки учитывать
такого рода ограничения. Получившиеся методы обычно носят название
Kinodynamic RRT* (далее будем использовать обозначение KRRT*). Клю-
чевой подзадачей здесь является проблема построения оптимальной (или
хотя бы субоптимальной) траектории дифференциального уравнения для
перевода объекта из точки в точку на малом отрезке времени (локально).
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От метода решения этой подзадачи существенно зависит качество получен-
ных в итоге субоптимальных траекторий уже на большом отрезке времени
(глобально).

Один из возможных подходов к решению указанной подзадачи оптималь-
ного управления на малом отрезке времени состоит в использовании принци-
па максимума Л.С. Понтрягина в задаче с фазовыми ограничениями [4, 5].

В [6] предпринята попытка построения при помощи модификации ме-
тода RRT* траекторий, являющихся решением системы линейных диффе-
ренциальных уравнений. Части таких траекторий получаются в результа-
те решения вспомогательных линейно-квадратичных подзадач оптимального
управления с функционалом специального, упрощенного вида. Серьезным
недостатком данного подхода является невозможность учитывать поточеч-
ные ограничения на управляющие параметры, а также корректно обобщить
предложенный подход на случай нелинейной динамики.

В [7] предложена модификация метода RRT*, в которой части искомо-
го пути составлены из «простейших» траекторий исследуемой нелинейной
системы дифференциальных уравнений. При этом наиболее сложная часть
алгоритма, состоящая в построении оптимальных траекторий при поточеч-
ных ограничениях на управления, рассмотрена лишь для трех конкретных
примеров.

В [8] предложен способ построения субоптимальных траекторий методом
RRT* при помощи перебора по конечному набору постоянных управлений
или за счет случайного выбора таких управлений. Предложенный подход
может быть эффективен лишь в частных случаях, при малых размерностях
вектора управляющих параметров.

Многочисленные работы посвящены также ускорению работы методов ти-
па RRT* за счет изменений алгоритмов добавления новых вершин в графы.
Например, в [9] предложен подход, связанный с построением оценок мно-
жеств достижимости для исследуемой системы дифференциальных уравне-
ний в малых окрестностях вершин случайного графа. Эти оценки могут быть
использованы для отсечения новых вершин, которые будут заведомо лишни-
ми, т.е. не позволят случайному графу значительно продвигаться в сторону
целевого множества. К сожалению, авторами работы так и не был предло-
жен конкретный общий метод построения таких оценок, рассмотрены лишь
простейшие примеры. При этом задача синтеза управлений на ребрах графа,
как и в упомянутой выше работе [8], решена примитивным образом, за счет
перебора конечного набора управляющих параметров.

Таким образом, можно утверждать, что разработка модификаций алго-
ритма RRT*, учитывающих одновременно нелинейную динамику и поточеч-
ные ограничения на управления, является актуальной и нерешенной пробле-
мой. В данной работе предложен один возможный подход к решению этой
задачи для широкого класса систем. Для этого модифицирован метод RRT*
с дополнительным использованием алгоритмов эллипсоидального оценива-
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ния [10, 11], которые позволяют эффективно решать локальные подзадачи
о переводе системы из точки в точку. Решение такой подзадачи включает:
1) построение совокупности внутренних эллипсоидальных оценок множества
разрешимости рассматриваемой управляемой системы; 2) вычисление пози-
ционного управления, решающего подзадачу и полученного за счет «прице-
ливания» на эллипсоидальные оценки; 3) получение искомого программного
управления из построенной позиционной стратегии.

2. Задача управления для линейной системы

В пространстве Rn, n � 2, рассмотрим некоторое компактное множество Ω.
Рассмотрим движение управляемого объекта, описываемое системой линей-
ных дифференциальных уравнений

ẋ = Ax+Bu+ f, x ∈ Ω, t ∈ [0,+∞).(1)

Предположим, что начальное состояние x(0) = x0 ∈ Ω фиксировано. Мат-
рицы A ∈ R

n×n, B ∈ R
n×m, а также вектор f ∈ R

n предполагаются незави-
сящими от t. Система содержит управляющие параметры u ∈ R

m, на до-
пустимые значения которых наложены жесткие, поточечные ограничения:
u ∈ P = E(p, P ). Здесь E(p, P ) – эллипсоид с центром p ∈ R

m и матрицей кон-
фигурации P ∈ R

m×m, P = P T � 0:

E(p, P ) =
{
y ∈ R

m : 〈y, l〉 � 〈l, p〉+
√
〈l, P l〉, ∀l ∈ R

m
}
.

Если P > 0, то можно использовать эквивалентное определение

E(p, P ) = {y ∈ R
m :

〈
(y − p, P−1(y − p))〉 � 1

}
.

Через U обозначим класс допустимых программных управлений, который
содержит все возможные кусочно-непрерывные функции u = u(t) ∈ P , t � 0.
Через x(t, 0, x0)|u(·) обозначим траекторию (1), порожденную некоторым до-
пустимым управлением u(·), выпущенную в начальный момент времени
t0 = 0 из начальной позиции x0. Будем далее рассматривать только части
траекторий x(t, 0, x0)|u(·), которые содержатся в области Ω.

Также в области Ω выделим некоторый набор множествMi, i = 1, . . . ,M , –
препятствий, которые необходимо учитывать при движении объекта. Пред-
положим, что каждое из этих множеств задается совокупностью неравенств

Mi = {x ∈ Ω : ϕi,j(x) � 0, j = 1, . . . , si},(2)
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где непрерывные функции ϕi,j(x), а также натуральные числа si заданы.
Предполагается, что положение препятствий Mi не меняется со временем,
т.е. функции ϕi,j не зависят от t. Введем следующее обозначение:

Xfree = Ω \
(

M⋃
i=1

Mi

)
.

Предположим, что x0 ∈Xfree. Зафиксируем также некоторое компактное
множество Xgoal ⊂ Xfree, причем x0 /∈ Xgoal и μ(Xgoal) > 0, где μ(Xgoal) – ле-
бегова мера множества Xfree.

Теперь можно сформулировать основные задачи управления, решаемые в
данной работе:

1) Необходимо найти такое u(·)∈U , для которого найдется t1 > 0 и такая
траектория x(t, 0, x0)|u(·) дифференциального уравнения (1), для которой

x(t1)∈Xgoal, x(τ)∈Xfree, ∀τ ∈ [0, t1].

2) Среди управлений и соответствующих траекторий, найденных в преды-
дущем пункте, необходимо найти такие, для которых величина t1 будет наи-
меньшей.

Заметим, что множество Xfree замкнуто, а значит, в данной постановке
задач допускается движение вдоль границ препятствий.

3. Алгоритм построения случайного дерева

Описанные выше задачи управления будем решать приближенно, при по-
мощи модификации алгоритма KRRT*. Ниже приведена его общая схема.
Основной целью алгоритма является построение ориентированного дерева
Γ = (V,E), где V – множество вершин, E – множество дуг. Каждой вершине
v∈V будет сопоставлено минимальное найденное время ее достижения C(v)
из начальной точки x0, являющейся корнем дерева. Для каждой вершины
v 	= x0 через parent(v) обозначим ту вершину, для которой (parent(v), v)∈E.

Алгоритм является итерационным, где i – номер итерации, а фиксиро-
ванное число N – максимальное количество итераций. На каждом шаге ал-
горитма должны быть построены вспомогательные эллипсоидальные оценки
множеcтва разрешимости E(w(t),Wk(t)), k = 1, . . . ,K. Количество оценок K
считается фиксированным. Каждая оценка зависит от вектора параметров
lk ∈Rn и определена при t∈ [T, 0], где число T < 0 фиксировано. Выбор па-
раметра T < 0 здесь обусловлен стационарностью системы (1) и удобством
фиксации нулевого конечного момента времени. Для итогового управления
и траектории далее будет сделана замена переменной, и в результате эти
функции будут определены уже при t � 0. Формулы для вычисления оценок
будут приведены ниже. В приведенном далее алгоритме используются два
вспомогательных множества вершин графа V0 и V1.
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Algorithm 1 Ellipsoidal KRRT*
1: V := {x0}, C(x0) := 0, E := ∅
2: формируется совокупность векторов lk, lk ∈Rn, ‖lk‖ = 1, k = 1, . . . ,K
3: for i = 1, . . . , N do
4: генерируется случайная точка x(i) ∈Xfree

5: строятся эллипсоидальные оценки E(w(t),Wk(t)), k = 1, . . . ,K, t∈ [T, 0]
6: формируется множество вершин V0 = V ∩ (∪k ∪t E(w(t),Wk(t)) ∩ Bri(x

(i))
)

7: V1 := ∅
8: for vj ∈V0 do
9: tmin,j := maxk max{t∈ [T, 0] : vj ∈E(w(t),Wk(t))}
10: k∗ := соответствующий номер эллипсоидальной оценки (максимизатор)
11: определяется оптимальное управление u∗(j, k∗, t), t∈ [tmin,j , 0]
12: строится траектория x∗(j, k∗, t), t∈ [tmin,j, 0], x∗(j, k∗, tmin,j) = vj
13: if x∗(j, k∗, t)∈Xfree, ∀t∈ [tmin,j , 0] then
14: V1 := V1 ∪ {vj}
15: if V1 	= ∅ then
16: j∗ := argmin{C(vj)− tmin,j : vj ∈V1}
17: V := V ∪ {x(i)}, E := E ∪ {(vj∗ , x(i))}
18: C(x(i)) := C(vj∗ )− tmin,j∗

19: for vj ∈V1 do
20: if Δj = C(x(i))− tmin,j − C(vj) < 0 then
21: для каждой вершины v′ поддерева с корнем vj C(v

′) := C(v′) +Δj

22: E := E \ {(parent(vj), vj)}
23: E := E ∪ {(x(i), vj)}

В строке 4 координаты каждой новой точки x(i) являются случайными,
соответствующими равномерному распределению на множестве Ω. В стро-
ке 6 алгоритма производится отбор вершин vj , удовлетворяющих следующе-
му условию:

vj ∈
⎛⎝ K⋃

k=1

⋃
t∈ [T,0]

E(w(t),Wk(t))

⎞⎠ ∩ Bri(x
(i)).(3)

Здесь ri > 0 – параметр, ограничивающий перебор вершин графа и отвечаю-
щий за уменьшение итоговой сложности вычислений. Подробнее о нем будет
сказано далее.

При построении управления и траектории в строках 11–12 используется
алгоритм «прицеливания» на конкретную эллипсоидальную трубку, который
будет описан ниже. Именно из-за этого итоговые функции x∗(·) и u∗(·) зави-
сят от номера используемой эллипсоидальной оценки. Функция x∗(j, k∗, t),
t∈ [tmin,j, 0], является решением задачи Коши для системы (1), после подста-
новки управления u∗(j, k∗, t), с краевым условием x∗(j, k∗, tmin,j) = vj .
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Инструкции основного алгоритма в строках 19–23 соответствуют известно-
му (см. [3]) из описания алгоритма RRT* правилу «пересвязывания» вершин
дерева. Благодаря этим действиям в алгоритме RRT* достигается свойство
асимптотической оптимальности.

В указанный выше алгоритм может быть добавлено дополнительное усло-
вие выхода из внешнего цикла при первом достижении целевого множества,
т.е. если на очередной итерации с номером i выполнено условие x(i) ∈Xgoal.
Это условие необходимо при решении первой из двух описанных выше основ-
ных задач управления.

Зам е ч а ни е 1. Условие μ(Xgoal) > 0 существенно для предлагаемого
алгоритма. В случае, когда целевое множество является одноточечным
(Xgoal = {xgoal}), алгоритм может быть модифицирован за счет добавления
инструкций для построения эллипсоидальных оценок множества разрешимо-
сти, выпущенных из целевой точки, и для последующих действий, аналогич-
ных строкам 6–18 с заменой x(i) на xgoal.

Для простоты изложения в приведенной выше схеме алгоритма для ребер
графа не указана сопоставленная с ними дополнительная информация. Од-
нако для решения основных задач управления понадобится дополнительно
запоминать для каждого ребра программное управление и соответствующую
часть траектории, которые были подсчитаны в строках 11–12 алгоритма для
соответствующих значений индексов i, j. Более того, в процедуре пересвязы-
вания графа необходимо делать дополнительную замену переменной t для
того, чтобы проходить ранее построенную траекторию в обратном направле-
нии. При этом существенно, что исходная система (1) является стационарной.

После построения дерева Γ можно решить сформулированные выше ос-
новные задачи управления:

— Если ∃vj ∈V , vj ∈Xgoal, то задача 1 разрешима.
— Если выполнено условие из предыдущего пункта, то оценка времени

быстродействия может быть найдена следующим образом:

t∗1 = min {C(vj) : vj ∈V, vj ∈Xgoal} .(4)

Пусть v∗ – минимизатор в (4).
— Оптимальное управление u∗(t) теперь может быть составлено из ча-

стей, сопоставленных отдельным ребрам графа. При этом нужно двигаться
из вершины v∗ к корню дерева, по дугам

(parent(v∗), v∗), (parent(parent(v∗)), parent(v∗)), . . . , (x0, . . .),

учитывая обратный ход времени при объединении частей функции u∗(t).

4. Эллипсоидальные оценки и закон управления

Основное отличие алгоритма, применяемого в данной работе, от известных
вариантов алгоритма KRRT* состоит в использовании внутренних оценок
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множеств разрешимости [12] системы (1), выпущенных из каждой очеред-
ной случайно подобранной точки x∗ ∈Xfree (в схеме алгоритма это точки x(i)).

Для фиксированного множества X1 ⊂ Ω, для некоторых t � t1 множество
разрешимости W(t, t1,X1) системы (1) состоит из всех возможных точек
x0 ∈Ω, для каждой из которых существует управление u(·)∈U , для кото-
рого x(t1, t, x0)|u(·) ∈X1. В данной работе представляют интерес множества
разрешимости из одноточечного целевого множества с нулевым конечным мо-
ментом времени: W(t, 0, x∗), x∗ ∈Rn. Задача построения подобных множеств
даже для линейной стационарной системы является нетривиальной. Одним
из наиболее эффективных подходов является использование эллипсоидаль-
ных оценок множеств разрешимости: внешних или внутренних, в зависимо-
сти от конкретной решаемой задачи. Здесь основной целью является поиск
управления, а для его построения удобно использовать внутренние оценки.

При заданном x∗ ∈Rn, используя результаты из [10], определим семейство
эллипсоидальных оценок E(w(t),W (t)), t � 0, задаваемых следующими диф-
ференциальными уравнениями:{

ẇ(t) = Aw +Bp+ f
w(0) = x∗,(5)

{
Ẇ (t) = AW (t) +W (t)AT −W 1/2(t)S(t)P1/2 −P1/2ST (t)W 1/2(t)
W (0) = On×n.

(6)

Здесь On×n – нулевая матрица размера n× n, P = BPBT , а S(t) – ортого-
нальная матрица, непрерывно зависящая от t, для которой

S(t)P1/2l(t) = λ(t)P1/2l(0), S(0) = In×n, λ(t) =

√
〈l(t),Pl(t)〉
〈l(0),Pl(0)〉 .(7)

Здесь In×n – единичная матрица размера n× n. Выбор параметров S(t) и λ(t)
обусловлен требованием касания эллипсоидальной оценки и множества раз-
решимости в направлении, заданном вектором l(t).

Каждая эллипсоидальная оценка зависит от некоторой кривой l(t), являю-
щейся решением следующей вспомогательной задачи Коши:{

l̇ = −AT l
l(0) = l∗

(8)

для произвольного вектора l∗ ∈Rn: ‖l∗‖ = 1. Для того, чтобы подчеркнуть та-
кую зависимость, будем использовать обозначение E(w(t),W (t, l∗)). Перебо-
ром различных значений l∗ могут быть получены разные оценки (в основном
алгоритме такие векторы l∗ = lk для построения разных оценок формируют-
ся в строке 2; при этомWk(t) =W (t, lk)). Будем далее считать, что векторы l∗

выбираются таким образом, что 〈l∗,Pl∗〉 	= 0, что необходимо для корректно-
сти формул (7). Справедливо следующее утверждение, в общем случае обос-
нованное в [10]:
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Те ор ем а 1. Для любого t � 0

W(t, 0, x∗) =
⋃
{E(w(t),W (t, l∗)) : l∗ ∈Rn, ‖l∗‖ = 1} .

В строке 6 основного алгоритма необходимо отбирать те вершины графа,
которые удовлетворяют условию

vj ∈
⋃

k=1,...,K

⋃
t∈ [T,0]

E(w(t),Wk(t)).

Используя определение эллипсоида, это условие можно переписать в виде
вспомогательной оптимизационной задачи:

min
k=1,...,K

min
t∈ [T,0]

max
{
〈vj − w(t), l〉 −

√
〈l,Wk(t)l〉 : l∈Rn, ‖l‖ = 1

}
� 0.

Теперь можно построить позиционное управление, переводящее траекто-
рию системы (1) из позиции (t, x), t < 0, в позицию (0, x∗). Оно может быть
найдено за счет «прицеливания» [12] на один из построенных эллипсоидов
E(w(t),W (t)):

u∗(t, x) =

⎧⎪⎨⎪⎩ p− PBT l0(t)√〈l0(t),Pl0(t)〉 , BT l0(t) 	= 0

E(p, P ) иначе,
(9)

где l0(t) – максимизатор в выражении для полурасстояния

h+(t, x) = max

{〈
l, e−tA(x− w(t))〉−√〈l, e−tAW (t)e−tAT l

〉∣∣∣ ‖l‖ � 1

}
.

При x /∈ int E(w(t),W (t)) вектор l0(t) может быть найден так же, как

l0(t) = 2λ(W (t) + λE)−1(x− w(t)), E = eA
T teAt,

где λ – единственный неотрицательный корень уравнения〈
(W (t) + λE)−1(x− w(t)),W (t)(W (t) + λE)−1(x− w(t))〉 = 1.

Если же x∈ int E(w(t),W (t)), то l0(t) = 0.
Заметим, что в основном алгоритме (строки 9–11) если очередная точ-

ка x(i) не совпадает ни с одной из ранее построенных вершин графа vj
(вероятность этого события равна 1), то значение tmin,j < 0 для каж-
дого соответствующего значения j выбирается таким образом, что vj ∈
∈ ∂E(w(tmin,j),Wk∗(tmin,j)). То есть в начальный момент времени точка лежит
на границе эллипсоида. Используемый метод экстремального прицеливания
на эллипсоид обладает тем свойством (см. подробнее [12]), что траектория
замкнутой системы, начинающаяся на границе эллипсоида, останется на ней

68



до конечного момента времени. Таким образом, особенно важным в данной
работе является тот случай, когда точка x лежит на границе эллипсоида
E(w(t),W (t)) при любых t � 0. При этом

x = w(t) +
W (t)s√〈s,W (t)s〉 , s =W−1(t)(x− w(t))‖W−1(t)(x− w(t))‖−1.

Можно найти соответствующее значение вектора l0(t) = etA
T
s, не решая ука-

занную выше вспомогательную задачу оптимизации или уравнение относи-
тельно λ.

Подытожим свойства построенного позиционного управления в следую-
щем утверждении
Те ор ем а 2. Пусть для некоторых значений j, k имеется вершина vj ∈

∈ E(w(tmin,j),Wk(tmin,j)). Рассмотрим задачу Коши для дифференциально-
го включения ẋ∈Ax+Bu∗(t, x) + f , x(tmin,j) = vj , t∈ [tmin,j, 0]. Эта задача
имеет решения, причем для любого такого решения x(t) = x(t, tmin,j , vj)|u∗(·)
выполнено условие x(0) = x∗.

В основном алгоритме для каждой новой случайной точки x∗ = x(i) необхо-
димо построить внутренние эллипсоидальные оценки множеств разрешимо-
сти и при помощи их определить те ранее построенные вершины графа Γ, ко-
торые можно соединить с новой вершиной (строка 6 алгоритма). Пусть для x∗

построены эллипсоидальные оценки E(w(t),Wk(t)), k = 1, . . . ,K, t∈ [T, 0]. На
данной итерации работы алгоритма должны быть обработаны только те вер-
шины vj ∈V , для которых выполнено условие (3). В этой формуле использу-
ется вспомогательный параметр (см. [7])

ri = min

{
γ

(
ln(κ)

κ

)1/n

, η

}
, γ > (2(1 + 1/n))1/n

(
μ(Xfree)

ζn

)1/n

,(10)

где ζn – объем единичной сферы в R
n, μ(Xfree) – лебегова мера множе-

ства Xfree, κ = |V | – общее количество ранее добавленных (до i-й итерации)
вершин графа. Постоянная η > 0 может быть взята произвольным образом;
эта величина отвечает за уменьшение сложности вычислений на первых ша-
гах работы алгоритма (при малых κ). Если дополнительно предположить,
что выполнено условие

∃δ > 0 : Bδ(x
∗)⊆

⋃
t∈ [T,0]

K⋃
k=1

E(w(t),Wk(t)),

то согласно [3] при указанном выше выборе ri представленный алгоритм об-
ладает свойством асимптотической оптимальности.

Для каждой отобранной согласно (3) вершины vj можно определить
наименьшее по абсолютной величине время tmin,j перехода из vj в точ-
ку x(i), а также соответствующий номер эллипсоидальной оценки k∗: vj ∈
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∈ E(w(tmin,j),Wk∗(tmin,j)). Далее необходимо построить управление. Форму-
лу (9) нельзя непосредственно использовать в основном алгоритме, так как
там речь идет о программном управлении (строка 11 алгоритма), а не о пози-
ционном. Переход от позиционного управления к программному всегда мож-
но выполнить за счет решения вспомогательной задачи Коши{

ẋ(t)∈Ax(t) +Bu∗(t, x) + f
x(tmin,j) = vj ,

u∗(t, x) =

⎧⎪⎨⎪⎩ p− PBT l0(t)√〈l0(t),Pl0(t)〉 , BT l0(t) 	= 0

E(p, P ) иначе,

(11)

и последующего выделения однозначного селектора из многозначного отоб-
ражения u∗(t, x∗(t)). Здесь x∗(t) – решение задачи (11).

Для каждой построенной траектории x∗(t), t∈ [tmin,j, 0] далее должна быть
произведена проверка выполнения следующего условия (строка 13 алгорит-
ма): x∗(t)∈Xfree, ∀t∈ [tmin,j, 0]. Согласно (2) достаточно проверить выполне-
ние неравенства

min
t∈ [tmin,j ,0]

min
i=1,...,M

max
r=1,...,si

ϕi,r(x(t)) � 0.

Если это условие не выполнено, то траектория отбраковывается алгоритмом.
В противном случае она может быть использована для построения ребра,
соединяющего новую вершину x∗ = x(i) графа Γ со старой вершиной vj. Если
найдено несколько подходящих вершин vj при разных j, то выбирается та из
них (с номером j∗), для которой величина tmin,j максимальна.

Зам е ч а ни е 2. Согласно (6) матрицы конфигурации эллипсоидов W (t)
не зависят от конкретной точки x∗, из которой необходимо строить множе-
ства разрешимости на каждой итерации работы алгоритма. Таким образом,
матрицы W (t), t∈ [T, 0], для разных l∗ могут быть подсчитаны заранее, до
начала вычислений в основном цикле алгоритма. Аналогично, из (5) видно,
что для центров эллипсоидов справедливо соотношение

w(t) = w̃(t) + w∗(t), w̃(t) =

t∫
0

eA(t−τ)(Bp+ f)dτ, w∗(t) = eAtx∗,

а значит, функция w̃(t) может быть подсчитана заранее. Внутри основного
цикла работы алгоритма нужно лишь рассчитывать функции w∗(t) и сумми-
ровать их с w̃(t). Это позволяет упростить вычисления.

Зам е ч а ни е 3. При реализации алгоритма Ellipsoidal KRRT* для кон-
кретной системы (1) важно подобрать наиболее подходящее значение пара-
метра T < 0. Если окажется, что абсолютная величина T слишком мала, то
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это приведет к созданию искусственного ограничения при формировании но-
вых ветвей случайного дерева, а потому найденная в итоге траектория может
быть далеко не оптимальной. Если же абсолютная величина T слишком вели-
ка, то это может привести к дополнительным, лишним вычислениям эллипсо-
идальных оценок, что отрицательно скажется на скорости работы алгоритма.
Для выбора наиболее адекватного значения параметра T можно поставить
серию экспериментов и проанализировать статистику по реализовавшимся в
них значениям величин tmin,j.

5. Пример (линейная динамика)

Рассмотрим пример построения субоптимальной траектории в задаче
быстрейшего перевода траектории из начальной позиции в целевое множе-
ство, а также сравним полученные результаты с алгоритмом, рассмотренным
в [6].

Пусть x∈R2 и динамика системы (1) задается следующими параметрами:

A =

(
8 2
2 8

)
, B =

(
4 1
1 4

)
, f =

(
1
1

)
.

На управляющие параметры наложены ограничения: u∈P = E(p, P ), где

p =

(
2
2

)
, P =

(
16 4
4 16

)
.

Отметим, что эти ограничения учитываются в обоих алгоритмах. В (10) по-
ложим η = 4. Зададим вспомогательную матрицу R = I2×2, необходимую для
расчета функционала в алгоритме из [6]. Зафиксируем T = −2. Такой выбор
обусловлен значениями tmin,j, полученными Ellipsoidal KRRT* при разных T
в серии экспериментов:

Номер теста
1 2 3 4 5

T tavg tmin tavg tmin tavg tmin tavg tmin tavg tmin

−0,1 −0,05 −0,1 −0,06 −0,1 −0,05 −0,1 −0,05 −0,1 −0,05 −0,1
−0,5 −0,11 −0,46 −0,13 −0,49 −0,13 −0,47 −0,12 −0,49 −0,13 −0,46
−1 −0,11 −0,46 −0,14 −0,65 −0,15 −0,81 −0,14 −0,95 −0,13 −0,71
−2 −0,11 −0,46 −0,14 −0,65 −0,15 −1,17 −0,15 −0,97 −0,14 −0,71
−5 −0,14 −0,46 −0,16 −0,66 −0,22 −1,18 −0,18 −1,01 −0,16 −0,71

Здесь tavg =
|V |∑
j=1

tmin,j/|V |, tmin = min
j
tmin,j. Видно, что значения tmin < −2

в экспериментах не встречаются, а потому брать величину T < −2 нет смыс-
ла. Значение −2 взято с небольшим запасом относительно наименьшего
из tmin.

71



Рис. 1. Ellipsoidal KRRT*.

Рис. 2. KRRT*.

На рис. 1 и рис. 2 представлены результаты работы алгоритмов Ellipsoidal
KRRT* и KRRT* соответственно, которые были получены следующим об-
разом: алгоритм KRRT* (из [6]) в качестве случайных точек использо-
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вал ту же последовательность точек Samples = {x(i)}Ni=1, N = 2728, кото-
рая потребовалась алгоритму Ellipsoidal KRRT* для построения дерева Γ1 =
= (V1, E1) : |V1| = 500.

Заметим, что алгоритм KRRT* в этом случае построил дерево Γ2 =
= (V2, E2) : |V2| = 469. Уменьшение количества вершин связано с тем, что
часть пробных ребер была отбракована из-за нарушений ограничений на
управления или из-за фазовых ограничений. Также отметим, что на рис. 1 че-
рез заштрихованную область проходит субоптимальная траектория, которую
не смог найти алгоритм KRRT*.

При заданном целевом множестве

Xgoal =
{
x∈R2 : 9,5 < x1 < 11,5, 10,5 < x2 < 12,5

}
получились следующие значения функционалов:

t∗1 = min{C(v) : v ∈V1, v ∈Xgoal} = 0,26,

t∗2 = min{C(v) : v ∈V2, v ∈Xgoal} = 0,47.

6. Нелинейная динамика

Применим теперь описанный выше метод построения субоптимальной тра-
ектории линейной системы для решения аналогичных задач в случае нели-
нейной динамики. Рассмотрим следующую систему обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений:

ẋ = f(x) + g(x)u, x∈Ω, t∈ [0,+∞).(12)

Как и ранее, полагаем, что начальное состояние x(0) = x0 ∈Ω фиксировано,
u∈P = E(p, P ) ⊂ R

m. Функции f(x) и g(x) предполагаются дважды непре-
рывно дифференцируемыми при x∈Ω.

Алгоритм Ellipsoidal KRRT*, решающий сформулированные выше задачи
управления, остается схожим по форме. Отметим лишь отличия, связанные
с нелинейной динамикой.

Для построения оценок множеств разрешимости нелинейной системы в
окрестности каждой очередной новой вершины x(i) графа Γ воспользуемся
линеаризацией уравнений (12). Пусть fs(x) – s-я компонента вектора f(x),
gs(x) – s-я строка матрицы g(x), s = 1, . . . , n, pr – r-я компонента вектора p,
r = 1, . . . ,m. Тогда

ẋs = fs(x) + gs(x)u = fs(x
(i)) +

〈
∂fs
∂x

(x(i)), x− x(i)
〉
+ gs(x

(i))u+

+
m∑
r=1

〈
∂gsr
∂x

(x(i)), (x− x(i))
〉
pr +

1

2

m∑
r=1

〈
x− x(i), Qg,(sr)(ζsr)(x− x(i))

〉
pr +

+

m∑
r=1

〈
∂gsr
∂x

(ηsr), (x− x(i))
〉
(ur − pr) + 1

2

〈
x− x(i), Qf,(s)(ξs)(x− x(i))

〉
,
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где Qg,(sr)(ζsr) – матрица из вторых производных функции gsr(x), подсчитан-
ная в некоторой точке ζsr ∈Bri(x

(i)), Qf,(s)(ξs) – матрица из вторых производ-
ных функции fs(x), подсчитанная в точке ξs ∈Bri(x

(i)). Радиус шара Bri(x
(i))

по-прежнему определяется из формул (10). Также здесь использованы неко-
торые точки ηsr ∈Bri(x

(i)). Заметим, что шар Bri(x
(i)) (см. (3)) здесь исполь-

зуется в качестве допустимой области изменения переменной x. Это позволя-
ет оценить погрешность линеаризации:∣∣∣∣∣12

m∑
r=1

〈
x− x(i), Qg,(sr)(ζsr)(x− x(i))

〉
pr +

+

m∑
r=1

〈
∂gsr
∂x

(ηsr), (x− x(i))
〉
(ur − pr) +

+
1

2

〈
x− x(i), Qf,(s)(ξs)(x− x(i))

〉∣∣∣∣ � Rs,

(13) Rs = Rs(x
(i)) =

r2i
2

m∑
r=1

max
{
λmax(Q

g,(sr)(ζ)) : ζ ∈Bri(x
(i))
}
|pr|+

+
r2i
2
max

{
λmax(Q

f,(s)(ξ)) : ξ ∈Bri(x
(i))
}
+

+ ri

m∑
r=1

max

{∥∥∥∥∂gsr∂x
(η)

∥∥∥∥ : η∈Bri(x
(i))

}
max {|ur − pr| : u∈P} .

Здесь λmax(Q) – максимальное по модулю собственное значение симметрич-
ной матрицы Q. В итоге линеаризованную систему можно записать в следую-
щем виде:

ẋ = A(x(i))x+B(x(i))u+ h(x(i)) + v, x∈Bri(x
(i)),(14)

где

A(x(i)) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(
∂f1
∂x

(x(i)) +

m∑
r=1

∂g1r
∂x

(x(i))pr

)T

· · ·(
∂fn
∂x

(x(i)) +
m∑
r=1

∂gnr
∂x

(x(i))pr

)T

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, B(x(i)) =

⎛⎝ g1(x
(i))
· · ·

gn(x
(i))

⎞⎠ ,

h(x(i)) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
f1(x

(i))−
〈
∂f1
∂x

(x(i)), x(i)
〉
−

m∑
r=1

〈
∂g1r
∂x

(x(i)), x(i)
〉
pr

· · ·
fn(x

(i))−
〈
∂fn
∂x

(x(i)), x(i)
〉
−

m∑
r=1

〈
∂gnr
∂x

(x(i)), x(i)
〉
pr

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Погрешность линеаризации v будем далее интерпретировать как неопреде-
ленность v(t), на возможные значения которой наложены поточечные огра-
ничения:

v(t)∈Bρ(x(i))(0), ρ(x(i)) =
√
R2

1(x
(i)) + . . .+R2

n(x
(i)).(15)

Для любого управления u(·)∈U и любой измеримой ограниченной
функции v(t), удовлетворяющей указанному выше ограничению, через
x(t, 0, x0)|u(·),v(·) обозначим соответствующую траекторию системы (14), вы-
пущенную из начальной позиции x0 в момент времени 0. Заметим, что лю-
бая траектория x(t, 0, x0)|u(·) системы (12) является также траекторией (14)
при некоторой допустимой помехе v(·), если только x(τ, 0, x0)|u(·) ∈Bri(x

(i)),
∀τ ∈ [t, 0]. Обратное утверждение неверно.

Зам е ч а ни е 4. Поскольку в ходе выполнения алгоритма Ellipsoidal
KRRT* необходимо многократно производить линеаризацию системы (12) в
окрестности каждой очередной точки x(i), то для ускорения вычислений име-
ет смысл оценить погрешность линеаризации более грубо, а именно в фор-
муле (13) заменить максимумы по Bri(x

(i)) на максимумы по множеству Ω.
Тогда достаточно будет подсчитать их единожды.

Из-за появления в уравнениях погрешности линеаризации необходимо мо-
дифицировать формулы для вычисления эллипсоидальных оценок множеств
разрешимости, использованные выше для случая линейной динамики. Для
этого можно воспользоваться результатами из [11]. А именно, теперь эллип-
соиды E(w(t),W (t)), t � 0, задаются следующими уравнениями:{

ẇ(t) = A(x(i))w +B(x(i))p+ h(x(i))

w(0) = x(i),
(16) ⎧⎨⎩Ẇ =AW +WAT −W 1/2SP1/2−P1/2STW 1/2+π(t)W +

ρ2(x(i))

π(t)
In×n

W (0) = ε2i In×n.

(17)

ЗдесьW =W (t), A = A(x(i)), B = B(x(i)),P = BPBT , S = S(t) – ортогональ-
ная матрица, для которой

SP1/2l(t) = λ(t)P1/2l(0), S(0) = In×n,

λ(t) =

√
〈l(t),Pl(t)〉
〈l(0),Pl(0)〉 , π(t) =

ρ(x(i))‖l(t)‖√〈l(t),W (t)l(t)〉 .

Как и в случае с линейной динамикой, каждая эллипсоидальная оценка за-
висит от некоторой кривой l(t), являющейся решением задачи Коши (8) для
произвольного l∗ ∈Rn: ‖l∗‖ = 1. Функции S(t) и π(t) непрерывно зависят от t.

Заметим, что из-за неопределенности v(t) теперь уже нельзя говорить о
задаче перевода траектории системы (14) точно в точку x(i). Можно рас-
смотреть лишь некоторую малую окрестность этой точки радиуса εi > 0, в
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которую и нужно перевести траекторию системы, несмотря на неопределен-
ность v(·). Конечно, должно быть выполнено неравенство εi < ri.

Некоторые (или даже все) из эллипсоидальных оценок, вычисляемых по
формулам (16), (17), могут в какой-то момент времени t = t̃ < 0 выродиться.
То есть может оказаться, что W (t̃) 	> 0. В этом случае процесс вычисления
такой оценки следует прекратить, а в основном алгоритме нужно учесть, что
эта оценка построена лишь при t∈ [t̃, 0], а не на всем отрезке [T, 0].

Соответствующее позиционное управление, переводящее траектории си-
стемы (14) из позиции (t, x), t < 0, в εi-окрестность точки x(i) в момент вре-
мени t = 0, может быть найдено за счет «прицеливания» на один из постро-
енных эллипсоидов E(w(t),W (t)) аналогично (9). Основные свойства такого
позиционного управления указаны в следующем утверждении
Те ор ем а 3. Пусть для некоторых значений индексов j, k имеется

вершина vj ∈ E(w(tmin,j),Wk(tmin,j)), причем Wk(t) > 0, ∀t ∈ [tmin,j, 0]. Рас-
смотрим задачу Коши для дифференциального включения ẋ ∈ A(x(i))x +
+B(x(i))u∗(t, x) + h(x(i)) + v(t), x(tmin,j) = vj , t ∈ [tmin,j, 0]. Для любой до-
пустимой помехи v(·) (т.е. любой измеримой функции, удовлетво-
ряющей ограничениям (15)), существует решение указанной задачи
Коши x(t) = x(t, tmin,j, vj)|u∗(·),v(·), причем для него выполнено условие
x(0) ∈ Bεi(x

(i)). В частности, среди построенных таким образом траек-
торий содержится и функция x∗(t), являющаяся решением задачи Коши
для дифференциального включения ẋ ∈ f(x) + g(x)u∗(t, x), x(tmin,j) = vj , t ∈
∈ [tmin,j, 0].

Поскольку в случае нелинейной динамики линеаризованная система (14)
адекватно приближает нелинейную систему (12) лишь при x∈Bri(x

(i)), то в
алгоритме следует изменить (по сравнению со случаем с линейной динами-
кой) условия для отсеивания лишних траекторий (строка 13 основного алго-
ритма):

x∗(j, k∗, t)∈Xfree ∩ Bri(x
(i)), ∀t∈ [tmin,j, 0].

Для получения оптимальной пары (x(t), u(t)), для которой x(tmin,j) = vj,
x(0)∈Bεi(x

(i)), необходимо модифицировать соотношения (11), использован-
ные для случая линейной динамики:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ(t)∈ f(x(t)) + g(x(t))u∗(t, x)

u∗(t, x) =

⎧⎪⎨⎪⎩p−
PBT l0(t)√〈l0(t),Pl0(t)〉 , BT l0(t) 	= 0

E(p, P ) иначе,
x(tmin,j) = vj,

l0(t) = etA
T
s(t),(18)

s(t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
argmax

{〈x(t)−w(t), s〉 −√〈s,Wj∗(t)s〉 : ‖s‖ � 1
}
,

x(t) /∈ int E(w(t),Wj∗(t))

0 иначе.
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То есть построенное позиционное управление должно быть поставлено в ис-
ходную нелинейную систему, а не в ее линеаризованный аналог, для после-
дующего получения программного управления.

Заметим, что траектория x(t), стартуя с границы эллипсоида
E(w(tmin,j),Wk∗(tmin,j)), при t > tmin,j может попасть внутрь соответствую-
щего эллипсоида из-за «неоптимальности» неопределенности v(·). Более того,
может оказаться, что итоговая траектория попадет в точку x(i) при некото-
ром t∗ < 0. В этом случае следует завершить вычисление траектории x(t),
а в качестве оценки времени быстродействия для ребра дерева использовать
величину (t∗ − tmin,j∗), а не −tmin,j∗. Как уже было сказано выше, возможна и
другая ситуация, когда траектория системы в момент времени t = 0 попадет
в точку x̃∈Bεi(x

(i)), x̃ 	= x(i). Это также следует учесть в основном алгорит-
ме: во множество вершин графа V должна быть добавлена не точка x(i), а x̃
(см. строки 17–23 основного алгоритма). Здесь, однако, возникает сложность
с той частью базового алгоритма RRT*, в которой производится «пересвязы-
вание» ранее построенной части графа (см. строки 19–23). Поскольку теперь
найденное управление не гарантирует попадание траектории в точку x(i), то
либо нужно считать εi > 0 достаточно малым и за счет этого отождествлять
все точки из εi-окрестности x(i), либо нужно в принципе отказаться от «пере-
связывания». В последнем случае, однако, качество работы алгоритма может
ухудшиться.

7. Пример (нелинейная динамика)

Рассмотрим математическую модель плоского движения автономного ап-
парата (робота), приводимого в движение двумя роторами. Уравнения дви-
жения имеют следующий вид:⎧⎨⎩

mẍ1 = −ξ1ẋ1 + (u1 + u2) cos(ϕ)
mẍ2 = −ξ1ẋ2 + (u1 + u2) sin(ϕ)
Jϕ̈ = −ξ2ϕ̇+ (u1 − u2)r.

(19)

Здесь (x1, x2) – положение центра масс аппарата, ϕ – угол, задающий его
ориентацию на плоскости, m – масса, J – момент инерции, ξ1 и ξ2 – коэффи-
циенты вязкого трения, r – радиус аппарата. Через u1 и u2 здесь обозначены
силы тяги от двух роторов. На управляющие параметры наложены следую-
щие ограничения: ui ∈ [0, umax], i = 1, 2, где величина umax задана.

Приведем систему (19) к следующему виду:

ẋ = Ax+ g(x)u.(20)

Здесь x∈R6, x3 = ϕ, x4 = ẋ1, x5 = ẋ2, x6 = ẋ3, u∈R2,

A =

(
O3×3 I3×3

O3×3 −Ã

)
, g(x) =

(
O3×2

g̃

)
,
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Ã = diag

(
ξ1
m
,
ξ1
m
,
ξ2
J

)
, g̃ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

cos(x3)

m

cos(x3)

m

sin(x3)

m

sin(x3)

m
r

J
− r
J

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Множество допустимых значений управлений оценим при помощи эллипсои-
да:

u∈E(p, P ), p =
(umax

2
,
umax

2

)
, P = diag

(
u2max

4
,
u2max

4

)
.

При линеаризации уравнений (20) в окрестности очередной вершины гра-
фа x(i) (см. (14)) получим следующие параметры: B(x(i)) = g(x(i)),

A(x(i)) = A+
umax

m

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
O3×6

0 0 − sin(x
(i)
3 ) 0 0 0

0 0 cos(x
(i)
3 ) 0 0 0

0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

h(x(i)) =
umaxx

(i)
3

m

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
O3×1

sin(x
(i)
3 )

− cos(x
(i)
3 )

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

R1 = R2 = R3 = R6 = 0,

R4 =
r2i umax

2m
max

{
| cos(ζ)| : |ζ − x(i)3 | � ri

}
+

+
riumax

m
max

{
| sin(ζ)| : |ζ − x(i)3 | � ri

}
,

R5 =
r2i umax

2m
max

{
| sin(ζ)| : |ζ − x(i)3 | � ri

}
+

+
riumax

m
max

{
| cos(ζ)| : |ζ − x(i)3 | � ri

}
.

Препятствия Mi определим так, что ограничения будут наложены лишь на
координаты x1 и x2.

Ниже приведены результаты работы алгоритма Ellipsoidal KRRT* в этом
случае. На рис. 3 изображены проекции ребер построенного в итоге графа Γ,
а также препятствий на плоскость переменных (x1, x2) на момент, когда |V | =
= 369.

Параметры, использованные при численном моделировании: T = −15,
m = 5кг, J = 0,05 кг·м

рад , r = 0,24м, ξ1 = 8,5 кг
с , ξ2 = 0,08 кг·м2

с·рад , umax = 1,5Н,
x1(0) = ẋ1(0) = x2(0) = ẋ2(0) = ϕ(0) = ϕ̇(0) = 0.
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Рис. 3. Проекция дерева Γ = (V,E) на плоскость (x1, x2).

При заданном целевом множестве

Xgoal =
{
x∈R2 : 9,5 < x1 < 11,5, 10,5 < x2 < 12,5

}
значение функционала в этом примере следующее:

t∗ = min{C(v) : v∈V, v∈Xgoal} = 134,42.

В отличие от линейного варианта предложенного в данной работе алго-
ритма сравнить его работу в случае нелинейной динамики с существующими
алгоритмами типа KRRT* не представляется возможным из-за того, что по-
следние либо вовсе не рассчитаны на системы с нелинейной динамикой, либо
могут быть использованы только для расчета конкретных, специально подо-
бранных примеров.

8. Заключение

Рассмотренная в работе модификация алгоритма RRT* позволяет строить
субоптимальные траектории для объектов как с линейной, так и с нелиней-
ной динамикой. Программная реализация предлагаемого метода может быть
использована для решения различных прикладных задач. В отдельных си-
туациях представленный алгоритм можно улучшить (сделать более эффек-
тивным) за счет использования различных эвристик. Исследованию этих во-
просов будет посвящена дальнейшая работа авторов.
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РАСПОЗНАВАНИЕ СИГНАЛОВ БЕЗ РАСШИРЕНИЯ
ПРОСТРАНСТВА СОСТОЯНИЙ ПО РЕЗУЛЬТАТАМ
НАБЛЮДЕНИЙ, СОДЕРЖАЩИХ СИНГУЛЯРНУЮ

ПОМЕХУ, С УЧЕТОМ НЕЛИНЕЙНОСТИ

Предлагается новый метод распознавания совокупности сигналов
(из заданного ансамбля, с линейно и нелинейно входящими в них парамет-
рами) в условиях существенной априорной неопределенности, не позво-
ляющей воспользоваться известными статистическими методами. Сигна-
лы могут присутствовать в аддитивной смеси, содержащей шум наблю-
дений и сингулярную помеху, при этом закон распределения шума по-
лагается неизвестным, а считается заданной лишь его корреляционная
матрица. Метод инвариантен к данной помехе, не требует традиционно-
го расширения пространства состояний и обеспечивает декомпозицию и
распараллеливание вычислительной процедуры. Для представления сиг-
налов и помехи используются традиционные линейные спектральные раз-
ложения с неизвестными коэффициентами и заданными базисными функ-
циями. Анализируются случайные и методические погрешности, а так-
же достигаемый вычислительный эффект. Приводится иллюстративный
пример.

Ключевые слова: существенная априорная неопределенность, сингуляр-
ная помеха, базисные функции с нелинейными параметрами, спектраль-
ные коэффициенты, расширение пространства состояний, оптимальное
оценивание, несмещенность оценивания, инвариантность к помехе, алго-
ритм распознавания, декомпозиция, параллельные вычисления.

DOI: 10.31857/S0005231024020052, EDN: UFQHBW

1. Введение

В [1–3] развит метод решения ряда прикладных задач в условиях суще-
ственной априорной неопределенности (например, маскирования и оценива-
ния информационных процессов применительно к стационарным и динами-
ческим объектам) по результатам наблюдений, содержащих полезный сиг-
нал, шум с неизвестным законом распределения (но заданной корреляцион-
ной матрицей) и параметрическую сингулярную помеху. Предполагается, что
как сигнал, так и помеха могут быть представлены в виде некоторой конеч-
номерной линейной комбинации заданных базисных функций с неизвестны-
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ми спектральными коэффициентами. Предложенные в [1–3] алгоритмы осно-
ваны на идее обобщенного инвариантно-несмещенного оценивания (ОИНО)
без расширения пространства состояний, позволяющей формировать оценки
любых линейных функционалов (над сигналом), не прибегая к нахождению
спектральных коэффициентов в линейных комбинациях как сигнала, так и
помехи.

В настоящей статье идея ОИНО использована для решения более слож-
ной задачи, а именно распознавания совокупности сигналов из заданного ан-
самбля с помощью различных информационно-измерительных систем. Под
распознаванием понимается решение задач, связанных с оцениванием, об-
наружением, различением и разрешением сигналов (как с линейными, так и
нелинейными параметрами) при различных уровнях априорной неопределен-
ности (см., например, [4–11]). Такие задачи возникают в локации, навигации,
связи, радиотехнической разведке, радиоастрономии, телеметрии, техниче-
ской и медицинской диагностике, информационной безопасности и многих
других. В условиях правомерности применения вероятностных моделей их
решение возможно в рамках известных статистических методов (минимакс-
ного, байесова, максимального правдоподобия и др.).

Существует широкий круг задач распознавания сигналов, для которых
традиционный вероятностный подход [4–11] трудно реализуем, особенно в
классе информационно-измерительных систем, функционирующих в реаль-
ном времени и условиях существенной априорной неопределенности, при
минимуме заданных статистических данных. Для задач оценивания с ука-
занными ограничениями широко применяется метод наименьших квадратов
(МНК), оперирующий лишь с известной корреляционной матрицей ошибок
наблюдений и обеспечивающий, в соответствии с известной теоремой Гаусса–
Маркова, построение наилучшей линейной оценки [12, 13]. Одним из класси-
ческих подходов к решению задачи распознавания для указанных систем мо-
жет служить расширенный МНК (РМНК), который основан на расширении
пространства состояний и предполагает совместное оценивание всех парамет-
ров сигналов и сингулярной помехи, присутствующих во входном наблюде-
нии. Известно [12–15], что применение РМНК для задач с нелинейностью и
расширением пространства состояний приводит на практике к итерационным
процедурам (т.е. требует задания достаточно хороших начальных условий) и
известному эффекту «размазывания точности», который наиболее выражен
в многомерных задачах распознавания, оперирующих с плохо обусловлен-
ными матрицами. Кроме того, такое расширение приводит к существенному
росту вычислительных затрат и, как следствие, к снижению оперативности
вычислений.

В [1–3] развита автокомпенсационная параллельная процедура ОИНО зна-
чений линейных функционалов, которая является альтернативой РМНК и
позволяет строить алгоритмы оптимального оценивания параметров одно-
го сигнала в условиях существенной априорной неопределенности. Данная
процедура, основанная на декомпозиции, не требует расширения и обеспе-
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чивает автокомпенсацию сингулярной помехи, не прибегая к оцениванию ее
спектральных коэффициентов, а также позволяет организовать параллель-
ные вычисления. Показан существенный вычислительный эффект.

В настоящей статье идея ОИНО получила дальнейшее развитие, направ-
ленное на решение гораздо более сложных задач, связанных с распознава-
нием совокупности сигналов, при минимуме статистических данных о шу-
ме наблюдения. При этом термин автокомпенсация рассматривается в более
широком смысле, поскольку каждый сигнал в уравнении наблюдения по от-
ношению к другому сигналу этого же уравнения рассматривается как по-
меховый. Развивается новый метод распознавания сигналов для нелинейного
случая, который сохраняет все достоинства идеи ОИНО, не требует примене-
ния итерационных процедур и реализует принцип параллельных вычислений
с многоканальной обработкой данных [16–19]. В статистическом смысле, ме-
тод не требует привлечения законов распределения, а ограничивается лишь
информацией о математическом ожидании и корреляционной матрице шума
наблюдения, что характерно для алгоритмов, разрабатываемых на базе МНК
и РМНК.

В статье не используются стохастические сигналы, например, марковские,
которые характерны для теории линейной и нелинейной фильтрации, опе-
рирующей с большим объемом достоверной статистической информации и
приводящей во многих случаях к построению алгоритмов текущего оцени-
вания с плохой сходимостью и(или) длительными переходными процесса-
ми, что не соответствует классу рассматриваемых ниже информационно-
измерительных систем.

2. Модели, ограничения и критерии. Постановка задачи распознавания
для случая существенной априорной неопределенности

Рассмотрим задачу распознавания сигналов (из заданного ансамбля), на-
блюдаемых в виде аддитивной смеси

h(t) =
K∑
i=1

qisi(t,Ai, ζi) + θ(t,B) + ξ(t),

K � 1, Ai ∈ ℘i ⊂R
Mi , ζi ∈ Ji ⊂ R

Li ,

(1)

где t ∈ [0, T ]— непрерывное время,K — число возможных сигналов ансамбля,
θ(t,B) — сингулярная помеха, ξ(t) — шум наблюдений, qi — параметр, харак-
теризующий отсутствие (qi = 0) или присутствие (qi = 1) сигнала si(t,Ai, ζi)
в смеси, Ai и B — векторные спектральные коэффициенты линейного раз-
ложения сигнала и помехи по своим (заранее заданным) системам базисных
функций, ζi — векторный параметр сигнала (в общем случае неизвестный,
который будем называть базисным), нелинейно входящий в базисные функ-
ции сигнала.
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При K = 1 имеем задачу обнаружения одного сигнала, если в (1) при
K > 1 присутствует только один сигнал, то речь идет о задаче различения,
а при наличии в (1) любого числа сигналов — о задаче разрешения. Сю-
да входят частные случаи: qi = 0 ∀i = 1,K (когда все сигналы ансамбля от-
сутствуют) и qi = 1 ∀i = 1,K (когда все сигналы ансамбля присутствуют).
В модель (1) укладываются и другие задачи распознавания сигналов (см.,
например, [7, с. 10–12]).

Далее полагаем, что множества ℘i и Ji являются ограниченными и вы-
пуклыми. В качестве координат базисного вектора ζi могут рассматриваться
такие физические величины, как длительность импульса, период сигнала,
временная задержка, несущая частота или частота Доплера, некоторые па-
раметры модулирующей функции и т.д.

Уравнению (1) можно дать, например, следующую физическую интер-
претацию. Пусть в секторе обзора радиолокационной станции может нахо-
диться K целей. Тогда излученному зондирующему сигналу s(t) в точке
приема будет соответствовать сумма отраженных сигналов q1a1s(t− τ1)+
+q2a2s(t− τ2) + . . . + qKaKs(t− τK), где τi = 2Ri/c — задержка принятого
сигнала по отношению к зондирующему (где i ∈ {1, . . . ,K}, Ri — дальность
до i-й цели, c — скорость света). Следовательно, для данного примера имеем
Ai = [ai] — амплитуда сигнала (линейный параметр) и ζi = [τi] — задержка
сигнала (нелинейный параметр). В качестве θ(t,B) может рассматриваться
результирующая помеха, например, обусловленная наличием боковых лепест-
ков диаграммы направленности приемной антенны, влиянием подстилающей
поверхности и наличием распределенных в пространстве источников помех
естественного и искусственного происхождения.

Полагаем, что на множестве Ji можно задать числовую сетку многомер-
ных (векторных) узлов ζ(di) (где di ∈ {1, . . . ,Di} — номер узла, Di — объем
сетки для параметра ζi, ζ(di) — значение параметра ζi в узле с номером di),
достаточную для дискретного представления ζi с требуемой точностью на
всем Ji (речь идет о разрешающей способности). Для дальнейшего упроще-
ния математических выкладок и записей введем векторы q =

[
qi, i = 1,K

]T,
d =

[
di, i = 1,K

]T и ζ =
[
ζTi , i = 1,K

]T, а также единый многомерный узел

ζ(d) =
[
ζT(di), i = 1,K

]T
.

Для произвольных значений Ai, ζi и B используем следующие линейные
конечномерные комбинации (модели сигнала и помехи соответственно)

si(t,Ai, ζi) = AT
i Ψi(t, ζi),(2)

θ(t,B) = BTΩ(t),(3)

где Ai =
[
aim,m = 1,Mi

]T и B =
[
bj, j = 1, J

]T — неизвестные вектор-
ные спектральные коэффициенты линейных разложений сигнала и помехи,
Ψi(t, ζi) =

[
ψim(t, ζi),m = 1,Mi

]T и Ω(t) =
[
ωj(t), j = 1, J

]T — заданные ба-
зисные функции сигнала и помехи.
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В дальнейшем будем использовать наиболее распространенное на практи-
ке векторное уравнение наблюдения для дискретного времени (на сетке узлов
{t1, . . . , tN})

H =

K∑
i=1

qiSi +Θ+Ξ,(4)

где

H =
[
hn, n = 1, N

]T
, Si =

[
sin(Ai, ζi), n = 1, N

]T
,

Θ =
[
θn(B), n = 1, N

]T
, Ξ =

[
ξn, n = 1, N

]T
,

hn = h(tn), sin(Ai, ζi) = si(tn,Ai, ζi), θn(B) = θ(tn,B), ξn = ξ(tn).

Полагаем, что шум Ξ характеризуется нулевым математическим ожида-
нием и соответствующей корреляционной матрицей KΞ. Никаких других ве-
роятностных характеристик относительно Ξ не требуется.

Для произвольных значений Ai, ζi и B имеем

Si = ΨiAi,(5)
Θ = ΩB,(6)

где Ψi =
[
ψimn(ζi), n = 1, N, m = 1,Mi

]
и Ω =

[
ωjn, n = 1, N, j = 1, J

]
—

базисные матрицы сигнала Si и помехи Θ соответственно, ψimn(ζi) =
= ψim(tn, ζi), ωjn = ωj(tn).

Также полагаем, что расширенный функциональный базис {Ψ1(t, ζ1), . . .
. . . ,ΨK(t, ζK),Ω(t)} линейно независим на сетке {t1, . . . , tN} для любых зна-
чений ζ1 ∈ J1, ζ2 ∈ J2, . . . , ζK ∈ JK (по аналогии с [1–3]).

В самом общем случае задача распознавания сигналов предполагает оп-
тимальное обнаружение каждого сигнала si(t,Ai, ζi) из заданного ансамбля
(т.е. вынесение оценки q∗i для параметра qi), а также нахождение оценок A∗

i

для Ai и ζ∗i для ζi. В таких условиях (многоальтернативных решений) вво-
дится семейство гипотез Γl, l ∈ {1, . . . , L} (где L = 2K , L � 2), характеризую-
щих все возможные варианты присутствия и отсутствия сигналов ансамбля в
наблюдении (1). Под Γ0 ∈ {Γ1, . . . ,ΓL} далее понимается истинная гипотеза.

Будем полагать, что случай qi = 0 ∀i = 1,K отвечает гипотезе Γ1, а случай
qi = 1 ∀i = 1,K — гипотезе ΓL.

Каждой гипотезе Γl можно поставить в соответствие модельное наблюде-
ние

Hl =

Kl∑
i=1

Sil +Θ+Ξ, l ∈ {1, . . . , L}, Sil ∈ {S1, . . . ,SK},(7)

где Sil = ΨilAil (см. (5)), Kl — количество сигналов ансамбля, присутствую-
щих в смеси согласно Γl.
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C учетом (7) задача распознавания в рамках РМНК решается с ис-
пользованием расширенного вектора спектральных коэффициентов Wl =

=
[
AT

1l,A
T
2l, . . . ,A

T
Kll
,BT

]T
и критерия минимума квадратичной формы

χрмнк(ζl,Wl):

(8) (l∗, ζl∗ ,Wl∗) = arg min
l,ζl,Wl

χрмнк(ζl,Wl) =

= arg min
l,ζl,Wl

[Δрмнк(ζl,Wl)]
T (KΞ

)−1
Δрмнк(ζl,Wl),

где Δрмнк(ζl,Wl) = H −Hрмнк(ζl,Wl), а минимизация по нелинейному па-
раметру ζl выполняется на узлах ζ(d) числовой сетки.

Критерий (8) позволяет обеспечить минимизацию с учетом невязок
Δрмнк(ζl,Wl) и весовой матрицы

(
KΞ
)−1, при этом под ζl∗ и Wl∗ понимаются

оценки для ζl и Wl соответственно, применительно к оптимальной гипоте-
зе Γl∗ , l∗ ∈ {1, . . . , L}.

Очевидно, что размерность такой задачи достаточно высока и при работе
с плохо обусловленными матрицами погрешности оценивания могут суще-
ственно превосходить методическую погрешность и обесценивать результа-
ты оптимальной обработки наблюдений (это наглядно продемонстрировано
в иллюстративном примере (раздел 6)). Кроме того, критерий (8) не преду-
сматривает возможности распараллеливания вычислительной процедуры.

Преодолеть недостатки РМНК во многом удается, если использовать мо-
дифицированную процедуру ОИНО, ориентированную на задачу распозна-
вания сигналов. Для этого, применительно к фиксированному значению k,
запишем наблюдение (7) в двух формах:

Hl =

{
Skl +Xkl +Ξ, k ∈ {1, . . . ,Kl},
Θ+Xl +Ξ,

(9)

где Skl = Skl(Akl, ζkl), Xl = Xl(Al, ζl), Al =
[
AT

1l,A
T
2l, . . . ,A

T
Kll

]T
, ζl =

=
[
ζTil , i = 1,Kl

]T, Xkl =
Kl∑
i=1
i �=k

Sil +Θ, Xl =
Kl∑
i=1

Sil.

Первая форма позволяет рассматривать Xkl как составляющую, мешаю-
щую оцениванию полезного сигнала Skl, а вторая форма позволяет рассмат-
ривать Xl — как составляющую, мешающую оцениванию помехи Θ.

Далее потребуются матрицы оптимального линейного оценивания PS
kl =

=
[
pSkrnl, r = 1, N, n = 1, N

]
, PA

kl =
[
pAkmnl,m = 1,Mkl, n = 1, N

]
и PΘ

l =

=
[
pΘrnl, r = 1, N, n = 1, N

]
, PB

l =
[
pBjnl, j = 1, J , n = 1, N

]
для формирования

оптимальных оценок (на основе ОИНО для фиксированных значений l и ζk)
применительно к сигналу Skl и вектору Akl его спектральных коэффициен-
тов, а также к помехе Θ и вектору B ее спектральных коэффициентов:

S∗
kl = PS

klHl, A∗
kl = PA

klHl, k = 1,Kl, Θ∗
l = PΘ

l Hl, B∗
l = PB

l Hl.
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Матрицы PS
kl, P

A
kl и PΘ

l , PB
l для гипотезы Γl должны обеспечивать вы-

полнение следующих равенств:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
HS

kl = PS
klHl = PS

klSkl +PS
klXkl +PS

klΞ = Skl +ΞS
kl, k = 1,Kl,

HA
kl = PA

klHl = PA
klSkl +PA

klXkl +PA
klΞ = Akl +ΞA

kl, k = 1,Kl,

HΘ
l = PΘ

l Hl = PΘ
l Θ+PΘ

l Xl +PΘ
l Ξ = Θ+ΞΘ

l ,

HB
l = PB

l Hl = PB
l Θ+PB

l Xl +PB
l Ξ = B+ΞB

l ,

(10)

где ΞS
kl = PS

klΞ и ΞΘ
l = PΘ

l Ξ — шумы с нулевыми математическими ожи-
даниями M{ΞS

kl} =M{PS
klΞ} = PS

klM{Ξ} = [0]N×1, M{ΞA
kl} =M{PA

klΞ} =

= PA
klM{Ξ} = [0]Mkl×1,M{ΞΘ

l } =M{PΘ
l Ξ} = PΘ

l M{Ξ} = [0]N×1,M{ΞB
l } =

=M{PB
l Ξ} = PB

l M{Ξ} = [0]J×1 (здесь M{·} — символ математического
ожидания, 0 — нулевой вектор-столбец соответствующей размерности, ко-
торая указывается квадратными скобками с нижними индексами).

Кроме того, для корреляционных матриц KΞS
kl , KΞA

kl и KΞΘ
l , KΞB

l случай-
ных векторов ΞS

kl, Ξ
A
kl и ΞΘ

l , ΞB
l должны обеспечиваться соответствующие

условия минимума ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

SpKΞS
kl −→ min

PS
kl

, k = 1,Kl,

SpKΞA
kl −→ min

PA
kl

, k = 1,Kl,

SpKΞΘ
l −→ min

PΘ
l

,

SpKΞB
l −→ min

PB
l

,

(11)

где под Sp понимается оператор нахождения следа матрицы.
Формула (10) отражает свойства несмещенности (по отношению к пара-

метрам полезных сигналов и сингулярной помехи)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

PS
klSkl = Skl, k = 1,Kl,

PA
klSkl = Akl, k = 1,Kl,

PΘ
l Θ = Θ,

PB
l Θ = B,

(12)

а также инвариантности (по отношению к мешающим составляющим Xkl

и Xl) ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

PS
klXkl = [0]N×1, k = 1,Kl,

PA
klXkl = [0]Mkl×1, k = 1,Kl,

PΘ
l Xl = [0]N×1,

PB
l Xl = [0]J×1.

(13)
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Если матрицы PS
kl, P

A
kl и PΘ

kl , P
B
kl применять непосредственно к наблю-

дению (1), то получаем набор оптимальных оценок всех параметров задачи
распознавания сигналов для фиксированных значений l и ζl⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

S∗
kl = PS

klH =

Kl∑
i=1

qiP
S
klSi +PS

klΘ+ΞS
kl, k = 1,Kl,

A∗
kl = PA

klH =

Kl∑
i=1

qiP
A
klSi +PA

klΘ+ΞA
kl, k = 1,Kl,

Θ∗
l = PΘ

l H =

Kl∑
i=1

qiP
Θ
l Si +PΘ

l Θ+ΞΘ
l ,

B∗
l = PB

l H =

Kl∑
i=1

qiP
B
l Si +PB

l Θ+ΞB
l .

(14)

В отличие от РМНК оценки параметров сигналов и помехи (14), форми-
руемые в рамках ОИНО, осуществляются раздельно, что позволяет организо-
вать параллельные вычисления, кроме того, выполнение условий инвариант-
ности позволяет существенно снизить размерность обращаемых матриц (по
аналогии с [1–3]). Это хорошо продемонстрировано далее в иллюстративном
примере.

Для истинной гипотезы Γ0 с номером l0 ∈ {1, . . . , L}, учитывая (12)–(14),
получим ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

S∗
kl0 = PS

kl0H = qkSk +ΞS
kl0 , k = 1,Kl0 ,

A∗
kl0 = PA

kl0H = qkAk +ΞA
kl0 , k = 1,Kl0 ,

Θ∗
l0 = PΘ

l0H = Θ+ΞΘ
l0 ,

B∗
l0 = PB

l0H = B+ΞB
l0 .

(15)

Если Γl не соответствует истинной гипотезе Γ0 , то условия (12) и (13) нару-
шаются, что приводит к невязке

Δоино(l, ζl) = H−Hоино(S∗
l ,Θ

∗
l ) = H−

Kl∑
i=1

S∗
il −Θ∗

l ,

где S∗
l =

[
(S∗

il)
T, i = 1,Kl

]T, S∗
il = S∗

il(ζl), Θ
∗
l = Θ∗

l (ζl). В этом случае зада-
ча распознавания в рамках ОИНО решается на основе критерия минимума
квадратичной формы:

(l∗, ζl∗) = argmin
l,ζl

χоино(l, ζl) =

= argmin
l,ζl

[Δоино(l, ζl)]
T (KΞ

)−1
(Δоино)(l, ζl),

(16)
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при этом результирующие оценки параметров сигналов и сингулярной помехи
находятся как S∗

l∗ = S∗
l=l∗ , A∗

l∗ = A∗
l=l∗, Θ∗

l∗ = Θ∗
l=l∗ , B∗

l∗ = B∗
l=l∗ , где A∗

l =

=
[
(A∗

kl)
T, k = 1,Kl

]T.
В (16) минимизация по нелинейному параметру выполняется сразу на всех

узлах ζl числовой сетки методом параллельных вычислений.
Формулы (1)–(16) полностью задают все модели, ограничения и критерии,

необходимые для разработки нового метода разрешения сигналов в условиях
существенной априорной неопределенности, а также его сравнения с РМНК.
Требуется построить матрицы PS

kl, P
A
kl и PΘ

kl , P
B
kl для фиксированных l и d;

с учетом построенных матриц и принятого критерия оптимальности в де-
композированном виде решить задачу оптимального распознавания сигналов
(с линейными и нелинейными параметрами) без традиционного расширения
пространства состояний в условиях минимума априорной статистической ин-
формации (используя лишь матрицу KΞ), обеспечив автокомпенсацию син-
гулярной помехи и параллельную обработку наблюдений; привести формулы
для случайных и методических ошибок результирующего оценивания; срав-
нить разработанный метод с РМНК в плане вычислительной эффективно-
сти; продемонстрировать возможность его сравнения с известными статисти-
ческими методами распознавания сигналов; привести иллюстративный при-
мер, подтверждающий преимущества разработанного метода по сравнению с
РМНК.

Решение задачи распознавания в общем случае (когда неизвестно какие
сигналы ансамбля присутствуют в наблюдении (1) и неизвестно значение
нелинейного параметра ζi для каждого из этих сигналов si(t,Ai, ζi)) при-
водит к сложным итерационным процедурам, связанным с необходимостью
выбора достаточно хороших начальных приближений. На практике обойти
указанную сложность удается на основе параллельного алгоритма, предпо-
лагающего проверку всех возможных гипотез присутствия сигналов и поме-
хи в (4), а также просмотр всех узлов для каждой гипотезы. Именно такой
подход будет применен ниже, что позволит уйти от указанной выше нелиней-
ности и связанных с ней трудностей, о которых говорилось ранее. Подобная
идея успешно использована в [20, 21] при решении ряда прикладных задач
управления.

3. Построение матриц оптимального линейного
автокомпенсационно-декомпозиционного оценивания

Предположим сначала, что точное значение параметра ζ известно, а в
смеси (1) присутствуют все K сигналов ансамбля, т.е. q1 = q2 = . . . = qK = 1
(в этом случае индекс l можно опустить). Тогда решение задачи распознава-
ния можно искать в классе линейных оценок в виде K параллельных алго-
ритмов вычислений

A∗
k = PA

k H, k = 1,K,(17)

89



где A∗
k — оценка вектора Ak, PA

k =
[
pAkmn,m = 1,Mk, n = 1, N

]
— матрица

неизвестных весовых коэффициентов оптимального оценивания.
Корреляционная матрица ошибок оценивания на основе (17) находится по

правилу

KA
k = PA

k KΞ
(
PA

k

)T
, k = 1,K.(18)

Критерий качества, необходимый для нахождения PA
k , соответствует ми-

нимизации следа матрицы SpKA
k (см. (11)). Кроме того, должны выполнять-

ся сопутствующие условия несмещенности (12) и инвариантности (13).
Для нахождения матрицы PA

k преобразуем (9) к следующему виду:

H = Sk +Xk +Ξ,(19)

где Xk =
[
xkn, n = 1, N

]T, Xk = YkCk,

Yk =
[
Ψ1

... . . .
...Ψk−1

...Ψk+1
... . . .

...ΨK
...Ω
]
— матрица размером N × (Mk + J),

Ck =
[
AT

1

... . . .
...AT

k−1

...AT
k+1

... . . .
...AT

K

...BT
]T — вектор размером (Mk + J) × 1,

Mk =M1 + . . . +Mk−1 +Mk+1 + . . .+MK .
Применительно к рассматриваемому случаю условия несмещенности и ин-

вариантности (с учетом (12), (13) и (19)) можно записать так

PA
k Ψk − [E]Mk×Mk

= [0]Mk×Mk
,(20)

PA
k Yk = [0]Mk×(Mk+J),(21)

где [0]Mk×Mk
и [E]Mk×Mk

— нулевая и единичная матрицы соответственно,
[·]Mk×Mk

— обозначение размерности матрицы, стоящей в квадратных скобках
(такое обозначение используется далее по всей статье).

Для дальнейшего изложения потребуется вектор PA
km = [pApmn, n = 1, N ]T,

который состоит из элементов m-й строки матрицы PA
k . Он позволяет найти

скалярную оценку a∗km коэффициента akm для фиксированных значений k
и m. Очевидно, что выполняются условия несмещенности (PA

km)TSk = akm и
инвариантности (PA

km)TXk = 0. Или, по аналогии с (20) и (21), имеем

(PA
km)TΨk −ET

km = [0]1×Mk
,(22)

YT
k P

A
km = [0](Mk+J)×1,(23)

где Ekm — вектор-столбец, состоящий из нулей, но на m-й позиции стоит
единица.

Те ор ем а. Вектор PA
km оптимального оценивания спектрального

коэффициента akm, обеспечивающий минимум квадратичной формы
(PA

km)TKΞPA
km, а также выполнение условий несмещенности (22) и

инвариантности (23), находится по правилу

PA
km = ΛkVk(Ψ

T
kΛkVk)

−1Ekm.(24)

Доказательство теоремы приводится в Приложении.
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Скалярная оценка a∗km коэффициента находится так

a∗km = HTPA
km = HTΛkVk(Ψ

T
kΛkVk)

−1Ekm.(25)

Переходя от скалярного коэффициента akm к вектору Ak, с учетом (24)
получаем матрицу оптимального оценивания

PA
k =

[
ΛkVk(Ψ

T
kΛkVk)

−1
]T
, k = 1,K.(26)

Подставляя (26) в (17), находим искомые оценки

A∗
k = PA

k H =
[
ΛkVk(Ψ

T
kΛkVk)

−1
]T

H, k = 1,K.(27)

В свою очередь, матрицу оптимального оценивания сигналов Skl находим
как

PS
k = ΨkP

A
k ,(28)

а саму оценку в виде

S∗
k = ΨkA

∗
k = Ψk

[
ΛkVk(Ψ

T
kΛkVk)

−1
]T

H, k = 1,K.(29)

Оценки (27) и (29) являются оптимальными в смысле несмещенности, эф-
фективности (обеспечивают минимальную дисперсию) и инвариантности (по
отношению к результирующей сингулярной помехе).

Для решения ряда задач распознавания сигналов, помимо матриц PA
k

и PS
k , возникает необходимость построения матриц PB и PΘ оптимально-

го оценивания параметров помехи с соблюдением условий несмещенности и
инвариантности (по аналогии с (22) и (23)). Теперь вместо Ykl и Ckl строятся
матрицы YΘ

k и CΘ
k с учетом того, что при нахождении оценок B∗ и Θ∗ все

полезные сигналы рассматриваются как мешающие составляющие. Формулы
для матриц PB, PΘ и оценок B∗, Θ∗ записываются по аналогии с (26)–(29).

Для задач распознавания с учетом возможных гипотез Γl и нелинейного
параметра γ строится семейство матриц оптимального оценивания для всех
значений l и узлов ζ(d): PA

k(d), P
S
k(d) и PB

(d), P
Θ
(d).

Рассмотренных в данном разделе матриц оценивания необходимо и доста-
точно для решения широкого круга задач, связанных с распознаванием сиг-
налов, в условиях существенной априорной неопределенности. В следующем
разделе рассматриваются наиболее распространенные задачи распознавания:
оценивание (известно какие сигналы в наблюдении присутствуют и требуется
только оценить их параметры); обнаружение (надо установить присутствует
ли в наблюдении полезный сигнал); различение (в наблюдении присутствует
только один сигнал из заданного ансамбля и надо установить какой именно);
разрешение (в наблюдении могут присутствовать те или иные сигналы ансам-
бля и надо установить какие). Кроме того, задачи обнаружения, различения
и разрешения могут сопровождаться оцениванием параметров сигналов и по-
мехи.
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4. Алгоритмы решения базовых задач распознавания сигналов
в условиях неопределенности

Алгоритм оценивания сигналов с известными нелинейными параметра-
ми (1). Пусть в смеси (1) присутствуют все сигналы ансамбля, т.е. q1 =
= q2 = . . . = qK = 1. Требуется дать оценку всех коэффициентов Ak и самих
сигналов Sk, не прибегая к оценке коэффициента B помехи Θ, т.е. без расши-
рения пространства состояний. В данной задаче гипотезы не используются,
поэтому индекс l опускаем.

Шаг 1.1. Строим матрицы PA
k весовых коэффициентов.

Шаг 1.2. Находим оценки A∗
k = PA

k H векторных коэффициентов Ak, k =
= 1,K.

Шаг 1.3. Строим матрицы PS
k = ΨkP

A
k , k = 1,K .

Шаг 1.4. Находим оценки S∗
k = PS

kH самих сигналов Sk, k = 1,K.
Алгоритм оценивания сигналов и помехи с учетом неизвестных нелиней-

ных параметров (2). Пусть в смеси (1) присутствуют все сигналы ансамбля,
т.е. q1 = q2 = . . . = qK = 1. Требуется дать оценки всех коэффициентов Ak,
ζk и самих сигналов Sk, а также оценки коэффициента B и самой помехи Θ.
В данной задаче гипотезы не используются, поэтому индекс l опускаем.

Шаг 2.1. Строим матрицы PA
k(d), P

S
k(d) и PB

(d), P
Θ
(d) для всех узлов ζ(d).

Шаг 2.2. Находим частные оценки A∗
k(d), S

∗
k(d) и B∗

(d), Θ
∗
(d) для всех узлов

ζ(d).
Шаг 2.3. Находим невязки

Δоино(d) = H−
K∑
i=1

S∗
i(d) −Θ∗

(d)

для всех узлов ζ(d).
Шаг 2.4. Находим оценку d∗ для d в виде

d∗ = argmin
d
χоино(d) = argmin

d

[
Δоино(d)

]T (
KΞ
)−1

Δоино(d).

Шаг 2.5. Находим результирующие оценки A∗
kd∗ , S∗

k(d∗), ζ∗k(d∗) и B∗
(d∗),

Θ∗
(d∗).
Алгоритм совместного обнаружения-оценивания с известными нелиней-

ными параметрами (3). В этом случае K = 1, L = 2, следовательно можно
записать H = qS+Θ+Ξ, т.е. в зависимости от значения коэффициента q
возможны две гипотезы (Γ1, если q = 0 и Γ2, если q = 1). Надо дать оцен-
ку l∗ ∈ {0, 1} для параметра l ∈ {0, 1}, а также построить оценки A∗

l∗ , S
∗
l∗ и

B∗
l∗ , Θ

∗
l∗ . В этом случае индекс k в формулах (26)–(29) можно опустить.

Шаг 3.1. Строим матрицы PA
l=1, P

A
l=2 и PS

l=1, P
S
l=2 для Γ1 и Γ2 соответ-

ственно.
Шаг 3.2. Находим оценки A∗

l=1, S
∗
l=1 (для сигнала S = [0]N×1 и гипоте-

зы Γ1) и A∗
l=2, S

∗
l=2 (для S 	= [0]N×1 и гипотезы Γ2).
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Шаг 3.3. Строим матрицы PB
l=1, P

Θ
l=1 и PB

l=2, P
Θ
l=2 для Γ1 и Γ2 соответ-

ственно.
Шаг 3.4. Находим оценки B∗

l=1, Θ
∗
l=1 и B∗

l=2, Θ
∗
l=2.

Шаг 3.5. Находим невязки

Δоино(l) = H− S∗
l −Θ∗

l

и номер наилучшей гипотезы с использованием критерия:

l∗ = argmin
l
χоино(l) = argmin

l
[Δоино(l)]T (KΞ)−1Δоино(l), l∗ ∈ {0, 1}.

Шаг 3.6. Находим результирующие оценки A∗
l∗ , S

∗
l∗ и B∗

l∗ , Θ
∗
l∗ .

Алгоритм совместного различения и оценивания параметров сигналов
и помехи с неизвестными нелинейными параметрами (4). В этом случае K
произвольное, L = K, H = Sl+Θ+Ξ, l ∈ {1, . . . , L}. Надо установить, какой
сигнал из заданного ансамбля {S1, . . . ,SL} присутствует в наблюдении, т.е.
вынести оценку l∗ ∈ {1, . . . , L} для параметра l а также построить оценки
A∗

l∗ , S
∗
l∗ и B∗

l∗ , Θ
∗
l∗ . В этом случае индекс k опускаем.

Шаг 4.1. Строим матрицы PA
l(d), P

S
l(d) и PB

l(d), P
Θ
l(d) для всех и узлов ζ(d).

Шаг 4.2. Находим частные оценки A∗
l(d), S

∗
l(d) и B∗

l(d), Θ
∗
l(d) для всех Γl и

узлов ζ(d).
Шаг 4.3. Находим невязки

Δоино(l,d) = H− S∗
l(d) −Θ∗

l(d)

для всех Γl и узлов ζ(d).
Шаг 4.4. Находим номер наилучшей гипотезы с использованием следую-

щего критерия:

(l∗,d∗) = argmin
l,d

χоино(l,d) = argmin
l,d

[Δоино(l,d)]T
(
KΞ
)−1

Δоино(l,d).

Шаг 4.5. Находим результирующие оценки A∗
l∗(d∗), S

∗
l∗(d∗) и B∗

l∗(d∗), Θ
∗
l∗(d∗)

для гипотезы Γl∗ и узла ζ(d∗).
Алгоритм совместного разрешения и оценивания параметров сигналов

и помехи с неизвестными нелинейными параметрами (5). Рассматривается
общий случай (4). В этом случае K произвольное, L = 2K , L � 2. Надо уста-
новить, какие сигналы из заданного ансамбля {S1, . . . ,SL} присутствуют в
наблюдении и дать оценку их линейных и нелинейных параметров, а также
оценить параметры помехи. В этом случае используются гипотезы Γl, где
l ∈ {1, . . . , 2K}.

Шаг 5.1. Строим матрицы PA
kl(d), P

S
kl(d) и PB

l(d), P
Θ
l(d) для всех Γl, k = 1,Kl

и узлов ζ(d).
Шаг 5.2. Находим частные оценки A∗

kl(d), S
∗
kl(d) и B∗

l(d), Θ
∗
l(d) для всех Γl,

k = 1,Kl и узлов ζ(d).
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Шаг 5.3. Находим невязки

Δоино(l,d) = H−
Kl∑
k=l

S∗
kl(d) −Θ∗

(d)

для всех Γl и узлов ζ(d).
Шаг 5.4. Находим номер наилучшей гипотезы с использованием следую-

щего критерия:

(l∗,d∗) = argmin
l,d

χоино(l,d) = argmin
l,d

[Δоино(l,d)]T
(
KΞ
)−1

Δоино(l,d).

Шаг 5.5. Находим результирующие оценки A∗
kl∗(d∗), S

∗
kl∗(d∗) (где k = 1,Kl)

и B∗
l∗(d∗), Θ

∗
l∗(d∗) для гипотезы Γl∗ и узла ζ(d∗).

Примечание: используемые в алгоритмах критерии оптимизации обеспе-
чивают минимизацию влияния друг на друга соседних сигналов ансамбля,
автокомпенсацию сингулярной помехи и сглаживание шума (потенциально
сравнимое с возможностями РМНК).

Рассмотренные алгоритмы лишь иллюстрируют некоторые возможности
развиваемого метода. Возможны и другие постановки задачи распознавания
сигналов в условиях неопределенности с учетом особенностей назначения и
применения рассматриваемой информационно-измерительной системы. Оче-
видно, что предложенный метод можно комплексировать и с традиционными
вероятностными подходами в зависимости от условий функционирования си-
стемы.

Необходимость обработки наблюдений для множества гипотез приводит
к необходимости организации 2L каналов параллельных вычислений с про-
смотром всех узлов числовой сетки для нелинейных параметров полезных
сигналов. Для современных информационно-измерительных систем, ориен-
тированных на режим функционирования в реальном времени, предлагаемый
метод может оказаться весьма перспективным.

5. Анализ разрешения сигналов

В силу линейности предлагаемого метода существенно упрощается нахож-
дение корреляционных матриц ошибок оценивания. Так с учетом (18) и (26)
для гипотезы Γl∗ и узла ζ(d∗) находим выражение для корреляционной мат-
рицы оценки

KA
kl∗(d∗) = PA

kl∗(d∗)K
Ξ
(
PA

kl∗(d∗)

)T
, k = 1,Ki∗ ,(30)

где PA
kl∗(d∗) =

[
Λkl∗(d∗)Vk∗(d∗)

(
ΨT

k∗(d∗)Λk∗(d∗)Vk∗(d∗)

)−1
]T

.

Выражение (30) позволяет в каждом конкретном случае оценить потен-
циальные возможности метода с учетом требований, задаваемых к системе.
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По аналогии с (30) можно записать математические формулы для корреля-
ционных матриц KS

kl∗(d∗), K
B
l∗(d∗) и KΘ

l∗(d∗), характеризующих точности оце-
нивания не только отсчетов сигналов и их спектральных коэффициентов, но
и сингулярной помехи. Так, дисперсии ошибок оценивания скалярных коор-
динат akm вектора Ak и отсчетов skn сигнала Sk находятся так:(

σAkml∗(d∗)

)2
=
(
PA

kml∗(d∗)

)T
KΞPA

kml∗(d∗), m = 1,Mkl∗ ,(
σSkml∗(d∗)

)2
=
(
PS

kml∗(d∗)

)T
KΞPS

kml∗(d∗), n = 1, N.

Для оценки характеристик обнаружения, различения и разрешения сиг-
налов, а также возможности сравнения развитого и известных методов, до-
статочно задаться наиболее подходящим (для рассматриваемых условий на-
блюдения) законом распределения шумов наблюдений (как правило, гауссов-
ским), а также, при необходимости, некоторыми априорными вероятностями
(например, появления полезных сигналов в наблюдении) и значениями рис-
ков от неправильных решений. Это позволяет исследовать характеристики
метода в рамках известных статистических подходов [4–10], для чего строят-
ся соответствующие функции правдоподобия и на их основе находятся зна-
чения наиболее важных (для конкретной задачи) линейных функционалов
(например, вероятностей ложной тревоги, правильного обнаружения и т.д.).

Применяя построенные матрицы PA
kl(d), P

S
kl(d) и PB

l(d), P
Θ
l(d) непосредствен-

но к (4), получим набор трансформированных уравнений наблюдения, со-
храняющих аддитивность, но с новыми шумами ΞA

kl(d) = PA
kl(d)Ξ, ΞS

kl(d) =

= PS
kl(d)Ξ и ΞB

kl(d) = PB
kl(d)Ξ, ΞΘ

kl(d) = PΘ
kl(d)Ξ.

Следовательно, зная закон распределения для исходного шума Ξ, неслож-
но записать законы распределения для новых шумов и вычислить значения
интересующих функционалов. Такой подход позволяет сравнивать разрабо-
танный метод не только с РМНК, но и известными статистическими подхо-
дами к распознаванию сигналов.

Анализ выражений (27) и (29) показывает, что в развиваемом методе тре-
буется обращение матрицыΦkl размером (Mkl + J)× (Mkl + J), а также мат-
рицы ΨT

klΛklVkl размером Mkl ×Mkl.
Применительно к РМНК для фиксированного k предполагается обраще-

ние матрицы большего размера (M1l +M2l + . . . +MKl
+ J) × (M1l +M2l +

+ . . .+MKl
+ J).

Очевидно, что при плохой обусловленности обращаемых матриц предла-
гаемый метод может оказаться весьма эффективным в вычислительном
плане.

Пусть модельное уравнение наблюдения имеет вид

Hl = (Skl +ΔSkl) + (Xkl +ΔXkl) +Ξ,

где ΔSkl и ΔXkl — добавки к сигналу и помехе, обусловленные учетом «хво-
стов», используемых функциональных рядов.
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В этом случае для оценки a∗kml (вычисленной без учета этих добавок) име-
ем

a∗kml = (PA
kml)

THl = (PA
kml)

T(Skl +ΔSkl) +

+ (PA
kml)

T(Xkl +ΔXkl) + (PA
kml)

TΞ.

Соответственно для истинного значения akml справедливо представление

akml = (PA
kml +ΔPA

kml)
T(Skl +ΔSkl) + (PA

kml +ΔPA
kml)

T(Xkl +ΔXkl),

где ΔPA
kml — добавка к столбцу весовых коэффициентов, необходимая для

учета указанных «хвостов».
Если использовать символ математического ожиданияM{·} , то в качестве

среднего значения методической ошибки можно принять величину

Δakml =M{akml − a∗kml} =
= (ΔPA

kml)
T(Skl +ΔSkl) + (ΔPA

kml)
T(Xkl +ΔXkl),

(31)

где учтено, что M{Ξ} = [0]N×1.
Используя (31) совместно с (30), можно подобрать необходимые пара-

метры развиваемого метода, обеспечивающие минимизацию результирующей
ошибки оценивания в каждом конкретном случае.

Необходимые и достаточные условия существования и единственности ре-
шения задачи оценивания по аналогии с [1–3] требуют невырожденности и
соблюдения некоторых ограничений на ранги ряда матриц. Выполнение за-
данных условий на практике обеспечивается рациональным выбором исполь-
зуемых функциональных базисов, числа степеней свободы в моделях сиг-
налов и сингулярной помехи, а также заданием соответствующих условий
наблюдения. Все эти вопросы относятся к планированию вычислительного
эксперимента и далее не рассматриваются, поскольку требуют отдельных ис-
следований в каждом конкретном случае.

Для оценки вычислительной эффективности развитого метода достаточ-
но воспользоваться результатами работы [2], в которой демонстрируется воз-
можность реализации процедуры ОИНО на основе распределенной обработки
данных. В качестве показателя вычислительной эффективности метода мож-
но принять время, затрачиваемое на получение искомых оценок. Данное вре-
мя определяется как быстродействием распределенной среды, общим числом
операций, необходимых при реализации метода и способом программирова-
ния. В [2] показано, что поскольку процедура ОИНО не требует расширения
пространства состояний, то реализуемые на ее основе методы оценивания
позволяют достичь значительного выигрыша в вычислительной эффектив-
ности. В [2] также дана количественная оценка достигаемого выигрыша на
конкретном примере.

96



6. Иллюстративный пример

Пример искусственно выбран таким, чтобы он был достаточно простым и,
в тоже время, наглядно демонстрировал достигаемый вычислительный эф-
фект развиваемого метода по сравнению с РМНК (ограничимся алгоритмом
оценивания (1)). Для этой цели использованы исходные данные, приводящие
к задаче оценивания параметров сигналов с плохо обусловленными матрица-
ми.

Примем: K = 2, H = S1+S2+Θ+Ξ, где A1 = [a11, a12, a13, a14]
T, Θ1(t) =

= [1, t2, t3, t5]T, M1 = 4, S1 = AT
1 Θ1, A2 = [a21, a22, a23]

T, Θ2(t) = [t, t4, t6]T,
M2 = 3, S2 = AT

2 Θ2, B = [b1, b2]
T, Ω(t) = [ω1(t), ω2(t)]

T, J = 2, Ψ1 =

=

⎡⎢⎢⎢⎣
1 t21 t31 t51

1 t22 t32 t52
...

...
...

...
1 t2N t3N t5N

⎤⎥⎥⎥⎦, Ψ2 =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 t41 t61

1 t42 t62
...

...
...

1 t4N t6N

⎤⎥⎥⎥⎦, Ω =

⎡⎢⎢⎢⎣
ω1(t1) ω2(t1)

ω1(t2) ω1(t2)
...

...
ω1(tN ) ω2(tN )

⎤⎥⎥⎥⎦, X1 = Y1C1,

X2 = Y2C2, Y1 = [Ψ2
...Ω] — матрица размером N × 5, Y2 = [Ψ1

...Ω] — матрица
размером N × 6, C1 = [a21, a22, a23, b1, b2]

T, C2 = [a11, a12, a13, a14, b1, b2]
T.

При формировании уравнения наблюдения полагалось: a11 = 103, a12 = 50,
a13 = 10, a14 = 3, a21 = −2 · 103, a22 = −2, a23 = 1, KΞ = diag

[
σ2n, n = 1, N

]
,

σ2n = σ2 = 4 · 10−2, tt+1 − tn = 0.5, N = 300.
Мерой качества оценивания (в процентах) служит величина δakm =

= 102 |a∗km − akm| / |ā∗km|, где ā∗km = max {a∗km, |akm|}. Сингулярная помеха за-
давалась в виде линейной комбинации из двух базисных функций

θ(t, b1, b2) = b1ω1(t) + b2ω2(t) = b1 sin(α1t) + b2 exp(α2t),

где α1 и α2 — произвольные числа.
Параметры помехи выбирались случайным образом (их конкретные зна-

чения не принципиальны, поскольку в данном методе достигается полная
автокомпенсация помехи при любых значениях параметров).

Все расчеты проводились с точностью до 15 разрядов путем усреднения
результатов, полученных в ходе тысячи экспериментов. Применительно к
развиваемому методу получены следующие оценки для координат векторов
δA1 =

[
δa1m,m = 1, 4

]T и δA2 =
[
δa2m,m = 1, 3

]T:
δa11 = 1,585, δa12 = 0,621, δa13 = 0,082, δa14 = 1,967 · 10−5,

δa21 = 1,643 · 10−4, δa22 = 1,409 · 10−7, δa23 = 2,756 · 10−11.

В свою очередь, для РМНК:

δa11 = 43,053, δa12 = 24,902, δa13 = 2,686, δa14 = 0,138,

δa21 = 2,968 · 10−3, δa22 = 2,906 · 10−6, δa23 = 3,846 · 10−10.
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Видим, что достигается существенный выигрыш по точности, а оценки для
РМНК (в рассматриваемых условиях) оказываются малопригодными.

Сравнительный анализ показывает, что разработанный метод позволяет
также существенно снизить вычислительную погрешность оценивания, что
обусловлено декомпозицией и снижением размерности вычислительной про-
цедуры. В ходе расчетов с использованием евклидовой нормы определялись
числа обусловленности (ν1 и ν2) обращаемых матриц ΨT

1Λ1V1 и ΨT
2Λ2V2,

а также число ν обусловленности соответствующей объединенной матрицы
РМНК. В итоге ν1 = 5,283 · 1015, ν2 = 1,276 · 1014 и ν = 4,537 · 1026.

Кроме того, подсчитывалось количество операций сложения и умножения,
необходимых для реализации РМНК и разработанного метода. Относитель-
ный вычислительный выигрыш составил 1,35 раза, что также подтверждает
эффективность нового метода.

В ходе численного эксперимента рассчитывались также корреляционные
матрицы KA

1 и KA
2 (по аналогии с (30)). В целях сокращения записей приво-

дятся лишь диагональные элементы этих матриц(
σA11
)2

= 0,031,
(
σA12
)2

= 3,631 · 10−6,
(
σA13
)2

= 2,306 · 10−9,
(
σA14
)2

= 0,(
σA21
)2

= 2,287 · 10−5,
(
σA22
)2

= 0,
(
σA23
)2

= 0.

В тоже время для РМНК(
σA11
)2

= 0,755,
(
σA12
)2

= 7,002 · 10−4,(
σA13
)2

= 1,236 · 10−6,
(
σA14
)2

= 4,781 · 10−14,(
σA21
)2

= 0,073 · 10−6,
(
σA22
)2

= 5,096 · 10−10,
(
σA23
)2

= 0.

Поскольку оба сравниваемых метода являются линейными и оптимальны-
ми, то дисперсии ошибок оценивания не должны отличаться (если не учи-
тывать погрешностей вычислений), т.е. методы наследуют одну и ту же по-
тенциальную точность оценивания. Однако, как показывают расчеты, в силу
указанных выше причин оценки дисперсий для разработанного метода суще-
ственно меньше аналогичных оценок для РМНК. Это также связано с тем,
что погрешности вычислений по заданным формулам существенно зависят
от размерности обращаемых плохо обусловленных матриц.

7. Заключение

Развитый метод может эффективно сочетаться с алгоритмами ортогональ-
ных разложений [13] и решения некорректных задач [22, 23]. Возможность
декомпозиции и распараллеливания вычислительных процедур позволяет бо-
лее эффективно решать целый круг прикладных задач, связанных с парал-
лельной обработкой измерений в различных областях. Полученные алгорит-
мы разрешения сигналов в условиях сингулярных помех несложно реали-
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зовать в специализированных ЭВМ, ориентированных на информационно-
измерительные комплексы, предназначенные для функционирования в ре-
альном времени.

Получены компактные аналитические выражения, позволяющие заранее,
под конкретную прикладную задачу, подобрать необходимые модели сигна-
лов и помех, а также количественные значения их параметров, при которых
развитый метод обеспечит достижение своих потенциальных возможностей.
Метод относится к классу линейных, поэтому все процедуры сводятся к про-
стейшим математическим операциям над векторами и матрицами, а также
допускает возможность комбинирования с традиционными подходами к ре-
шению прикладных задач, связанных с оптимальной и квазиоптимальной
обработкой измерений.

Полученные результаты можно применять и к классу динамических си-
стем с измеряемым выходом, если воспользоваться известным комбинирован-
ным методом опорных интегральных кривых и обобщенного инвариантно-
несмещенного оценивания [3, 24, 25]. В этом случае состояние и выход та-
ких систем можно также представлять в виде конечной линейной оболочки
заданного функционального базиса, если использовать заранее построенное
семейство опорных кривых или поверхностей необходимого объема.

В следующих публикациях по данной теме целесообразно более подробно
исследовать эффективность метода с учетом ограничений, накладываемых
на модели сигналов и сингулярной помехи.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Задачу оптимального оценивания коэффициента akm будем решать мето-
дом множителей Лагранжа путем нахождения экстремума следующей функ-
ции

F (PA
km,γkm,ηkm) =

(
PA

km

)T
KΞPA

km +

+ γT
kmYT

k P
A
km +

[(
PA

km

)T
Ψk −ET

km

]
ηkm,

(Π.1)

γkm =
[
γkmn, n = 1,Mk + J

]T
и ηkm =

[
ηkmn, n = 1,Mk

]T — векторные мно-
жители Лагранжа, соответствующие условиям несмещенности (22) и инвари-
антности (23).

Дифференцируя функцию (Π.1) по всем аргументам, получаем следую-
щую систему линейных алгебраических уравнений:

∂ F/∂PA
km = 2KΞPA

km +Ykγkm +Ψkηkm = [0]n×1,

∂ F/∂ γkm = YT
k P

A
km = [0](Mk+J)×1,

∂ F/∂ ηkm = ΨT
kP

A
km −Ekm = [0]Mk×1.
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Введем следующие матрицы:

Vk =
(
KΞ
)−1

Ψk, Vk =
(
KΞ
)−1

Yk,

Φk = ΨT
kVk, Φk = YT

k Vk,

Zk = YT
k Vk, Zk = ΨT

kVk.

С учетом полученной системы уравнений и принятых обозначений находим
строку весовых коэффициентов

PA
km = 2−1

(
Vkηkm −Vkγkm

)
.(Π.2)

Умножая левую и правую части (Π.2) слева на матрицу YT
k и учитывая

условие инвариантности (23), после несложных преобразований находим

γkm = Φ
−1
k Zkζkm.(Π.3)

Аналогичным умножением (Π.2) на матрицу ΨT
k и учитывая условие

несмещенности (22) получаем

ηkm = 2Φk

(
Ekm + 2−1Zkγkm

)
.(Π.4)

Разрешая (Π.3) и (Π.4) относительно γkm и ηkm, имеем

γkm = 2Φ
−1
k Zk

(
[E]Mk×Mk

−Φ−1
k ZkΦ

−1
k Zk

)−1
Φ−1

k Ekm,(Π.5)

ηkm = 2
(
[E]Mk×Mk

−Φ−1
k ZkΦ

−1
k Zk

)−1
Φ−1

k Ekm.(Π.6)

Подставляя (Π.5) и (Π.6) в (Π.2), получаем

PA
km =

(
Vk −VkΦ

−1
k Zk

)(
[E]Mk×Mk

−Φ−1
k ZkΦ

−1
k Zk

)−1
Φ−1

k Ekm.(Π.7)

Вводя обозначение Λk = [E]N×N −VkΦ
−1
k YT

k , формулу (Π.7) запишем в
следующем компактном виде (24). Теорема доказана.
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ПОИСК СУБОПТИМАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ ДИНАМИЧЕСКОЙ
ЗАДАЧИ КОММИВОЯЖЕРА МЕТОДОМ МОНТЕ-КАРЛО1

Рассматривается задача составления плана обхода прямолинейно дви-
жущихся в одну точку целей для простых движений перехватчика (ком-
мивояжера). Предлагаются новый критерий задачи на основе начально-
го разбиения области возможного перехвата, а также алгоритм поиска
субоптимального плана обхода на основе построения дерева поиска реше-
ния методом Монте-Карло. Разработана численная реализация алгорит-
ма, проведено моделирование и статистически проанализированы полу-
ченные планы обхода целей.
Ключевые слова: динамическая задача коммивояжера, перехват в про-
стых движениях, комбинаторная оптимизация, алгоритм Монте-Карло.

DOI: 10.31857/S0005231024020065, EDN: UCSGKV

1. Введение

Настоящая работа посвящена проблеме предотвращения достижения за-
данной точки пространства прямолинейно движущимися атакующими целя-
ми. Защищать точку предлагается с помощью перехватчика, который спосо-
бен свободно перемещаться в пространстве и обходить атакующие цели. При
этом ключевую роль играет выбор наилучшего порядка обхода множества
приближающихся целей. Данная задача уже рассматривалась в [1], где об-
суждались понятия опасности, удобства и сложности перехвата целей и пред-
лагались векторные критерии качества планов обхода целей. В [1] предлагал-
ся интеллектуальный алгоритм в общем случае на основе полного перебора,
способный эффективно находить планы обороны защищаемой точки одним
перехватчиком от атак до двадцати целей. В настоящей работе предлагается
другой алгоритм, способный находить субоптимальный план перехвата, кото-
рый справляется с задачей при наличии более двадцати целей с приемлемой
эффективностью.

Известная в литературе «динамическая задача коммивояжера» (ДЗК)
[2, 3] или Moving Targets Traveling Salesman Problem (MTTSP) [4, 5] является
близкой по смыслу к проблеме, исследуемой в настоящей работе. ДЗК обоб-
щает задачу коммивояжера (ЗК), и в 1972 г. была доказана NP-полнота за-

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского научного фонда
(грант № 23-19-00134).
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дачи о гамильтоновом цикле, что подразумевает NP-полноту ЗК и, как след-
ствие, ДЗК [6]. На данный момент не существует эффективных методов точ-
ного решения ДЗК, а сама задача находится на начальных этапах исследо-
вания [7]. Из этого следует, что в общем случае точное построение плана пе-
рехвата может оказаться весьма затруднительным при большом числе целей,
и поэтому разумным является вопрос о быстром поиске суб-оптимального
решения. В настоящей момент существуют подходы к построению таких ре-
шений ДЗК на основе генетических алгоритмов, о которых более подробно
можно прочитать, например, в [7] или локальной эвристической оптимиза-
ции [8].

Одним из методов поиска субоптимальных решений для задач дискрет-
ной оптимизации является алгоритм поиска по дереву Монте-Карло (Monte
Carlo Tree Search) [9, 10]. Этот метод получил широкую известность после
его успешного применения для игры в Го в рамках проекта AlphaGo [9], где
поиск деревом Монте-Карло применялся совместно с нейросетевым обучени-
ем. Помимо антагонистических игр, этот алгоритм в различных вариациях
применялся и к одиночным играм, которые можно трактовать как задачи
дискретной оптимизации [10, 11]. Дополнительно, алгоритм поиска по де-
реву Монте-Карло предлагает удобную базу для применения нейросетевых
подходов к задачам дискретной оптимизации. Так, нейросетевое обучение
может применяться для вычисления эвристических функций полезности и
для построения распределений вероятности, по которым строятся случайные
продолжения. Таким образом, базовый алгоритм поиска по дереву позволяет
разбить исходную задачу на более простые составляющие, которые уже могут
решаться обученными нейросетями. Более подробное обсуждение возможных
способов сочетания нейросетевых подходов с поиском по дереву Монте-Карло
можно найти в [9, 12, 13].

В данной работе применяются основные идеи этого алгоритма к рассмат-
риваемой задаче защиты точки от проникновения в нее движущихся целей.
Для этого используется модель простых движений для перехватчика, по-
скольку дистанции при перемещении между целями являются достаточно ве-
ликими по сравнению с реальным радиусом разворота перехватчика. В таких
предположениях учет маневренности в задаче планирования обхода целей не
оказывает влияния на структуру оптимального плана, что позволяет перей-
ти от дискретно-непрерывной задачи оптимизации к дискретной. Еще одним
отличием текущей работы от известных в литературе постановок является
критерий задачи, который имеет смысл для приложений на практике и оп-
тимальное значение которого в общем случае достижимо на наборе планов,
т.е. является неединственным. Таким образом, основное предложение данной
работы состоит в применении нового подхода, изначально разработанного
для решения игровых задач, к проблеме построения субоптимального реше-
ния для варианта динамической задачи коммивояжера с защитой охраняемой
точки от приближающихся целей. Предлагаемый здесь подход позволяет по-
лучать такие решения способом, который ранее для данных целей не приме-
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нялся и может служить альтернативой более известным подходам на основе
генетических алгоритмов, которые ранее применялись в подобных задачах.

2. Математическая модель и постановка задачи

Математическая модель и постановка задачи, используемые в настоящей
работе, совпадают с предложенными в [1], однако для полноты изложения
приводим их описание в данном разделе.

2.1. Модель движения целей и перехватчика

Полагаем, что перехватчику требуется перехватить n целей, которые
прямолинейно движутся в одной плоскости со скоростями из диапазона
[vmin, vmax]. Защищаемая точка расположена на плоскости в начале коорди-
нат, а цели появляются на внешней границе круга радиуса R в слое толщи-
ной 2ΔR. Перехватчик при этом может перемещаться в простых движениях
со скоростью v(t) < V , причем V > vmax.

Начальные положения целей задаются радиус-векторами r01, . . . , r
0
n, где

r0i = (x0i , y
0
i ). Скорости целей v1, . . . ,vn полагаем известными и задаем их

движение линейными соотношениями

(1) ri(t) = r0i + vit.

Также считаем, что траектории всех целей проходят через начало координат
и, таким образом, время подлета i-цели к защищаемой точке дается выраже-
нием

(2) ti(t) =
|ri(t)|
|vi| .

Величину, обратную к времени подлета, будем называть опасностью цели,
для чего введем обозначение:

(3) di(t) = t−1
i (t) =

|vi|
|ri(t)| .

Таким образом, начальная тактическая обстановка задается начальным рас-
положением всех целей совместно с их векторами скорости, а также указа-
нием начального положения перехватчика.

Движение перехватчика определяется системой дифференциальных урав-
нений

(4)
{
ẋa = v(t) sinψ(t)
ẏa = v(t) cosψ(t)

,

где ra = (xa, ya) – положение перехватчика, v(t) – модуль его скорости, а
ψ(t) – управление направлением движения. Минимальное время τi, необхо-
димое перехватчику на перехват i-цели, находится из квадратного уравнения

(5) (ri − ra + viτ)
2 = V 2τ2
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как его минимальный положительный корень

(6) τi(ra, ri,vi) =

√
(ri − ra)2(V 2 − vi

2) + ((ri − ra) · vi)2 − (ri − ra)vi

V 2 − vi
2

.

Таким образом, функция перехвата цели является решением задачи наиско-
рейшего перехвата одиночной цели. Данной модели достаточно для поиска
оптимального плана для перехватчика, движущегося в классе простых дви-
жений, поскольку для нее справедливы принципы неоптимальности простоя
и движения на максимальной скорости. В [1] это было доказано для опти-
мизации плана перехвата по числу пропущенных целей и времени перехвата.
В текущей работе будет использоваться другой критерий оптимизации, одна-
ко модель наискорейшего перехвата одиночной цели все равно будет исполь-
зоваться.

2.2. План перехвата

План π по перехвату k целей задается упорядоченным списоком
[π1, . . . , πk], где πi – номер цели, которая перехватывается в i-очередь. Про-
странство всех планов по перехвату k целей совпадает с множеством

(7) Πk = {[π1, . . . , πk] : ∀i = 1, . . . , k → πi ∈ {1, . . . , n}, πi 	= πj ←→ i 	= j}.
Например, для общего количества из n = 2 целей определены пространства
планов Π0 = {[ ]}, Π1 = {[1], [2]}, Π2 = {[1, 2], [2, 1]}. Наконец, пространство
всех планов перехвата для n целей дается совокупностью

(8) Π =

n⋃
k=0

Πk

всех планов конечной длины.
Однако часть планов из Π может быть некорректна, поскольку для этих

планов могут найтись цели, которые достигнут защищаемой точки, прежде
чем их перехватят. Формализируем данную идею, введя для произвольного
плана π = [π1, . . . , πk] время, необходимое на его выполнение:

(9) T (π) =

⎧⎨⎩
0, k = 0;

τi(ra, ri,vi), k = 1;
t+ τi(ra, ri,vi), k > 2, t = T ([π1, . . . , πk−1]).

Теперь, следуя [1], пространство всех допустимых планов может быть
определено как множество

(10) ΠA = {π ∈ Π : ∀j ∈ {1, . . . , k} : T ([π1, . . . , πj ]) � tπj}
таких планов, для которых перехват целей происходит, прежде чем они до-
стигают защищаемой точки.
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Для дальнейшего удобства введем дополнительное определение. Под так-
тической обстановкой, связанной с планом π, понимается расположение пе-
рехватчика ra и всех целей ri; i = 1, . . . , n, i /∈ π, не вошедших в план π на
момент его завершения. Обращаем внимание, что для плана π = [π1, . . . , πk]
со временем выполнения tπ = T (π) величины, составляющие тактическую об-
становку, вычисляются по формулам

(11)

{
ra = rπk

(tπ)

ri = ri(tπ), i = 1, . . . , n, i /∈ π,
поскольку после завершения плана положение перехватчика и остальных це-
лей определяется местом и временем достижения последней цели в π соот-
ветственно.

2.3. Критерий качества планов перехвата

Для постановки задачи оптимизации необходимо сформулировать крите-
рии качества планов перехвата. Для этого на множестве допустимых пла-
нов ΠA зададим векторную функцию потерь

(12) J [π] = (n1[π], n2[π], n3[π], n4[π]),

где

n1[π] =
n∑

j=1

I(j /∈ π)

есть количество целей, пропущенных по итогу плана π (I – индикатор выпол-
нения предиката), а

n2[π] =

n∑
j=1

I
(|rj(tπj )| ∈ [0, R/4]

)
,

n3[π] =

n∑
j=1

I
(|rj(tπj )| ∈ (R/4, R/2]

)
,

n4[π] =

n∑
j=1

I
(|rj(tπj )| ∈ (R/2, R]

)
равны числу целей, которые на момент перехвата по плану π приблизились
к защищаемой точке на расстояния от 0 до R

4 , от
R
4 до R

2 , от
R
2 до R соответ-

ственно. Заметим, что данные диапазоны расстояний являются параметрами
задачи и могут быть выбраны и уточнены для конкретных постановок. Также
обратим внимание, что сравнение двух планов перехвата по данному крите-
рию осуществляется согласно стандартному словарному упорядочиванию.

Минимизация потерь по данному критерию равносильна перехвату как
можно большего числа целей на как можно большем удалении от защищае-
мой точки. Действительно, чем больше целей было пропущено к защищаемой
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точке, тем хуже; при одинаковом количестве пропущенных целей необходи-
мо сравнивать число целей, перехваченных вблизи защищаемой точки, и чем
их меньше, тем лучше; при прочих равных условиях, необходимо сравни-
вать количество целей, перехваченных на среднем и большом удалении от
защищаемой точки. Причем в качестве характерной меры масштаба задачи
разумно принять радиус R области, на границе которой появляются цели.

Поскольку для любого допустимого плана π ∈ ΠA верно, что

n = n1[π] + n2[π] + n3[π] + n4[π],

то общее число целей n является верхней границей для n1[π], . . . , n4[π]. По-
этому значение функции потерь J [π] можно рассматривать как запись числа
в позиционной системе счисления с основанием n+ 1, что позволяет ввести
числовой эквивалент функции потерь:

(13) Jn[π] = n1[π](n+ 1)3 + n2[π](n + 1)2 + n3[π](n + 1) + n4[π].

Эти две функции потерь равносильны, так как J [π] < J [π′]⇐⇒ Jn[π] <
< Jn[π

′]. Для дальнейшего описания введем также нормированную функцию
качества

(14) Jq[π] =
n(n+ 1)3 + 1

n(n+ 1)3 − 1
− 2Jn[π]

n(n+ 1)3
,

которая планам с наименьшей возможной фукнцией потерь (0, 0, 0, n) ставит
оценку 1, а с наихудшей (n, 0, 0, 0) – −1.

Теперь оптимизационную задачу можно сформулировать следующим об-
разом: по начальной обстановке найти допустимый план перехвата π∗ с ми-
нимально возможной функцией потерь Jq[π]:

(15)

{
r01, . . . , r

0
n

v0
1, . . . ,v

0
n

−→ π∗ ∈ ΠA : π∗ = argminJq[π].

Поскольку найти точное решение вышеуказанной задачи весьма затрудни-
тельно, разумной также является задача поиска субоптимальных планов, на
которых функция потерь принимает значение, близкое к оптимальному.

3. Алгоритм Монте-Карло для построения
субоптимального плана перехвата

3.1. Принципиальная схема алгоритма

Для поиска субоптимального плана предлагается алгоритм поиска по де-
реву Монте-Карло. Его основная идея состоит в построении дерева поиска
решения посредством Монте-Карло симуляций. Под деревом поиска понима-
ется граф планов S = (W,E), где W и E – множества его вершин и ребер
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соответственно. Вершины w ∈W помечаются допустимыми планами пере-
хвата πw ∈ ΠA, причем вершина w2 соединяется ребром с w1, только если
план πw2 продолжает план πw1 ровно на одну цель:

(16) (w1, w2) ∈ E ⇐⇒ πw1 = [π1, . . . , πk−1] ∧ πw2 = [π1, . . . , πk−1, πk].

Для удобства назовем вершину w0 ∈W , которая помечена пустым планом [ ],
корнем дерева, а потомками вершины w ∈W – такие w′ ∈W , для которых
план πw′ есть продолжение πw. Заметим, что для любой w ∈W существует
единственный путь, который соединяет w с корнем. Таким образом, w ∈W
всегда лежит на пути от корня до любого из своих потомков.

Базовый цикл алгоритма состоит из трех шагов:
1. Cпуск по дереву от корня w0 ∈W до вершины w ∈W , которая не посе-

щалась алгоритмом на предыдуших итерациях.
2. Построение для вершины w случайного продолжения плана перехва-

та πw, соответствующего данной вершине.
3. Оценка полученного продолжения по функции качества (14) и поднятие

от последнего результата к корню дерева.
Далее, пусть pw задает количество прохождений алгоритма через вершину
w ∈W при спусках по дереву, а qw – это средняя оценка случайных планов,
построенных для вершины w ∈W и ее потомков. Значение pw возрастает на
единицу при каждом проходе алгоритма через w ∈W на очередном спуске.
А величина qw пересчитывается при поднятии случайной оценки от одного из
потомков w ∈ W обратно к корню. Поэтому количество случайных оценок,
которые усредняются для вычисления qw, в точности равняется pw. Напри-
мер, для корня дерева qw0 совпадает со средней оценкой всех построенных
случайных планов. Таким образом, каждая итерация базового цикла приво-
дит

1. К просмотру одной новой вершины w1 ∈W дерева поиска, для которой
pw1 = 0 до этого момента.

2. К построению для w1 случайного продолжения плана перехвата πw1 ,
соответствующего данной вершине.

3. К пересчету чисел pw и qw для всех вершин w ∈W дерева поиска, на-
ходящихся на пути от корня w0 до w1.

Базовый цикл повторяется до исчерпания вычислительного лимита, отве-
денного на решение задачи. Затем по результатам накопленной статистики
по числам pw и qw строится итоговый план перехвата. Поэтому для полного
описания алгоритма необходимо указать следующие его особенности:

1. Метод спуска по дереву и использованные для его построения эвристи-
ки.

2. Способ случайного продолжения плана πw для произвольной вершины
w ∈W дерева поиска.

3. Механизм извлечения результирующего плана из дерева поиска по чис-
лам pw и qw.

Это будет выполнено в следующих подразделах.
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3.2. Метод спуска по дереву поиска на основе функции полезности

Спуск по дереву поиска начинается от корня w0 ∈W и осуществляется
следующим образом.
1. Если текущая вершина w ранее не посещалась, т.е. если pw = 0, то спуск

останавливается на w и алгоритм переходит к построению случайного про-
должения для плана πw .

2. Иначе необходимо рассмотреть все смежные вершины wi, т.е. такие
wi ∈W , что ∃(w,wi) ∈ E, и перейти из них к доставляющей максимум
функции полезности

(17) u(wi, w) = qwi + (θ(wi) + P (w,wi))

√
2pw

1 + pwi

.

Здесь θ(wi) и P (w,wi) – это две эвристики, задающие направление спуска
совместно с pw и qw. Функция θ(w) оценивает предполагаемое наилучшее
продолжение плана πw в диапазоне [−1; 1], а P (w,wi) – вероятность того, что
данное продолжение достигается в направлении wi.

Для произвольной вершины w ∈W

pw = 1 +
∑
wi

pwi ,

где сумма берется по всем wi, смежным с w. Поэтому в (17) множитель
√
2pw

1+pwi
,

с которым θ(wi) и P (w,wi) входят в u(wi, w), убывает с ростом pwi . Таким
образом, при спуске к потомку wi с большим pwi главную роль играет высокая
оценка qwi . В свою очередь, при малом pwi среднее qwi не должно играть
роли из-за малости выборки, по которой оно находится. В этом случае θ(wi)
и P (w,wi) приобретают в (17) больший вес по сравнению с оценкой qwi .

Вместо функции полезности (17) также может использоваться функция

u(wi, w) = qwi +

√
2 ln(pw)

pwi

,

где при pwi = 0 вершине wi приписывается бесконечная полезность. Данный
вид функции полезности называется верхней границей уверенности (upper
confidence bounds) и был впервые предложен в [14] для поиска оптимальной
стратегии при игре в многорукого бандита. Приложение данной функции по-
лезности к проблеме построения алгоритма поиска по дереву Монте-Карло
обсуждалось в [15]. Однако для задачи более эффективной оказалась функ-
ция полезности в виде (17), которая использовалась в [9] для игры в Го, за
счет наличия в ней эвристических функций.

Теперь перейдем к конкретным функциям θ(w) и P (w,wi), которые ис-
пользовались при построении алгоритма. Для этого введем понятие уточнен-
ной оценки Ĵq[π] для произвольного плана π, под которой будем понимать
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оценку Jq[π], найденную по точкам возможного прямого перехвата целей по
итогу плана π (для целей, вошедших в план π, в расчет берутся точки их пе-
рехвата по плану π). Тогда функцию θ(w) можно представить в следующем
виде:

(18) θ(w) =

{
Ĵq[πw], pw > 0

Jq[πw], pw = 0.

Для вершин w ∈W с pw = 0 в качестве θ(w) используется обычная оценка
Jq[πw], а для всех остальных – уже уточненная Ĵq[πw]. Это экономит вычис-
лительные ресурсы при нахождении функции полезности (17) на вершинах с
малыми числами посещений pw.

В свою очередь, для нахождения P (w,wi) выбрано нормированное на еди-
ницу распределение

(19) P (w,wi) =
τ∗ − τi + τ∗

n∑
i=1

(τ∗ − τi + τ∗)
,

где τ∗ = max
i
τi, τ∗ = min

i
τi, а τi – длительность прямого перехвата i-цели,

который можно выполнить сразу после выполнения плана πw.

3.3. Построение случайных продолжений

Для продолжения плана πw на вершине w ∈W алгоритм использует рас-
пределение вероятностей

(20) P (i /∈ πw) = di∑
i/∈πw

di

на целях, не вошедших в план πw, где di – это опасности, введенные соглас-
но (3). Затем план πi последовательно достраивается назначением по одной
дополнительной цели по данному распределению вероятности до полного ис-
черпания доступных для перехвата целей.

Другим способом построения продолжений для планов πw является обход
непосещенных целей в порядке убывающей опасности. Хотя данный способ
продолжения не содержит в себе случайного элемента, в силу специфики
данной задачи, он оказывается оптимальным для построения алгоритма.

3.4. Построение итогового плана перехвата алгоритмом Монте-Карло
Итоговый план перехвата строится по результирующему дереву поиска

после исчерпания лимита вычислений (ограничения на число итераций или
времени выполнения). Для этого алгоритм дополнительно отслеживает наи-
лучшую оценку J∗

q из всех случайных оценок, построенных при повторении
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базового цикла, и соответствующий данной оценке план перехвата π∗q . После
завершения вычислений алгоритм в качестве ответа возвращает найденный
таким образом план π∗q .

Данный подход позволяет внести ряд улучшений в принципиальную схему
алгоритма, изложенную в разделе 3.1. Действительно, для вершин w ∈W де-
рева поиска становится возможной проверка на неоптимальность. Так, если
для произвольной w ∈W оценка Jq[πw] плана πw оказывается хуже наилуч-
шей достигнутой оценки J∗

q , то, значит, среди продолжений плана πw нет
оптимального решения и эту ветвь поиска следует отсечь. Поэтому при спус-
ке по дереву такие вершины следует помечать как неоптимальные. Также
вершину w ∈W следует пометить как неоптимальную в случае, если все ее
прямые потомки уже помечены как неоптимальные. Если в процессе спуска
достигается некоторая вершина w ∈W , которую по описанным выше принци-
пам алгоритм помечает как неоптимальную, то процесс спуска поднимается
на одну вершину к корню и затем заново принимает решение о направлении
спуска, оптимизируя функцию полезности (17) по усеченному множеству ва-
риантов. В качестве исходного значения оценки J∗

q в силу специфики задачи
выбирается оценка плана πd, который получается путем упорядочивания це-
лей по опасностям от самой опасной к наименее опасной.

Текущая оптимальная оценка J∗
q также используется для оптимизации

процедуры продолжения произвольного плана π. А именно, данное продол-
жение осуществляется, пока текущая оценка, достигнутая на этом продолже-
нии, не становится хуже оптимальной. Если данная ветвь продолжения ока-
зывается заведомо неоптимальной, продолжения прекращаются и к корню
дерева поиска поднимается минимально возможнная оценка −1, что суще-
ственно понижает оценки вершин, для которых типичное продолжение ока-
залось неоптимальным.

Наконец, если два плана π1 и π2 отличаются друг от друга лишь порядком
целей и при этом совпадают по последней цели, то тогда худший их них
является заведомо неоптимальным и соответствующая ему вершина должна
быть удалена из дерева поиска.

Таким образом, описанные выше меры позволяют отсекать заведомо
неоптимальные ветви дерева поиска, что существенно повышает эффектив-
ность алгоритма, как это будет показано на конкретных примерах в следую-
щем разделе.

4. Моделирование работы алгоритма
Приведем сравнение алгоритма с полным перебором в глубину с отсечени-

ем вариантов по методу ветвей и границ. Для моделирования работы алго-
ритма рассматривались начальные позиции со случайной расстановкой целей
в рамках постановки задачи из раздела 2. Для задачи с 10 атакующими це-
лями, оба алгоритма нашли оптимальный план, как это показано на рис. 1
и 2. Также приводим сводную табл. 1 по качеству построенных планов и вре-
мени работы. Как видно, при малом числе целей полнопереборный алгоритм
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Рис. 1. Начальное положение целей и перехватчика для задачи с 10 целями.

Рис. 2. Оптимальный план перехвата, построенный алгоритмами полного перебора
и Монте-Карло.

оказывается значительно быстрее. Это связано с тем, что время работы ал-
горитма поиска деревом было задано равным одной секунде безотносительно
размера задачи.

Таблица 1. Сводные данные о работе алгоритмов для задачи с 10 целями
Тип Алгоритма Оценка качества Время работы

Полный перебор (0, 2, 8, 0) 0,05 с
Монте-Карло (0, 2, 8, 0) 1 с

Теперь перейдем к примеру с 15 целями, начальное положение которых
приведено на рис. 3. В этом случае оба алгоритма также справились с на-
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Рис. 3. Начальное положение целей и перехватчика для задачи с 15 целями.

Рис. 4. Оптимальный план перехвата, построенный полным перебором и по поиску
деревом для 15 целей.

хождением оптимального плана, показанного на рис. 4. Однако теперь полно-
переборный алгоритм опередил алгоритм Монте-Карло лишь на полсекунды
вычислительного времени, как это следует из табл. 2.

Таблица 2. Сводные данные о работе алгоритмов для задачи с 15 целями
Тип Алгоритма Оценка качества Время работы

Полный перебор (0, 9, 3, 3) 0,48 с
Монте-Карло (0, 9, 3, 3) 1 с
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Рис. 5. Начальное положение 20 целей.

Рис. 6. Оптимальный план перехвата, построенный алгоритмом полного перебора
для 20 целей.

Рис. 7. План перехвата, построенный алгоритмом Монте-Карло для 20 целей.
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Рис. 8. Начальное положение 25 целей.

Для задачи с 20 целями, приведенной на рис. 5, алгоритм поиска построил
план перехвата без пропуска целей в ближнюю зону, который, однако, был
неоптимальным. Сравнение двух планов приведено на рис. 6 и 7 и в табл. 3,
обращаем внимание, что на этом размере входных данных поиск деревом
оказался в 4 раза быстрее полного перебора.

Таблица 3. Сводные данные о работе алгоритмов для задачи с 20 целями
Тип Алгоритма Оценка качества Время работы

Полный перебор (0, 11, 7, 2) 4,07 с
Монте-Карло (0, 13, 5, 2) 1 с

Для задачи с 25 целями поиск деревом смог построить план перехвата
лишь с пропуском одной цели. Однако время его работы оказалось намного
меньшим по сравнению с полнопереборным алгоритмом. Начальное положе-
ние целей для этой задачи показано на рис. 8, построенные планы перехвата
приведены на рис. 9 и 10, а время работы алгоритмов и оценки полученных
планов указаны в табл. 4.

Таблица 4. Сводные данные о работе алгоритмов для задачи с 25 целями
Тип Алгоритма Оценка качества Время работы

Полный перебор (0, 15, 10, 0) 13,63 с
Монте-Карло (1, 19, 4, 1) 1 с
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Рис. 9. Оптимальный план перехвата, построенный алгоритмом полного перебора
для 25 целей.

Рис. 10. План перехвата, построенный алгоритмомМонте-Карло для 25 целей.
Красной линией показана траектория пропущенной цели.

5. Заключение

В данной работе предложен алгоритм поиска деревом Монте-Карло при
построении субоптимального плана перехвата для обороны защищаемой точ-
ки от прямолинейно движущихся целей. Этот метод позволяет эффектив-
но строить приемлемые решения даже для случаев с большим количеством
атакующих целей, при которых полнопереборные алгоритмы могут оказать-
ся слишком медленными для практических приложений. Однако остается
возможность использования двух алгоритмов одновременно и осуществлять
выбор по результатам их работы в режиме реального времени. Подход, пред-
ложенный в данной работе, также может быть прямо обобщен на случай обо-

117



роны защищаемой точки несколькими перехватчиками против существенно
большего числа атакующих целей.

Кроме того, предложенный метод решения подходит не только для рас-
сматривавшейся задачи, но и для любой другой проблемы дискретной опти-
мизации. Расмотренная схема может различным образом оптимизироваться и
улучшаться для приложения к самым разнообразным задачам. Широкий раз-
бор последних версий и приложений алгоритма поиска деревом Монте-Карло
приводится в [16]. Таким образом, открывается широкий выбор возможных
приложений описанной в данной работе схемы построения приближенных ре-
шений в других задачах дискретной оптимизации.

Другим возможным направлением для дальнейших исследований по дан-
ной теме является применение нейросетевых подходов совместно с поиском
по дереву Монте-Карло. Так, обученные нейросети могут применяться для
вычисления эвристик θ и P , которые входят в функцию полезности (17).
Использование нейросетей при вычислении эвристик для алгоритма поиска
по дереву Монте-Карло уже показало себя чрезвычайно эффективным при
построении программ для игры в Го [9]. Поэтому адоптация такого подхода
может оказаться столь же плодотворной и для решения динамической задачи
коммивояжера и других подобных задач дискретной оптимизации, что может
стать темой для дальнейших исследований по данному вопросу.
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Автоматика и телемеханика, № 2, 2024

Юрий Владимирович Митришкин
(1946–2024)

22 января 2024 г., на 78-м году жизни, скоропостижно ушел из жизни
Юрий Владимирович Митришкин – выдающийся ученый и замечательный
преподаватель с полувековым стажем, доктор технических наук, профессор
Московского государственного университета им. М.В. Ломоносова, главный
научный сотрудник Института проблем управления им. В.А. Трапезникова
РАН.

Юрий Владимирович родился в Куйбышеве (ныне Самара) 26 ноября
1946 г. В 1970 г. окончил КПтИ им. В.В. Куйбышева (ныне Самарский го-
сударственный технический университет) по специальности промышленная
электроника. Свой путь в науке он начал в 1972 г. с поступления в аспи-
рантуру ИПУ. В 1978 г. в ИПУ защитил кандидатскую диссертацию «На-
стройка систем управления методом автоматического поиска» по специаль-
ности «Техническая кибернетика и теория информации». В 1982 г. окончил
механико-математический факультет МГУ им. М.В. Ломоносова по специ-
альности «Прикладная математика». В 2003 г. в Курчатовском институте
защитил докторскую диссертацию «Комплексная разработка и применение
адаптивных автоколебательных и робастных систем управления плазмой в
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термоядерных установках». В ИПУ он проработал почти полсотни лет, с
1975 г. и до последнего своего дня.

Еще будучи аспирантом, Юрий Владимирович заинтересовался только за-
рождающейся в те времена проблемой управляемого термоядерного синтеза.
Он был специалистом по системам автоматического управления и электрон-
ной технике, и ему стало интересно применить свои навыки для разработки
систем управления плазмой в токамаках, ведь плазма в токамаке с точки
зрения теории автоматического управления является сложнейшим объектом.
Этой проблеме он и посвятил всю свою жизнь, став ведущим специалистом по
управлению плазмой в России. Его работы известны во всем мире – им и под
его руководством проводились исследования и были разработаны системы
управления плазмой в открытых магнитных ловушках ОГРА-2 и ОГРА-3, в
токамаках ТУМАН-3, ТВД, ТСП, Т-11, Т-15, Глобус, Глобус-М, ИГНИТОР,
КТМ, Глобус-М2.

Несколько лет Юрий Владимирович работал в «Калэмской лаборатории»
(Culham Centre for Fusion Energy, Великобритания) на токамаке JET (1994–
1995), в центральной команде международного проекта токамака ITER в Ин-
ституте атомной энергии Японии (1995–1998), был профессором Токийского
университета. Он хотел дожить до того дня, когда заработает первая тер-
моядерная электростанция, или хотя бы до получения первого плазменного
разряда в токамаке ITER. Очень жаль, что этого не случилось.

Юрий Владимирович был рецензентом множества журналов, приглашен-
ным редактором журнала Mathematics (MDPI), отрецензировал за свою
жизнь несколько сотен статей. Регулярно участвовал в международных кон-
ференциях, неоднократно участвовал во всемирном конгрессе ИФАК (IFAC
World Congress), состоял в IEEE. Он оставил после себя более 200 науч-
ных трудов, включая большой обзор «Управление плазмой в токамаках» в
нескольких частях в журнале «Проблемы управления», 12 монографий по
теории автоматического управления и синтезу систем магнитного управле-
ния плазмой в токамаках и 23 патента на изобретения.

Юрий Владимирович всегда сторонился административной работы и пред-
почитал участию в различных заседаниях обсуждение научных проблем с
коллегами и учениками. Он имел очень волевой характер и мог неустанно, в
течение нескольких лет продвигать один и тот же вопрос перед администра-
циями любых уровней, получая в итоге необходимые для проведения научных
исследований средства. Он высказывал свою точку зрения по всем вопросам
открыто, как есть, не смягчая и не преуменьшая имеющиеся проблемы.

Юрий Владимирович преподавал в МФТИ (кафедра «Техническая кибер-
нетика») и в МГТУ им. Н.Э. Баумана (кафедра «Системы автоматического
управления», ИУ-1). С момента создания новой кафедры в МГУ в 2009 г.
и до последнего дня он был профессором кафедры физико-математических
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Вокруг Юрия Владимировича было всегда много студентов. Каждый сту-
дент, который так же, как и он, заинтересовался проблемой УТС, мог по-
лучить от него задачу, решив которую можно было начать работать с ним
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чи, мог всецело и по достоинству оценивать результаты проделанной работы,
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они не возникали, помогал искренне и бескорыстно.
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касающиеся отечественной истории, очень переживал за нашу науку, армию
и флот и в целом за Россию. Он любил повторять: «В некоторых вопросах
мы отстали от передовых разработок на 40 лет, нам необходимо очень быстро
сократить это отставание» и прилагал для этого все усилия.

Юрий Владимирович строил долгосрочные планы, следовал им и добивал-
ся своих целей. Заряжал своих учеников уверенностью в их осуществимость.
Он является организатором научной школы по управлению плазмой в тока-
маках, которая продолжит свою работу и будет дальше развивать его идеи.

Юрий Владимирович был и останется для нас Учителем (с большой бук-
вы).
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