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Получено аналитическое решение возмущенных уравнений, существующее во всех эргодических
моделях бесстолкновительных сферических звездных систем с единственным параметром длины.
Данное решение соответствует вариациям этого параметра, т.е. растяжению/сжатию сферы при со-
хранении полной массы. При этом система остается в равновесном состоянии. Простота решения
позволяет в явном виде дать выражения для функции распределения, потенциала и плотности во
всех порядках теории возмущений. Это, в свою очередь, помогает внести ясность в понятие энергии
возмущения, которая, являясь величиной второго порядка по амплитуде, не может быть вычислена
в линейной теории. Показано, что корректное выражение для энергии возмущений, построенное с
учетом возмущений 2-го порядка, и известное в литературе выражение для энергии возмущений в
виде квадратичной формы, полученное в рамках линейной теории из возмущений 1-го порядка, не
совпадают. Однако обе эти энергии являются интегралами движения и отличаются лишь на кон-
станту. Полученное решение можно использовать для контроля корректности кодов и точности вы-
числений при численном исследовании бесстолкновительных звездных моделей.

Ключевые слова: звездные системы, звездные скопления и ассоциации, звездная динамика
DOI: 10.31857/S0004629923110087, EDN: HISEKZ

1. ВВЕДЕНИЕ

Одним из традиционных методов исследова-
ния динамики возмущений равновесных моде-
лей сферических звездных систем является ис-
следование эволюции малых возмущений. Как
правило, основной вопрос, интересующий ис-
следователей, это устойчиво или неустойчиво
равновесное состояние, описываемое функци-
ей распределения (ФР) звезд  и гравитаци-
онным потенциалом . Наряду с методами,
состоящими в нахождении общих критериев
устойчивости с помощью вывода соответствую-
щих теорем (см., напр., монографию [1], далее
BT, и цитированные там работы), существует ме-
тод решения линеаризованной задачи на соб-
ственные значения. Для этого, предполагая, что
возмущения гравитационного потенциала 
и ФР  малы и пропорциональны ,
находят собственные значения  линеаризо-
ванной системы уравнений, состоящей из бес-
столкновительного кинетического уравнения и
уравнения Пуассона. Наличие собственных

значений с  означает неустойчивость
системы.

Поиск собственных значений  является до-
вольно трудоемкой задачей. За исключением не-
скольких моделей, где равновесный потенциал
является гармоническим (см., напр., [2–5]), она
решается с помощью так называемых матрич-
ных методов. Здесь задача сводится к численно-
му нахождению корней  некоего определите-
ля, , . Для
дисковых моделей матричный метод был впер-
вые предложен Калнайсом [6], а для сфериче-
ских систем Поляченко и Шухманом [7]. Он со-
стоит в разложении амплитуд  и  – воз-
мущенных потенциала и плотности,

 и , по так назы-
ваемому биортонормальному набору базисных
пар потенциал плотность,  и , и по-
лучении системы линейных уравнений на ко-
эффициенты разложения . Равенство нулю
определителя этой системы и приводит к иско-
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мому дисперсионному соотношению. Этот ме-
тод работает для систем с интегрируемым га-
мильтонианом , т.е. для равновесных звезд-
ных систем, потенциал  которых допускает
переход от переменных координата–скорость,

, к переменным действие–угол . В аль-
тернативном матричном методе, предложенном
Е. Поляченко (см. [8, 9]), исходная система ли-
неаризованных уравнений сводится к стандарт-
ной линейной задаче на собственные значения

вида  , где 
– гармоники Фурье-разложения возмущенной
ФР по угловым переменным , а  – ядро.

В последнее время появился ряд работ [10–13],
изучающих динамику возмущений на фоне рав-
новесных моделей не с целью исследованиях их
устойчивости, как это происходило в течение
предшествующих десятилетий и было отражено в
многочисленных работах и монографиях (см.,
напр., [1, 14, 15] и цитированные там работы), а с
целью изучения флуктуаций плотности и потен-
циала вокруг равновесия, и их влияния на про-
цессы медленной релаксации, а также их роль в
процессе N-body численного моделирования
процессов в звездных системах. В качестве равно-
весных моделей рассматриваются заведомо
устойчивые системы, а возмущения в них могут
быть вызваны либо шумом, связанным с конеч-
ным числом частиц  [12], либо внешним воз-
действием. В этом случае представляют интерес
слабозатухающие колебания, которые могут
длиться в течение многих характерных времен
пролета, практически не отличаясь от настоящих
нейтральных собственных мод [16, 17].

В случае устойчивых равновесных сфериче-
ских систем не существует дискретных мод с
Im . Вследствие обратимости бесстолкови-
тельного кинетического уравнения во времени не
существует и затухающих дискретных мод
Im . Присутствие дискретных нейтральныx
мод, Im  возможно лишь в редких ситуаци-
ях. Это связано с наличием резонансов волн воз-
мущения с орбитальным движением звезд типа

, где  – частоты ор-
битального движения, а  – целые
числа, поэтому нейтральные дискретные моды
возможны лишь при наличии “щелей” в фазовом
пространстве, свободных от резонанса1. Ока-
зывается, что для таких равновесных моделей
полная система собственных мод представлена
исключительно непрерывным спектром мод
ван Кампена [19] с вещественной частотой . За-

1 Мазур [18], рассматривая радиальные возмущения, привел
аргументы в пользу того, что такие нейтральные моды, в
принципе, возможны, однако не привел конкретных при-
меров соответствующих ФР.
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метим, что возмущение, убывающее экспоненци-
ально согласно так называемому затуханию Лан-
дау [20], при котором частота  имеет отрица-
тельную мнимую часть, ,

, не является истинной затухающей
собственной модой, а представляет континуаль-
ную суперпозицию сингулярных мод ван Кампе-
на. Чтобы отличить возмущение, затухающее по
Ландау, от истинной собственной моды, будем
назвать его квазимодой. Более детально динами-
ка начальных возмущений, представленных в ви-
де суперпозиции мод ван Кампена, и ее связь с
квазимодами Ландау для бесконечных однород-
ных гравитирующих систем прослежена нами в
работе [21], а для случая сдвиговых течений жид-
кости в работе [22].

Для устойчивых систем наличие слабозатуха-
ющих квазимод Ландау играет существенную
роль. В терминах мод ван Кампена их наличие
означает, что их амплитуда особенно велика, ко-
гда частоты  мод ван Кампена близки к реаль-
ной части частоты квазимоды Ландау: .
С другой стороны, их наличие позволяют колеба-
ниям, возбужденным, скажем, близким прохож-
дением возмущающего внешнего тела, длиться
достаточно долгое время практически без затуха-
ния [16].

Поэтому поиск квазимод Ландау для устойчи-
вых систем представляет интерес. Однако с прак-
тической точки зрения нахождение квазимод
Ландау вызывает существенные трудности. Дело
в том, что дисперсионное уравнение, полученное
любым из описанных выше матричных методов
[7–9], верно только в верхней полуплоскости
комплексной переменной , в то время как ча-
стоты квазимод Ландау лежат в нижней полу-
плоскости . Этот факт связан с принципом при-
чинности и неоднократно описан в литературе,
начиная с пионерской работы Ландау [20] (см.
также BT [1]). Для того, чтобы использовать дис-
персионное уравнение  для нахождения
частот квазимод Ландау, необходимо выполнить
аналитическое продолжение функции  в
нижнюю полуплоскость комплексной перемен-
ной . Ландау [20] впервые проделал эту процеду-
ру для однородной электронной плазмы. Для это-
го он деформировал контур интегрирования по
(единственной в его задаче) переменной скоро-
сти , сдвигая его в комплексную плоскость  так,
чтобы он проходил ниже всех возможных точек
резонанса . Эта процедура названа пра-
вилом обхода Ландау–Линя, поскольку Линь [23]
вывел то же правило обхода для сдвиговых тече-
ний невязкой жидкости, но исходя не из принци-
па причинности (означающего, что возмущение
должно исчезать в далеком прошлом), как Лан-
дау, а из принципа диссипативности (т.е. с помо-
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щью добавления в невязкое уравнение Эйлера
бесконечно малой положительной вязкости).

Задача нахождения аналитического продолже-
ния  для равновесных сферических звездных
систем гораздо более сложна, чем в однородной
плазме [20], в бесконечной однородной гравити-
рующей среде [21] или в сдвиговых течениях жид-
кости [22]. Во-первых, дело в том, что даже в про-
стейшем случае самосогласованных моделей мы
имеем дело как минимум с двумерным фазовым
пространством в переменных действий , а не с
одномерным, где приходится работать с интегра-
лами, содержащими лишь единственную компо-
ненту скорости, параллельную фиксированному
направлению волнового вектора . Вторая про-
блема, делающая процедуру построения аналити-
ческого продолжения более сложной, связана с
наличием в подынтегральных выражениях инте-
гралов по фазовому объему не единственного ре-
зонансного знаменателя вида , а беско-
нечного их числа вида . Первую из
этих проблем обошли Барре и др. [24], рассмотрев
одномерно неоднородную систему с искусствен-
ным, достаточно простым одномерным потенци-
алом взаимодействия между частицами (не грави-
тационным), сведя задачу к одномерной, хотя и с
большим числом резонансных знаменателей типа

.
Для сферических систем с реальным гравита-

ционным потенциалом (более точно, для моделей
Кинга [25]) попытку построения аналитического
продолжения детерминанта  в нижнюю по-
луплоскость предпринял Вайнберг [16]. Для этого
он аппроксимировал функцию  в верхней
полуплоскости суммой дробно-рациональных
функций, допускающих простое аналитическое
продолжение в нижнюю полуплоскость и, полу-
чив приближенное выражение для аналитическо-
го продолжения , нашел (при определенных
параметрах моделей) частóты слабо затухающих
квазимод Ландау. Хотя результаты этой работы
широко цитируются в литературе, с нашей точки
зрения они не являются достаточно убедитель-
ными.

Еще один способ обнаружить экспоненциаль-
ное затухание Ландау состоит в прямом решении
эволюционного уравнения (точнее, системы
уравнений) для Фурье-гармоник возмущенной
ФР . Для этого необходимо задать началь-
ную ФР  и соответствующий возмущенный
потенциал . Если рассматриваемое равно-
весное состояние содержит квазимоду Ландау,
она должна проявиться при любом выборе на-
чальной ФР, поскольку детерминант  зави-
сит только от свойств невозмущенной системы, и
наличие у него нулей в нижней полуплоскости
означает, что асимптотически возмущения
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плотности и потенциала должны затухать экс-
поненциально. Это следует из того, что нули

 являются полюсами Лаплас-образа возму-
щения. Соответствующая процедура решения
эволюционного уравнения для бесконечной од-
нородной среды [21] и для сдвиговых течений
жидкости [22] была проделана в явном виде и
продемонстрировала полное соответствие асимп-
тотического поведения амплитуды  возмуще-
ния плотности звезд  или ампли-
туды полной завихренности попeрек канала

 затуханию Ландау c частотой

, найденной из условия .
Сказанное выше означает, что проблема чис-

ленного исследования динамики возмущения в
устойчивых системах является довольно сильно
зависящей от выбранных кодов и счетных пара-
метров: сетке на плоскости фазовых перемен-
ных, количеству удерживаемых Фурье-гармоник
по переменным , а также количеству удержива-
емых базисных функций. Поэтому наличие те-
стового возмущения для верификации кодов
крайне желательно. Одно такое тестовое возму-
щение давно известно. Оно состоит в сдвиге
сферической системы как целого. Если этот
сдвиг происходит, скажем, по оси  на малое
расстояние , то возмущения плотности и по-
тенциала, возникающие при этом, есть 

, . Это ди-
польное сдвиговое возмущение, соответствую-
щее сферической гармонике .
Очевидно, что собственная частота , соответ-
ствующая этому возмущению, равна нулю. Этот
тест неоднократно использовался ранее при ве-
рификации кодов при исследовании устойчиво-
сти (см., напр., [26–28]).

В настоящей работе мы предлагаем еще одно
простое тестовое возмущение, допускающее точ-
ное решение. Оно работает для вполне опреде-
ленного класса сферических моделей, а именно,
для моделей, описываемых ФР, зависящими
только от энергии  и содержащих единственный
параметр длины .

Это точное решение позволяет попутно прояс-
нить еще один вопрос, касающийся корректного
определения понятия энергии возмущения. Дело
в том, что энергия возмущений, являясь квадра-
тичной по амплитуде величиной, на первый
взгляд в принципе не может быть вычислена в ли-
нейной теории. Однако можно показать, что си-
стема линеаризованного кинетического урав-
нения и уравнения Пуассона допускает квадра-
тичный интеграл движения, по форме очень
напоминающий полную энергию возмущения,
который, строго говоря, не совпадает с настоя-
щей энергией, поскольку ее вычисление требует
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знания возмущений ФР, потенциала и плотности
второго порядка. Предлагаемое тестовое возму-
щение позволяет вычислить энергию возмуще-
ния в любом порядке и выполнить сравнение
этих двух “энергий” второго порядка.

В разделе 2 мы представим идею тестового воз-
мущения и приведем несколько примеров моде-
лей самосогласованных равновесных ФР, в спек-
тре которых рассматриваемая мода присутствует.
В разделе 3 мы более подробно рассмотрим во-
прос о понятии энергии возмущений, который
можно построить в рамках линейной теории, и на
примере масштабно инвариантного возмущения
проведем сравнение честно вычисленной энер-
гии (с учетом возмущений второго порядка) с
общепринятым выражением для энергии возму-
щения, принимаемым в линейной теории. В раз-
деле 4 обсуждаются полученные результаты.

2. ИДЕЯ ТЕСТОВОГО ВОЗМУЩЕНИЯ 
И НЕСКОЛЬКО ПРИМЕРОВ 

РЕЛЕВАНТНЫХ МОДЕЛЕЙ ФР
Пусть сферическая модель описывается рав-

новесной ФР, содержащей единственный харак-
терный масштаб по радиальной переменной .
Назовем его масштабным фактором и обозначим
как . Для таких моделей невозмущенные потен-
циал и плотность имеют вид:

(1)

причем,  и  связаны уравнением Пуассона,

(2)

Функция распределения есть

(3)

где безразмерную энергию  надо тоже рас-
сматривать как функцию ,  и масштабного
фактора :

(4)

Здесь безразмерная функция  нормирована
так, что .

Совершенно ясно, что если фиксировать пол-
ную массу , но изменить , мы получим ту же
самую равновесную модель, но только с другим
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масштабным фактором, . Но это означает,
что собственная частота моды , соответствую-
щей такому расширению/сжатию, равна нулю.
Этот факт может служить тестом различных ко-
дов при исследовании динамики возмущений в
сферических системах.

Приведем для примера несколько моделей,
имеющих такую форму.

• Изохронная модель Энона [29]

Для нее функция, входящая в потенциал, ,
есть:

(5)

плотность:

(6)

функция распределения:

(7)

• Модель Хернквиста [30]
Для нее потенциал:

(8)

плотность:

(9)

функция распределения:

(10)

• Модель Яффе [31]
Для нее потенциал:

(11)

плотность:

(12)
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функция распределения:

(13)

где

(14)

• Модель Пламмера [32]
Для нее потенциал:

(15)

плотность:

(16)

функция распределения:

(17)

• Политропы
Заметим, что модель Пламмера является част-

ным случаем серии политропных моделей с
функцией распределения:

(18)

и плотностью:

(19)

соответствующим . В случае произвольных 
для этих моделей нет явного аналитического вы-
ражения для потенциала , но есть соответ-
ствующее нелинейное уравнение 2-го порядка
для потенциала, следующее из уравнения Пуас-
сона (уравнение Лейна–Эмдена). Его исследова-
ние показывает (см. BT), что политропные моде-
ли с  имеют бесконечную массу и нереле-
вантны. Однако модели с , которые
хотя и обладают (в отличие от моделей, приведен-
ных выше) конечным радиусом , тем не менее
тоже должны содержать в спектре масштабно-ин-
вариантную моду, поскольку этот радиус являет-
ся единственным масштабом длины в модели.
В частности, для , когда уравнение Лейна–
Эмдена становится линейным, существует анали-
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тическое решение с конечными радиусом и
массой:

(20)

(21)

Обратим внимание, что модели с  имеют
положительный знак производной по энергии

, т.е. , и, в принципе, могут

оказаться неустойчивыми. Мы не будем здесь бо-
лее подробно обсуждать этот вопрос.

Рассмотрим изменение параметров модели,
связанное с вариацией масштабного фактора ,

:

(22)

(23)

(24)

Здесь  – параметр разложения. Заме-
тим, что мы заготовили разложение всех величин
вплоть до второго порядка. Хотя в линейной
теории знание величин второго порядка не
требуется, мы делаем это с целью получения
корректного выражения для потенциальной и
кинетической энергий, которые являются ве-
личинами 2-го порядка по амплитуде возмуще-
ния , и не могут быть вычислены просто как
билинейная форма из величин 1-го порядка.
Полагая далее , имеем для потенциала:

(25)

для плотности:

(26)

для функции распределения:

(27)
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ПОЛЯЧЕНКО, ШУХМАН

(28)

Штрих у функций означает производную по соот-
ветствующему аргументу. Далее без ограничения
общности можно принять  и записать, ис-
пользуя (25):

(29)

Несложно убедиться в том, что возмущение мас-
сы системы, обязанное такому возмущению ФР и
плотности, действительно, равно нулю как в 1-м,
так и во 2-м порядках: .

Возмущения величин первого порядка ,  и
 представляют собой тестовое возмущение, ко-

торое в задаче на собственные значения соответ-
ствует собственной частоте . Если же ис-
следовать динамику возмущений с помощью ре-
шения системы эволюционных уравнений на
амплитуды Фурье-гармоник возмущенной ФР ,
задавая начальную ФР в виде (27), а потенциал в
виде (25), мы должны получить .

Действительно, линеаризованное кинетиче-
ское уравнение для радиальных возмущений

 и  в переменных действие угол
имеет вид:

(30)

где  – частота, соответствующая ра-
диальному действию , ; 

 – угловой момент, а  – угловая пере-
менная, сопряженная радиальному действию,

. В гармониках имеем

(31)

где

Из (29) имеем

(32)
для ненулевых гармоник. С помощью (31) убеж-
даемся, что, действительно,  при всех ,
как и должно быть.

Итак, мы показали, что возмущенная ФР для
тестового возмущения, действительно, остается
постоянной при решении эволюционного урав-
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нения, или является собственной функцией зада-
чи на собственные значения с собственным зна-
чением .

Тест уравнения (31) реально был выполнен на
изохронной модели (7), для которой достаточно
просто получить аналитические выражения, свя-
зывающие радиальную координатy  с перемен-
ными угол действие, или, что здесь эквивалент-
но, с переменными ,  и радиальной угловой пе-
ременной2 . Зная параметрическую связь  c 

(33)

можно численно выполнить разложение по
Фурье-гармоникам радиальной угловой перeмен-
ной . Задавая в качестве начального возмуще-
ния ФР  и потенциала  функции (27) и (25)
соответственно и разлагая их по гармоникам,

действительно, получаем, что .
Кроме того, для этой модели выполнен контроль

сохранения полной массы, т.е. обращение в нуль
интеграла от нулевой гармоники возмущенной ФР
по допустимой области фазовой плоскости

 модели, :

где  – линия круговых орбит, а

.

3. ЭНЕРГИЯ ВОЗМУЩЕНИЯ
В этом разделе мы хотим на примере тестового

возмущения проверить корректность выражения
для энергии, которое, являясь величиной второго
порядка, тем не менее строится из возмущений

2 Дополнительные преимущества изохронной модели со-
стоят в том, что для нее существуют явные аналитические
выражения, связывающие гамильтониан  с пере-
менными действия  (см. [1], eq. (3.226)), а
радиальная частота  зависит только от энергии,
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только первого порядка. Начнем с гравитацион-
ной потенциальной энергии. Для рассматривае-
мых нами моделей с единственным масштабным
параметром  имеем

(34)

Разлагая  в ряд Тейлора по , и полагая
, имеем ,

где

(35)

Подчеркнем, что выражения (35) дают коррект-
ные выражения для возмущений потенциальной
энергии 1-го и 2-го порядка. В частности, имен-
но с выражением для  необходимо сравнить

билинейную форму =

= , которую в литературе
принято называть потенциальной энергией воз-
мущения. С другой стороны, зная явные выраже-
ния (25) для , мы имеем возможность про-
верить правильность выражения (35) непосред-
ственным интегрированием. В 1-м порядке

, или, после подстановки

, ,

(36)

как и должно быть, согласно (35). Во 2-м порядке

(37)

где, учитывая, что (см. (25)) ,

получим после цепочки интегрирований по ча-
стям

(38)

Снова получилось , как и должно быть,
согласно (35). Итак, мы убедились на примере те-
стового возмущения, что правильное выражение
для потенциальной энергии второго порядка 
получается лишь при учете вклада в (37) потенци-
ала второго порядка . Это означает, что били-
нейная форма

(39)
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составленная только из возмущений 1-го поряд-
ка, не является потенциальной энергией 2-го по-
рядка.

С другой стороны, можно показать, не выходя
за рамки линейного приближения, что для возму-
щений в системах с эргодической ФР 
( ) при отсутствии внешних сил суще-
ствует квадратичный интеграл движения3:

(40)

где

(41)

Это выражение для  можно получить, рас-
сматривая работу, выполняемую над системой
внешней силой , считающейся величиной
1-го порядка (см. [33], а также [1], раздел 5.4.2):

(42)

Именно поэтому величину  принято ассоци-
ировать с полной энергией возмущения, причем,

 с кинетической, а  c потенциальной ее
частями4.

Но мы выше, на примере тестового возмуще-
ния, продемонстрировали, что величина  не
является настоящей потенциальной энергией.
Это означает, что, возможно, и величина 
тоже не является настоящей кинетической энер-
гией.

Действительно, корректное выражение для
кинетической энергии 2-го порядка, назовем его

, имеет вид:

(43)

так что корректное выражение для полной энер-
гии возмущений 2-го порядка, которое обозна-
чим  (без знака ), имеет вид

(44)

3 Подчеркнем, что далее отмечаем знаком “тильда” ( ) би-
линейные формы, составленные только из величин 1-го
порядка, а без знака “тильда” – честные величины 2-го по-
рядка, учитывающие вклад возмущений 2-го порядка.

4 Недавно Лау и Бинни [13] удалось обобщить выражение
для энергии возмущений на случай произвольных неэрго-
дических систем с интегрируемым гамильтонианом, в
частности, на случай анизотропных сферических систем

.
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или

(45)

Обратим внимание, что выражение в квадратных
скобках в ф-ле (45) представляет корректное вы-
ражение для потенциальной энергии , учиты-
вающее вклад 2-го порядка. Это уравнение мож-
но записать как

(46)

где  – энергия звезды, являющая-

ся интегралом движения невозмущенной систе-
мы. Мы видим, что корректное выражение (46)
для энергии возмущения, включающее все
вклады, отличаeтся от принятой в литературе
ф-лы (40) (см., напр., [1]) различными выраже-
ниями как для потенциальной, так и для для
кинетической энергии: , . Тем не
менее оказывается, что производные по време-
ни от их сумм совпадают. Иными словами, хотя

, а , сумма  равна
сумме  c точностью до аддитивной посто-
янной. Покажем это.

Имеем во 2-м порядке кинетического урав-
нения:

(47)

Здесь мы еще добавили в правую часть внешний
потенциал , который должен служить ис-
точником изменения полной энергии, поскольку
создаваемая им гравитационная сила  со-
вершает работу над звездами системы. Умножим
обе части (47) на  и проинтегрируем по фазово-
му объему, учитывая, что  – интеграл невозму-
щенного движения. Получим:

(48)

Первое слагаемое в правой части (48) обращается
в нуль из-за антисимметрии подынтегрального
выражения по , так как . Вто-
рое слагаемое после цепочки преобразований
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превращается в . Действительно, имеем для

него (48):

(49)

Третье слагаемое превращается в :

(50)

В итоге, объединяя (48), (49) и (50), получаем, что
скорость изменения энергии системы, связанная
с работой внешней силы, есть

(51)

Сравнивая правые части (42) и (51), находим
, так что истинная полная

энергия возмущений  отличается от той би-
линейной конструкции, которую принято назы-
вать энергией возмущения, , на постоян-
ную величину. Это означает, что обе эти величи-
ны 2-го порядка при отсутствии внешних сил
сохраняются в ходе эволюции системы. Поэтому
конструкцию , выражаемую соотношения-
ми (40) и (41), по аналогии с линейной теорией
сдвиговых течений жидкости уместно назвать
псевдоэнергией. Напомним, что в теории сдвиго-
вых течений тоже существует понятие интеграла
псевдоэнергии, который строится как билиней-
ная форма возмущений 1-го порядка. Псевдо-
энергия отличается от истинной энергии, кото-
рая должна вычисляться с учетом возмущений
2-го порядка (см. [22, 34]).

Заметим, что псевдоэнергия и истинная энер-
гия 2-го порядка могут отличаться знаком. Так,
можно показать, что псевдоэнергия собствен-
ных мод систем с убывающей эргодической ФР,

 (т.е. мод ван Кампена [12]), положи-
тельна, хотя истинная энергия может быть любо-
го знака. Это обстоятельство может оказаться
важным с точки зрения попыток построения тер-
модинамики звездных скоплений, основанной на
привлечении волн ван Кампена [12]. Для успеш-
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ности таких попыток положительность знака
энергии является критической. Однако, напри-
мер, для нашего тестового возмущения истинная
энергия отрицательна. Это следует из соотноше-
ния вириала, , которое должно вы-
полняться в всех порядках теории возмущений в
силу стационарности возмущения. В частности,
во 2-м порядке имеем . Поэтому

. Но, как следует из (38),

.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы показали, что для тестирования кодов при
численном исследовании динамики малых воз-
мущений в сферических звездных системах суще-
ствует контрольное радиальное стационарное
возмущение, для которого в явном виде можно
получить выражения для функции распределе-
ния, плотности и гравитационного потенциала.
Это возмущение релевантно для эргодических
систем, в моделях которых присутствует един-
ственный масштабный фактор размерности дли-
ны. Приведены примеры нескольких известных в
литературе моделей такого типа. При решении
задачи на собственные значения (любым из из-
вестных матричных методов) это возмущение
должно дать собственную частоту  и соот-
ветствующие известные собственные функции, а
при решении начальной задачи для возмущения
ФР  должно подтвердить выполнение со-
хранения ФР в каждой точке фазового простран-
ства , если в качестве начально-
го принято тестовое возмущение.

Кроме того, в работе проанализировано поня-
тие энергии возмущения, которое фигурирует в
линейной теории возмущений бесстолкнови-
тельных звездных систем. Известно, что хотя ис-
тинная энергия возмущений, будучи величиной
2-го порядка по амплитуде возмущения, в прин-
ципе не может быть вычислена в рамках линей-
ной теории, можно построить билинейную фор-
му из величин первого порядка, которая является
интегралом линеаризованных уравнений. По
форме эта величина очень похожа на энергию и
представляет сумму из двух вкладов, которые
обычно называют “кинетической” и “потенци-
альной” энергиями возмущения. На примере те-
стового возмущения, для которого мы имеем
возможность получить выражения в любом по-
рядке теории возмущений, мы убедились, что
выражения для “кинетической” и “потенциаль-
ной” энергий, полученные в рамках линейной
теории, не совпадают с корректными выражени-
ями для кинетической и потенциальной энер-
гий, получаемыми с учетом возмущений 2-го по-
рядка. В работе показано, что интеграл движе-

+2 = 0T W

+2 22 = 0T W

+e e
2 2

pert 2 2 2
1= ( ) =
2

E T W W

2 < 0W

ω = 0

( , ; )f tr v

( , ; ) = ( , ;0)f t fr v r v

ния, представляемый корректным выражением
для энергии возмущения, и интеграл, соответ-
ствующий “энергии”, построенной в рамках ли-
нейной теории (псевдоэнергии), хотя и не совпа-
дают, но различаются лишь на не зависящую от
времени величину (константу). Однако эти вели-
чины могут отличаться знаком, что может ока-
заться важным для задач, связанных с приложе-
нием мод ван Кампена к звездным системам.
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SCALE-INVARIANT MODE IN COLLISIONLESS 
SPHERICAL STELLAR SYSTEMS

E. V. Polyachenkoa and I. G. Shukhmanb

aInstitute of Astronomy of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
bInstitute of Solar-Terrestrial Physics of Siberian Branch of RAS, Irkutsk, Russia

An analytical solution of the perturbed equations is obtained, which exists in all ergodic models of collision-
less spherical stellar systems with a single length parameter. This solution corresponds to variations of this pa-
rameter, that is, the stretching/contraction of the sphere keeping the total mass constant. During the process,
the system remains in an equilibrium state. The simplicity of the solution makes it possible to explicitly give
expressions for the distribution function, potential, and density in all orders of perturbation theory. This, in
turn, helps to clarify the concept of perturbation energy, which, being a second-order magnitude in ampli-
tude, cannot be calculated in linear theory. The expression for the 2nd-order perturbation energy does not
match the well-known quadratic form for perturbation energy derived from 1st-order perturbations in linear
theory. However, both of these energies are integrals of motion and differ only by a constant. The obtained
solution can be used to control the correctness of codes and the accuracy of calculations in the numerical
study of collisionless stellar models.

Keywords: stellar systems, stellar clusters and associations, stellar dynamics


