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Даны краткий очерк развития идей и обзор некоторых достижений в современной небесной меха-
нике. Акцент делается на то, что классическое определение этой науки, данное Лапласом, не пол-
ностью отражает содержание современной небесной механики, и более емким является термин ди-
намическая астрономия. Динамическая астрономия изучает почти все, что движется и вращается в
Космосе: от пылинок до комет и астероидов, от ИСЗ, планет и их спутников до звезд и галактик. Эта
комплексная наука включает не только задачи классической, но и релятивистской небесной меха-
ники, в нее входят теория фигур равновесия, разнообразные вычислительные методы и методы
компьютерного моделирования. Важное значение имеют качественные методы, вершиной которых
явилось создание КАМ-теории. Развитие небесной механики шло через практику разнообразных
приложений, и диапазон проблем в ней исключительно широк. Ярким стимулом для развития ди-
намической астрономии стало открытие экзопланет у других звезд. В статье прослеживается цепоч-
ка идей от кеплеровских орбит до оскулирующих лагранжевых эллипсов, от задачи двух тел к зада-
чам многих тел, от колец Гаусса до моделей, построенных на основе прецессирующих аналогов этих
колец.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Для любой развивающейся науки характерно

следующее: активный поиск новых задач и разра-
ботка методов их решения. Но не наоборот! Не-
бесная механика не исключение. Все важные ре-
зультаты получены в ней “из первых принципов”.
Небесная механика в полной мере выявила цен-
ность математики в познании Вселенной. В этом
обзоре хотелось показать, как в небесной механи-
ке зарождалось и формировалось то особое поле
мысли, вне которого любое открытие в движении
небесных тел не может быть ни совершено, ни
правильно понято.

2. О ПРЕДМЕТЕ НЕБЕСНОЙ МЕХАНИКИ
Небесная механика – коллективная наука, в ее

развитие внесли вклад многие ученые. Имена
Кеплера, Ньютона, Эйлера, Лагранжа, Лапласа
говорят сами за себя. В истории этой науки были
яркие моменты: переоткрытие “потерянной” Це-
реры в 1801 г. прославило Гаусса, Леверье “на
кончике пера” открыл планету Нептун (Галле
1846). Успехи, конечно, были и потом (эффект-

ное открытие Троянцев на орбите Юпитера), есть
они и сейчас (КАМ-теория, точнейшие расчеты
гравитационных маневров аппаратов “Вояджер”
и “Новые горизонты”, нобелевская премия за от-
крытие в 1995 г. планеты вокруг звезды главной
последовательности). Но важно и другое – имен-
но небесная механика стала первой наукой и тем
пробным камнем для ума человека, где неуспех в
решении задачи был равносилен потере веры в
человеческий разум. И это не преувеличение. Вот
два примера.

1. Задолго до открытия Нептуна отчаянное со-
противление астрономам оказала Луна, ее движе-
ние упорно не подчинялось законам Кеплера.
Еще (или уже) Ньютон сетовал, что от Луны у не-
го болит голова [1]. Помог здесь не рецепт Эску-
лапа, а чутье исследователя: сохранив в своих
подходах самое ценное – закон обратных квадра-
тов, Эйлер, Даламбер и Лаплас начали учитывать
дополнительные возмущения на Луну от Солнца.
Так создавалась небесная механика. Сейчас рас-
стояние до Луны известно с точностью до санти-
метров, а ряды по долготе Луны насчитывают ты-
сячи членов (гармоник Фурье).
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2. В 1859 г. Леверье обнаружил для прецессии
перигелия Меркурия небольшие расхождения с
наблюдениями: точные наблюдения давали
570 /100 л., а теория с учетом возмущений от всех
планет – только 526.7  за сто лет (одна только Ве-
нера давала 260 /100 л.). На основании этого Ле-
верье поначалу утверждал, что близ Солнца есть
планета Вулкан [2]. Ситуация обострилась, когда
Саймон Ньюком подтвердил наличие аномалии
43  за сто лет вместо 38  у Леверье. Назревала сен-
сация, но призрак новой планеты быстро рассе-
ялся. Итог этих событий был изумляющий: для
объяснения едва заметного отклонения в движе-
нии Меркурия потребовалась коренная пере-
стройка всей теории гравитации – появилась Об-
щая теория относительности.

Возвращаясь к главной теме, подчеркнем, что
небесная механика (более широко – “динамиче-
ская астрономия”) изучает почти все, что движет-
ся и вращается в Космосе: от пылинок до комет и
астероидов, от ИСЗ, планет и их спутников до
звезд и галактик. Развитие небесной механики
шло через практику разнообразных приложений,
поэтому диапазон проблем в этой науке исклю-
чительно широк.

По традиции небесная механика определяется
как область астрономии, где для исследования
движения тел применяются ньютоновский закон
обратных квадратов и методы классической меха-
ники. Но это определение не полностью отражает
содержание современной небесной механики.

Во-первых, современная небесная механика
хотя и основана на законе всемирного тяготения,
во многих задачах учитываются и другие виды
сил, например: производные от гравитации при-
ливные силы (они обратны кубу расстояния и
связаны с диссипацией энергии и сжатием фазо-
вого объема системы), электромагнитные силы,
действующие на космические аппараты и части-
цы заряженной пыли, реактивные силы, давле-
ние излучения и солнечный ветер, силы сопро-
тивления и т.д. Но командует парадом, конечно,
гравитация.

Во-вторых, более ста лет успешно развивается
релятивистская небесная механика [3–5], где
применяются законы ОТО. Уже упоминалось,
что иследования Леверье выявили аномальный
эффект апсидальной прецессии у Меркурия, и
объяснила его ОТО. Доказательство реальности
расхождения в движении линии апсид 43  в сто-
летие у Меркурия – тоже успех небесной механи-
ки. Переход от ОТО к ньютоновской теории гра-
витации соответствует области малых значений

отношения  (  – потенциал,  – скорость све-

та). В наше время релятивистские эффекты изу-
чаются в движении многих небесных тел, вклю-
чая Луну, планеты и спутники. И это оправдано:
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например, величина геодезической прецессии
для некоторых спутников Юпитера сопоставима
с их прецессией в ньютоновском приближении [6].

В-третьих, небесная механика включает в себя
теорию фигур равновесия (ТФР) небесных тел,
так как закон всемирного тяготения позволяет
изучать не только движение планет вокруг Солн-
ца, но и форму самих планет [1, 7–11]. Ныне ис-
следование фигур равновесия и внутренней
структуры небесных тел – активно развивающее-
ся направление в небесной механике.

В-четвертых, важную роль в небесной механи-
ке играют методы компьютерного моделирова-
ния. В их развитии – ключ к новым открытиям в
астрономии. Столь же необходимы и численные
методы, которые позволяют прогнозировать дви-
жение небесного тела практически с неограни-
ченной точностью, однако они не дают каче-
ственную картину движения.

В-пятых, в работах Пуанкаре (1854–1912) по-
явились качественные методы исследования
дифференциальных уравнений. Отметим вклад
Пуанкаре [12–14]:

– в проблему расходимости рядов в небесной
механике. Сейчас шум вокруг расходимости ря-
дов поутих, но в свое время это была большая
ложка дегтя. Губят ряды члены с малыми знаме-
нателями, и Пуанкаре показал, как интегриро-
вать дифференциальные уравнения расходящи-
мися рядами!

– в изучение периодических и почти периоди-
ческих решений. Не имея возможности проинте-
грировать дифференциальное уравнение (а таких
уравнений в небесной механике большинство),
Пуанкаре предложил метод малого параметра для
нахождения периодических решений. Его идея:
если замкнутых периодических орбит много,
можно установить, как расположатся между ни-
ми кривые, соответствующие реальным неперио-
дическим движениям.

– Пуанкаре открыл интегральные инварианты
и применил их для доказательства теоремы о воз-
вращении; сейчас инварианты применяются и в
теории атома, и в звездной динамике.

Новые яркие краски в исследование динами-
ческих систем внес Джордж Биркгоф, доказав-
ший эргодическую теорему и существование двух
неподвижных точек кольца, соответствующих
периодическим решениям. Ныне эргодичность
стала базовым понятием в теории динамических
систем. Однако теорема Пуанкаре о возвращении
еще не гарантирует эргодичность, если фазовое
пространство системы не едино.

Пуанкаре и Ляпунов построили теорию пери-
одических, а Колмогоров, Арнольд и Мозер – по-
чти периодических решений. Качественные ме-
тоды привели к созданию КАМ теории [15]. Ее
суть: если гамильтониан системы представить в
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виде  (  – малое возмущение и
частоты  в  несоизмеримы), то возмущенное
движение почти всегда будет ограничено N-то-
ром, т.е. устойчиво.

3. ОТ КИНЕМАТИКИ К ДИНАМИКЕ

Наука о движении планет прошла длинный
путь от астрологических манипуляций жрецов, до
остроумного (и наглядного!) кинематического
метода (вспомним эксцентрики и эпициклы Гип-
парха, Евдокса и Птолемея). Три закона Кеплера
изменили картину движения планет, на смену
сложным умозрительным схемам, основанным
на комбинациях равномерных движений по кру-
гам, пришла простая и красивая кинематика дви-
жения планет по эллипсам с Солнцем в одном из
фокусов. И хотя переворот в астрономии, совер-
шенный Коперником и его последователями
(Бруно, Галилей, Кеплер), еще не выводил за
рамки кинематического подхода, фундамент был
заложен: эллипсы Кеплера и сегодня – тест на
звание Homo sapiens!

Законы Кеплера вскрыли новый пласт знаний
и были сформулированы столь ясно и четко, что
задали в астрономии новый вектор развития.
И хотя физические причины, лежащие в основе
этих законов, оставались пока неясными, под на-
пором мысли неизведанное отступало. Кеплер
вплотную подошел к понятию неравномерного
движения планет, и его усилия подхватили другие
ученые: Галилей (1564–1642) ввел понятия мгно-
венной скорости и ускорения для прямолинейно-
го движения, для круговых движений это сделал
Гюйгенс (1629–1695). Зарождалась новая наука –
динамика. В 1687 г. Ньютон доказал, что движе-
ние по законам Кеплера прямо следует из основ-
ных законов механики и закона Всемирного тяго-
тения. Эти открытия оказали глубокое влияние
на дальнейшее развитие небесной механики.

С появлением в трудах Ньютона и Эйлера об-
щего динамического метода, в небесной механике
появилось и стало оттачиваться искусство созда-
ния моделей на базе дифференциальных уравне-
ний движения. Небесная механика оказалась в
фокусе внимания ученых, новые задачи стимули-
ровали интерес к постижению Мира.

4. НЕКОТОРЫЕ ОСНОВНЫЕ ЗАДАЧИ 
НЕБЕСНОЙ МЕХАНИКИ

Интересная картина: закон обратных квадра-
тов, лежащий в фундаменте динамической астро-
номии, красив, элегантен и позволяет легко фор-
мулировать много задач, однако в ходе их реше-
ния эта легкость куда-то испаряется. Факт тот,
что задач с аналитическим решением в небесной

= + Δ0H H H ΔH
ωi 0H

механике и сейчас очень немного. Кратко оста-
новимся на них.

4.1. Задача двух тел и кеплеровские эллипсы

Фундаментом классической небесной механи-
ки является задача двух тел [12, 13, 16], в ней изу-
чается движение двух точечных (или сферически
симметричных) масс под взаимным притяжени-
ем по закону обратных квадратов. Здесь пять не-
зависимых первых интегралов движения: три ин-
теграла площадей, интеграл энергии и дополни-
тельный интеграл движения (вектор Лапласа–
Рунге–Кутта, направленный вдоль линии апсид).
С помощью этих интегралов исходная система
дифференциальных уравнений движения шесто-
го порядка методом редукции сводится к одному
уравнению первого порядка, что и делает задачу
интегрируемой. И ныне через изучение кепле-
ровских орбит проходит становление любого спе-
циалиста в точных науках.

Но если в математическом плане задача двух
тел решена, то в астрономическом аспекте широ-
кий простор для творчества остается [17, 18]. За-
дача двух тел – это не только неизменный маяк в
море возмущенного движения, где учет возмуще-
ний от других тел приводит к прецессии кепле-
ровских эллипсов. Это еще и комплекс задач о то-
пологии орбит, задачи для тел с переменными
массами, задачи о рассеянии частиц и, конечно,
задачи с ведущим центром (эпициклическое при-
ближение). Отдельное направление в теории со-
ставляют кольца Гаусса. Некоторые задачи (на-
пример, движение в поле сжатого сфероида) есть
не что иное, как возмущенная задача двух тел.
Весьма актуальны сейчас задачи о движении не-
бесных тел с учетом спин-орбитальных резонан-
сов. В пространстве n измерений задача двух тел
исследуется и сейчас, так как позволяет прове-
рить некоторые результаты в космологии ранней
Вселенной.

Примечание. В русле динамической астроно-
мии лежат и задачи по определению вида сил при
движении тела по орбитам разного типа, а также
вида орбит по заданному закону сил. Часть таких
задач решил еще Ньютон. Обратной задаче двух
тел является задача Бертрана [12, 13] о нахожде-
нии траекторий по заданной силе (в другом вари-
анте – задача о нахождении потенциала по задан-
ному семейству орбит). В частности, движение по
эллипсам возможно в двух потенциалах: кепле-

ровском  с силовым центром в фокусе, и

в потенциале Гука , когда центр сил при-
тяжения находится в геометрическом центре эл-
липса.

( ) μϕ =r
r

( )ϕ ∼r r
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4.2. Оскулирующие эллипсы Лагранжа 
и теория возмущений

К началу XIX века эстафета от эллипсов
Кеплера переходит к оскулирующим эллипсам
Лагранжа, и на их основе усилиями многих уче-
ных (Лаплас, Делоне, Энке, Ганзен, Хилл,
Коуэлл) зарождается теория возмущений [12, 13].
Стало возможным находить ответы на самые
сложные вопросы небесной механики, когда за-
коны Кеплера становятся только приблизитель-
ными. Фактически, теория возмущений – это
идея о том, что можно изучать что-то неизвест-
ное, начиная с известной величины. Один из ос-
новных ее приемов: в качестве исходной (проме-
жуточной, или опорной) орбиты берут эллипс, а
расхождения между реальной и опорной орбита-
ми раскладывают в ряд. Но не всегда эти ряды ра-
ботают (из-за присутствия членов с малыми зна-
менателями). В этой ситуации Ганзен остроумно
предложил идею: за опорную орбиту брать не эл-
липс, а более сложную кривую: тогда ряды для от-
клонений реальной орбиты от принятой опорной
не будут содержать неудобные члены.

4.3. Кольца Гаусса
От эллипсов Кеплера берет начало и другое на-

правление – кольца Гаусса. В 1818 г. Гаусс для рас-
чета вековых возмущений предложил усреднять
движение возмущающей массы  по эллипсу ор-
биты; при этом усреднении образуется матери-
альное эллиптическое кольцо с плотностью тем
большей, чем дольше в своем движении находит-
ся тело на соответствующей дуге  (рис. 1).

Сам Гаусс потенциал кольца не нашел, но сей-
час этот потенциал в аналитическом виде изве-
стен [19]:

(1)

где  – масса кольца,  – его полуоси,  –
эксцентриситет,  и  – полные эллипти-
ческие интегралы 1-го и 3-го рода,  – эл-
липсоидальные координаты пробной точки.

4.4. Системы колец Гаусса. Взаимная 
энергия двух колец

С развитием метода усреднений стали изучать
системы колец Гаусса [20]. В ГАИШ развит но-
вый подход к изучению долгопериодических и ве-
ковых возмущений в некоторых задачах небесной

m
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механики. Он опирается не на возмущающую
функцию Лагранжа  а на взаимную потенци-
альную энергию колец Гаусса  Для компла-
нарных колец с общим фокусом эта энергия в
квадратичном приближении равна [21]

(2)

Коэффициенты в (2) выражаются через эллип-
тические интегралы. Взаимная энергия двух эл-
липтических колец Гаусса найдена и в более об-
щем случае, когда кольца имеют малый взаимный
наклон [22]. Сравнение с традиционным методом
разложения возмущающей функции Лагранжа
показало адекватность нового подхода. Оказыва-
ется, вместо усреднения полученного сложным
образом выражения для возмущающей функции
Лагранжа методически проще сразу вычислять
взаимную энергию колец Гаусса.

Пример 1: метод круглых колец Гаусса в тео-
рии возмущений.

На практике встречаются случаи, когда орби-
ты двух планет с малым углом взаимного наклона
можно представить круглыми кольцами; на коль-
ца переносятся массы планет  и  большие
полуоси и углы наклона орбит, а также орбиталь-
ные угловые моменты планет. Рассмотрим в
инерциальной системе координат  два одно-
родных круглых гравитирующих кольца с общим
центром в точке . Эти кольца Гаусса моделиру-
ют орбиты двух планет (рис. 2). Первое кольцо
имеет радиус  одномерную плотность  долго-
ту восходящего узла  и наклон  к плоскости

. Аналогично, второе кольцо описывается па-
раметрами 

,R
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Рис. 1. Геометрическая схема кольца Гаусса. По ста-
тье [19].
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Роль функции возмущений здесь играет взаим-
ная гравитационная энергия колец . В квадра-
тичном по степеням малых углов  и  приближе-
нии эта энергия равна

(3)

где  и  – полные эллиптические интегра-

лы 1-го и 2-го рода, , угол взаимного на-

клона  связан с углами ориентации колец 
относительно главной плоскости; с учетом мало-
сти наклонов колец к главной плоскости  вы-
ражается через углы в системе координат, связан-
ной с эклиптикой (нештрихованные координаты)

(4)

Для колец, пересекающихся по диаметру
 и . В общем случае метод

позволяет учитывать несовпадение узлов орбит
планет. Есть два варианта: i) с большим и ii) с ма-
лым углом между узлами орбит. Для каждого из
них составлены и в конечном аналитическом ви-
де решены системы из четырех дифференциаль-
ных уравнений, описывающих вековую эволю-
цию орбит. Если  – масса центрального тела
(звезды),  и  – средние движения планет по ор-
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битам, уравнения вековой эволюции двух круг-
лых колец имеют вид

(5)

В переменных

(6)

уравнения эволюции колец преобразуются к бо-
лее простому виду

(7)

где обозначены две частоты вековых колебаний

(8)

Решение системы дифференциальных уравне-
ний (7) получено в конечном виде

(9)
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Рис. 2. Схема двух круглых колец с узлами в эклипти-
ке  (для орбиты Сатурна) и  (для орбиты Юпите-
ра). Для удобства изображения радиус орбиты Юпи-
тера преувеличен. Дугой  показано расстоя-
ние между узлами орбит.

�1�2

3

Сатурн

Эклиптика Юпитер

z

y

x(�)

Ω1 Ω2

Ω − Ω2 1



АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 100  № 7  2023

ВЕХИ В РАЗВИТИИ НЕБЕСНОЙ МЕХАНИКИ 635

взаимного наклона орбит в ходе эволюции оста-
ется постоянным

(10)

Вариант (i) проверен на примере двупланет-
ной задачи Солнце–Юпитер–Сатурн, вариант
(ii) – на примере пары экзопланет Kepler 10b и
Kepler 10c.

Пример 2. Для двух колец Гаусса с элементами
 при малых эксцентриситетах  и

 и взаимном наклоне  в квадратичном при-
ближении взаимная энергия имеет вид:

(11)

где разность долгот восходящих узлов
 и

(12)

причем взаимный наклон через элементы колец
выражается так:
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В случае малых  выражение (11) упрощает-
ся. С помощью  из (11) по обычной методике
записывается и решается система уравнений ве-
ковой эволюции колец.

4.5. Двумерное обобщение кольца Гаусса 
(модель R-диска)

По законам механики из-за внешних возму-
щений и эффектов ОТО возникает апсидальная
прецессия кольца Гаусса. В итоге при азиму-
тальном усреднении получается R-диск [23, 24]
(рис. 3). Нижняя граница диска определяется
условиями выживаемости звезд от приливных
возмущений ЧД, верхняя зависит от параметров
орбиты звезды.

Распределение плотности в R-диске дается
формулой

(14)

Такие R-кольца образуются из прецессирую-
щих эллиптических орбит, в фокусе которых на-
ходится центральная звезда или черная дыра. Мо-
дель объясняет причину существования острых
локальных минимумов на кривых вращения
плоских галактик (рис. 4), применяется также для
изучения динамики звездных дисков в центре Га-
лактики.

4.6. 3D обобщение прецессирующего кольца Гаусса 
(модель R-тороида)

В продолжение темы колец. Для изучения ве-
ковых возмущений в небесной механике была по-
строена аналитическая модель R-тороида [26, 27].
Модель основана на тройном усреднении движе-

ΔΩ
mutW
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( ) ( )

− σσ =
π − −

2 1

2 1

.R Rr
R r r R

Рис. 3. В центре – R-диск; слева – распределение плотности в R-диске; справа – потенциал в плоскости R-диска. По
статье [24].
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ния материальной точки и сводится к цепочке
преобразований: 1D кольцо Гаусса – 2D  R-
диск – 3D  R-тороид.

Изучены форма, структура и гравитационный
потенциал R-тороида (рис. 5). Закон плотности и
нужная для приложений взаимная энергия R-то-
роида и внешнего кольца Гаусса представлены
формулами

(15)
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С помощью  была получена система
уравнений вековой эволюции оскулирующих ор-
бит в гравитационном поле R-тороида и цен-
тральной звезды. На основе комбинации из двух
R-тороидов разработан метод изучения вековой
(апсидальной и нодальной) прецессии орбит в
циркумбинарных экзосистемах, состоящих из
двойной звезды и планеты [27].

Модели взаимодействующих и прецессирую-
щих колец Гаусса позволяют по-новому тракто-
вать задачи в теории возмущений и упрощают
сложные расчеты.

4.8. Задача двух неподвижных центров

В “загашнике” небесной механики есть задача
двух неподвижных центров, которую поставил и
решил Леонард Эйлер [28]. В 1901 г. Гастон Дарбу
предложил вариант задачи с помощью двух мни-
мых масс. Эта идея Дарбу оказалась полезной че-
рез полвека. В эпоху ИСЗ задача двух неподвиж-
ных центров снова стала актуальной: оригиналь-
ный вариант этой задачи был изучен Дж. Винти и
советскими учеными (Г.Н. Дубошин, Е.П. Аксе-
нов, Е.А. Гребеников, В.Г. Демин), сумевших за-
дачу о движении искусственных спутников в поле
Земли втиснуть в “прокрустово ложе” задачи двух
неподвижных центров с мнимыми точечными
массами [29]. И здесь в качестве промежуточной
орбиты для ИСЗ берется более сложная кривая,
чем кеплеровский эллипс.
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Рис. 4. Кривая вращения для галактики NGC 615, по
книге [25].
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Замечание. Интересен предельный переход к
моделированию потенциала двух мнимых масс
в асимптотическом пределе из потенциала
сплошного стержня с мнимым распределением
плотности [11].

5. ЗАДАЧА ТРЕХ (И БОЛЕЕ) ТЕЛ
Огромный комплекс задач в небесной механи-

ке посвящен проблеме трех (и многих) тел.

5.1. Актуальность проблемы
Сразу подчеркнем: задача многих тел – это не

отработанный материал, а классика, которая не
выходит из моды! Эта задача находит приложения
во многих областях физики, включая астрофизи-
ку, ядерную физику и физику элементарных ча-
стиц [30].

Ее внутреннее богатство начали раскрывать
Лагранж, Лаплас и Пуанкаре: здесь совершен-
ствовались аналитические методы механики [30,
31], зародилась и расцвела теория возмущений;
здесь, под пеленой математической неопределен-
ности появилось понятие хаоса в динамических
системах и пошатнулся могучий Вселенский де-
терминизм Лапласа.

Та гармония мира, о которой мечтал Лаплас,
рисуя предопределенность всех движений, тер-
пит фиаско уже в астрономии (хотя, можно ска-
зать, на ее периферии). Движения звезд в звезд-
ных скоплениях и движения многих малых тел
Солнечной системы подвержены случайностям –
это и заставляет нас рисовать современную кар-
тину [14, 32].

Длительные бесплодные попытки решить за-
дачу трех тел привели в конце концов к фунда-
ментальным отрицательным результатам. Брунс,
Пенлеве и Пуанкаре доказали отсутствие в этой
задаче дополнительных интегралов, кроме 10
классических (шесть интегралов описывают рав-
номерное прямолинейное движение центра масс
системы, три – компоненты углового момента,
еще один – это интеграл энергии). С тех пор зада-
чу N тел называют неинтегрируемой. Причиной
отсутствия других интегралов является очень
сложное поведение траекторий.

Вместе с тем следует подчеркнуть, что эти
ограничения выполняются только для траекто-
рий в конечной области пространства. Для инфи-
нитных орбит интегрирование все же может су-
ществовать (А.Н. Колмогоров, В.М. Алексеев
[33]). Для таких орбит существуют локальные ин-
тегралы.

В небесной механике независимо от кванто-
вой механики (соотношение неопределенностей
Гейзенберга 1927 г.) поняли, что для описания
положения частицы, из-за крайней чувствитель-

ности траекторий к начальным условиям надо пе-
реходить к определению вероятности нахожде-
ния частицы в пространстве. И в этом фундамен-
тальном вопросе физика и небесная механика –
на параллельных рельсах! Пример: столкновение
астероида с Землей – тоже вероятностное собы-
тие, так как параметры астероидной орбиты все-
гда содержат некоторую неопределенность.

Исследования в задаче трех тел проводились в
двух направлениях: i) поиск общих приближен-
ных решений с помощью метода возмущений и ii)
поиск точных частных решений (например, точек
либрации).

В общем виде задача трех тел, см. рис. 6, не ин-
тегрируется, но для некоторых частных случаев
аналитические решения известны. Многие ре-
зультаты получены компьютерными методами,
среди них есть и настоящие сюрпризы (восьмерка
Мура +600 (!) других подобных ей замысловатых
траекторий [34], рис. 7).

5.2. Частные задачи в общей проблеме 
многих тел

5.2.1. Поиск новых вариантов динамической ре-
дукции. Актуальным является поиск новых вари-
антов динамической редукции. Напомним, что
редукция есть процесс сокращения числа уравне-
ний движения с учетом интегралов движения и
сохраняющихся величин. Сравнительно новым
является следующий вариант редукции [35]: так
как любая конфигурация трех точек определяет
треугольник, то все переменные задачи можно
представить как совокупность геометрических
(форма и размер треугольника) и вращательных
(ориентация треугольника) переменных.

Рис. 6. Схема задачи трех тел.

Orbit P2

Orbit P1
Orbit P3
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5.2.2. Ограниченная задача трех тел. На практи-
ке наиболее часто рассматривается ограниченная
задача трех тел (когда масса третьего тела мала в
сравнении с двумя основными “primaries”). Здесь
главными являются варианты задачи: ограничен-
ная круговая, ограниченная эллиптическая, огра-
ниченная гиперболическая [36]. Далее эти три ва-
рианта широким веером рассыпаются на множе-
ство конкретных задач (где варьируются все
параметры системы: относительные расстояния,
форма тел, учитывается световое давление, масса
одного или всех тел может зависеть от времени и
т.д.). Иногда встречаются экзотические варианты
задачи трех тел, как например задача Роба [37].

5.2.3. Точки либрации. Так называют точки
равновесия во вращающейся системе отсчета.
В ограниченной круговой задаче трех тел сначала
были открыты три Эйлеровы (неустойчивые)
коллинеарные точки, затем Лагранж нашел еще
две (треугольные) точки  и  с устойчивым

(при ) движением в их окрестности (рис. 8).

Многочисленные варианты задач на изучение то-
чек либрации рассматриваются до сих пор [38].

4L 5L

≤ 1
27

m
M

В астродинамике планируется все пять точек
либрации использовать для освоения Солнечной
системы космическими аппаратами. Так, точка

 в системе “Земля–Солнце” – идеальное место
для наблюдательной астрофизики. В окрестности
точки  работало или работает несколько косми-
ческих миссий:

– GAIA (2013 г.) – космический телескоп оп-
тического диапазона Европейского космическо-
го агентства (ЕКА). Составлена трехмерная карта
более одного миллиарда звезд нашей Галактики.
Открыто более 10 тысяч экзопланет, а также мно-
жество астероидов и комет.

– “Планк” – астрономический спутник ЕКА,
созданный для изучения вариаций реликтового
излучения. Завершил свою работу.

– “Спектр-РГ” (Спектр-Рентген-Гамма) –
российско-немецкая орбитальная астрофизи-
ческая лаборатория, предназначенная для по-
строения карты Вселенной в рентгеновском
диапазоне.

– Телескоп имени Джеймса Уэбба (диаметр
зеркала 6.5 м). Специализируется на исследова-
нии в инфракрасном диапазоне ранних галактик,
звезд, экзопланет.

Большой интерес представляют два крупных
семейства астероидов возле точек либрации 
(Греки) и  (Троянцы) на орбите Юпитера (рис. 9).
Обнаружены астероиды-троянцы, орбиты ко-
торых переходят от  к . Греков почти в два ра-
за больше. Возможное объяснение: ранняя ми-
грация орбиты Юпитера к по направлению к
Солнцу.

5.2.4. Задача Хилла. Особенно востребована в
небесной механике задача Хилла (в ней рассмат-
ривается движение малого тела в окрестности
планеты при большом возмущающем влиянии
Солнца и других планет). Варианты задачи Хилла
активно изучаются до сих пор [17, 30]. В частно-
сти, теория движения Луны является, по суще-
ству, задачей Хилла. Именно ряды Брауна-Хилла
стали надежным инструментом важнейшей зада-
чи расчета эфемериды Луны.

2L

2L

4L
5L

4L 5L

Рис. 7. Восьмерка Мура (a) и родственные ей траектории в задаче трех тел (б), по [34].

(a) (б)

Рис. 8. Стандартная схема точек либрации в задаче
трех тел. Изображение: NASA.
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5.2.5. Вековая эволюция орбит планет-гигантов
Солнечной Системы. Большой интерес представ-
ляет картина вековой эволюции больших планет
в Солнечной системе под возмущающим влияни-
ем друг на друга. На рис. 10 показаны результаты
численных расчетов для системы из пяти тел (че-
тыре планеты и Солнце). Видим, что орбиты
Юпитера и Сатурна эволюционируют в противо-
фазе, с гораздо большим периодом эволюциони-
рует орбита Урана. Нептун же ведет себя как сво-
бодный художник! Кстати, именно Нептун “вы-
падает” из закономерности Тициуса-Боде.

5.2.6. Центральные конфигурации. Это – боль-
шой комплекс задач, в которых ускорения всех
тел направлены к одному центру. Здесь также
много вариантов исследования, см. рис. 11, а
изучение “хороводов” в пространстве -измере-
ний – излюбленная тема у математиков.

5.2.7. Задача Ситникова. Отметим еще инте-
грируемую задачу Ситникова (Макмиллана)
(рис. 12), где два тела primaries имеют круговые
или эллиптические орбиты, а третье тело нулевой
массы движется по нормали.

n

Рис. 9. Схема расположения на орбите Юпитера семейств астероидов “Греки” (L4) и “Троянцы” (L5). Источник: Ви-
кипедия.

Рис. 10. Численный расчет вековой эволюции эксцентриситетов в задаче для четырех крупнейших планет в Солнеч-
ной системе на интервале 2 млн. лет. По работе [39].
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5.2.8. ИСЗ и космический мусор. Актуальной
задачей в небесной механике является исследова-
ние движения ИСЗ и частиц космического мусо-
ра. Запуск искусственных спутников Земли, где
первым был Советский Союз, глубоко повлиял на
развитие астрономии и многих отраслей про-
мышленности. Начавшееся соревнование миро-
вых держав привело к тому, что спустя 2/3 века на
орбитах вокруг Земли кружат многие тысячи со-
зданных человеком аппаратов и их фрагментов,
среди которых действующих спутников всего не-
сколько процентов, а остальное – отработавшие
свое ступени ракет, еще не сгоревшие в атмосфе-
ре аппараты и их многочисленные обломки. Ко-
личество этих отходов непрерывно растет. По-
явился термин “космический мусор”, но это мусор,
который летает над головой, обладает гигантской
кинетической и потенциальной энергией и мо-
жет быть весьма опасен для человека как на Зем-
ле, так и в космосе.

Новые проблемы привели к пониманию необ-
ходимости изучения эволюции не только орбит
ИСЗ, но и компонентов космического мусора.
Эти тела движутся по законам небесной механи-
ки в сложном поле сил, определяемом гравитаци-
онным влиянием Земли, Луны и Солнца, а также
давлением света и сопротивлением атмосферы.
И здесь человечество столкнулось с серьезной и
трудоемкой научной задачей. Число объектов, за
которыми надо следить и предсказывать их дви-
жение, огромное, и по характеру задачи исследо-
вателю требуется не только детально знать фигуру
Земли и структуру ее сложного гравитационного
поля, не только творчески применять законы не-
бесной механики, но необходимо развивать и та-
кие области знаний, как теория возмущений, тео-
рия резонансов и динамического хаоса.

6. ТЕОРИЯ ФИГУР РАВНОВЕСИЯ
Область применения теории фигур равновесия

в современной астрономии очень широкая.
В рамках ТФР изучают форму, структуру и устой-
чивость вращающихся гравитирующих масс.
Изучаются колебания тел, причем не только ма-
лые, но и нелинейные. Этот раздел науки грани-
чит с геофизикой, астрофизикой и динамикой
звездных систем. Модели фигур равновесия стро-
ятся для астероидов, планет и спутников, широ-
кий комплекс задач есть для звезд и галактик. Ис-
тория ТФР наполнена яркими открытиями и
пронизана глубокими аналитическими исследо-
ваниями Клеро и Лапласа, Дирихде и Римана,
Пуанкаре, Ляпунова и Чандрасекара. На русском
языке есть хорошие книги, излагающие теорию
фигур равновесия. Упомянем книги Субботина
[7], Чандрасекара [8], Аппеля [40], Пицетти [41],
Лихтенштейна [42].

6.1. Элементы теории фигур равновесия

При баротропном состоянии  враще-
ние в системе подчиняется закону  и су-
ществует общий потенциал сил

(16)

Здесь  – ньютоновский, а 

 – центробежный потенциалы. В

этом случае в системе совпадают поверхности
  и уровенные . При

баротропном вращении граничная поверхность
конфигурации  совпадает с одной из уровен-
ных поверхностей и удовлетворяет уравнению

(17)

В правой части (17) интегрирование произво-
диться по объему внутри искомой поверхности

 Уравнения такого типа называются функ-
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Рис. 11. Пример центральной конфигурации 4-х тел.
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циональными, общего способа их решения не су-
ществует. Не существует, следовательно, и обще-
го метода отыскания формы фигур равновесия.
Даже если жидкость однородная и имеет жесткое
вращение вокруг неподвижной оси, частные ре-
шения уравнения (17) только как бы угадываются.
В 1742 г. Маклорен доказал, что сжатый сфероид
может быть фигурой равновесия, в 1834 г. Якоби
открывает трехосные фигуры относительного
равновесия. Сфероиды Маклорена при соответ-
ствующем вращении могут сколь угодно мало от-
личаться от сферы. Эллипсоиды же Якоби суще-
ствуют только при определенном отношении по-
луосей, имеют значительный момент вращения и
всегда сильно отличаются от сферы. В астроно-
мии однородные сфероиды Маклорена и трехос-
ные эллипсоиды Якоби широко применяются.

6.2. Неоднородные фигуры равновесия

Из неоднородных фигур наиболее популярны
фигуры Роша; их дополняет уравнение Клеро, свя-
зывающее распределение плотности  с рас-
пределением сплюснутости  искомых поверх-
ностей:

(18)

Согласно уравнению (18), в важном на практи-
ке случае убывания плотности от центра к по-
верхности, сжатие изоденсит  к центру
уменьшается!

( )ρ r
( )ε r
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6.3. Неэллипсоидальные фигуры 
равновесия

Еще молодыми Пуанкаре и Ляпунов открыва-
ют мир неэллипсоидальных фигур равновесия [8–11,
40]. Здесь пристальное внимание привлекли гру-
шевидные фигуры (3-я гармоника на поверхно-
сти эллипсоида), играющие роль мостика между
эллипсоидами Якоби и двойными звездами. Че-
рез деление “груши” Пуанкаре и Дарвин надея-
лись решить основную загадку космогонии:
понять, как образовались Луна, планеты со спут-
никами, кратные звезды (рис. 13a). Особое очаро-
вание этой гипотезе придавало то, что решение о
возможном делении “груши” долгое время скры-
валось под пеленой математической неопреде-
ленности.

В этой кризисной ситуации разобрался
А.М. Ляпунов, доказавший, что все “груши”, от-
ветвляющиеся от критического эллипсоида Яко-
би, вековым и динамическим образом неустойчи-
вы. По этому вопросу между ним и Джорджем
Дарвином возникла жаркая полемика. Вскоре
Джеймс Джинс независимым методом подтвер-
дил правоту Ляпунова. Уже в наши дни расчеты
на компьютере позволили выяснить интерес-
нейшую деталь (рис. 13b): последовательность
“груш” кончается не делением, а фигурой с “но-
сиком” (особой точкой), откуда, как из лейки,
вытекает жидкость [43].

6.4. Некоторые современные 
направления в ТФР

6.4.1. Определенный прогресс в ТФР связан с
учетом внутреннего поля скоростей. Вот знаме-
нитая формулировка проблемы Дирихле [8–10]:
допускают ли законы механики такое движение
жидких гравитирующих эллипсоидов, чтобы поле

Рис. 13. a) К гипотезе Дарвина-Пуанкаре; б) финальная грушевидная фигура. Из статьи [43].

(a) (б)
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скоростей в них было в любой момент времени
линейным по координатам? Оказалось, что до-
пускают! Это позволило пересмотреть всю тео-
рию фигур равновесия. Здесь работали выдающи-
еся ученые Р. Дедекинд, Б. Риман и С. Чандрасе-
кар, был создан математический аппарат для
комплекса задач о нелинейных колебаниях и фи-
гурах равновесия жидких эллипсоидов, цилин-
дров и дисков. Кроме гравитации в этих моделях
можно учитывать и магнитное поле.

6.4.2. В наше время [10, 44] получено обобще-
ние проблемы Дирихле для жидких фигур на ди-
намику звездных систем: построена полная тео-
рия, описывающая нелинейные колебания, рав-
новесие и устойчивость самосогласованных
фазовых эллипсоидальных моделей бесстолкно-

вительных звездных систем с квадратичным по-
тенциалом. Построены шесть фазовых моделей
звездных систем и доказано, что ими исчерпыва-
ются все возможные случаи таких эллипсоидаль-
ных моделей.

6.4.3. В теории неоднородных планет метод
эллипсоидальных поверхностей – лишь первое
приближение. Более точно поверхность фигуры
равновесия описывается формулой

(19)

где  – эллипсоидальные поверхности,  –
поправка 4-го порядка. В этом направлении
(В.Н. Жарков [45]) продолжают изучать фигуры
равновесия небесных тел.

6.4.4. Актуальная тема: изучение фигур равно-
весия двойных систем, например, двойных асте-
роидов. Эти задачи требуют хорошего знания тео-
рии потенциала.

Взаимная гравитационная энергия двух одно-
родных вытянутых сфероидов (рис. 14, 15) с точ-
ностью до членов малого порядка  и  включи-
тельно равна [46]

(20)

Пример. Изучение фигуры равновесия спут-
ника Сатурна Япета позволило объяснить проис-
хождение мощной (высотой 13 км) горной гряды
вдоль экватора его поверхности [48] (рис. 16).

Примечание. Обратим внимание на то, что
между фазовыми моделями бесстолкновитель-
ных звездных систем (где интегралы движения
относятся к каждой звезде в отдельности) и не-
бесно-механической задачей  гравитирующих
тел (где интегралы движения относятся ко всей
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Рис. 14. Сечение двух коллинеарных вытянутых сфе-
роидов [46].
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Рис. 15. Фотографии двойного астероида с синхронным вращением [47].
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системе в целом), существует широкая малоис-
следованная брешь.

7. ПОТРЕБНОСТИ СОВРЕМЕННОЙ 
НЕБЕСНОЙ МЕХАНИКИ

1. В теоретическом плане небесная механика
нуждается в дальнейшем развитии теории нели-
нейных динамических систем. Исследования по-
казали, что в типичных динамических системах
нет полной интегрируемости, однако нет и пол-
ного хаоса: складывается синтез, когда островки
интегрируемости находятся в окружении хаоса.

2. Отдельно стоит проблема корректности
применения расходящихся рядов для анализа
устойчивости Солнечной системы на больших
промежутках времени в десятки и сотни миллио-
нов лет.

Весьма трудоемкие численные расчеты по ве-
ковой эволюции Солнечной системы на таких
интервалах показали [49, 50]:

– движение планет-гигантов Юпитер–Са-
турн–Уран–Нептун остается предсказуемо
устойчивым;

– в движении малых планет и астероидов уро-
вень хаоса становится гораздо заметнее. Мерку-
рий за миллиард лет может попрощаться с нами.
Но для Земли, из-за наличия у нее крупного спут-
ника Луны, ситуация с орбитой и климатом ока-
зывается устойчивой.

– происхождение обратного очень медленного
вращения Венеры остается невыясненным.

3. Ценную роль методы компьютерного моде-
лирования сыграли в анализе задачи трех (и бо-
лее) тел, в прослеживании рядов неизвестных
ранее неэллипсоидальных фигур равновесия, в
изучении взаимодействия планет с диском. Изу-
чение орбит спутников Марса Фобоса и Деймоса
наводят на мысль, что, возможно, в раннюю эпо-
ху эти два спутника представляли единое небес-

ное тело. Но дебаты по этому вопросу продолжа-
ются. Есть надежда, что с помощью быстродей-
ствующих ЭВМ удастся выяснить, какой будет
Солнечная система через многие миллионы лет.
Не до конца выяснена связь вида потенциалов с
формой хаотических орбит. Актуальными явля-
ются полная инвентаризация резонансов и изуче-
ние их влияния на движение тел в Солнечной си-
стеме. Развитием темы резонансов является изу-
чение эволюции колец Гаусса при орбитальных
резонансах, а также исследование трехтельных
резонансов в поясе астероидов.

4. Уже отмечалось, что визитной карточкой ка-
чественных методов небесной механики является
КАМ теория. С основными идеями теории кано-
нических систем и торов в фазовом пространстве
можно познакомиться по книге Морбиделли
“Современная небесная механика” [14].

5. В последние годы исследование Солнечной
системы и внесолнечных планетных систем идет
бурными темпами, и постоянный приток новых
данных ставит новые задачи. Успехи наблюда-
тельной астрономии предъявляют новые требо-

Рис. 16. (a) горный экваториальный хребет на Япете (“Кассини” 2007 г.); (б) схема его образования. Рис. (б) по работе
[48].

(a) (б)

Рис. 17. Представление внешних гравитационных по-
лей: a) вытянутого сфероида (неоднородным веще-
ственным стержнем), б) шара (материальной точкой)
и в) – сжатого сфероида (неоднородным стержнем с
чисто мнимым распределением плотности). По мо-
нографиям [10, 11].

(a) (б) (в)
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вания к точности аналитической теории и указы-
вают на важность разработки новых моделей для
изучения динамики и эволюции планетных си-
стем [24, 27, 51]. Большой интерес представляет
изучение эволюции орбит планет в циркумбинар-
ных (и даже тройных) звездных системах.

6. Важную роль в современной небесной меха-
нике играют и методы сугубо математического
характера, такие как теория потенциала и теория
фигур равновесия.

Развито новое направление в теории потенци-
ала: теория эквигравитирующих тел.

Еще Ньютон был приятно удивлен возможно-
стью замены внешнего поля гравитирующего
шара полем материальной точечной массы. Но
шар – лишь частный случай трехосного эллипсо-
ида, и важный шаг на этом пути сделали Макло-
рен и Лаплас: “Однородные софокусные эллип-
соиды равной массы создают во внешнем про-
странстве одинаковые гравитационные поля”.
Следующие шаги в этом направлении привели к
созданию теории эквигравитирующих тел с веще-
ственной или мнимой плотностью [11]. Новый
математический аппарат позволяет решать боль-
шой круг задач; разработано, в частности, много
оригинальных методов нахождения гравитацион-
ной энергии тел сложной формы.

Проблема эквигравитирующих тел разработа-
на в трех направлениях [11].

Первое направление: теория эквигравитирую-
щих стержней. Пример дан на рис. 17. Такие
стержни могут иметь как реальные, так и мнимые
распределения плотности. Для некоторых тел су-
ществуют “скелеты” из стержней, или комбина-
ции из стержней и материальных точек (рис. 18).
Каждое осесимметричное тело имеет соответ-
ствующий набор эквигравитирующих элементов.

Второе направление: представление внешних
гравитационных полей объемных тел с экватори-
альной плоскостью симметрии с помощью спе-
циальных эквигравитирующих дисков.

Третье направление: развит метод специальных
софокусных преобразований. Оказывается, лю-
бые элементарные эллипсоидальные оболочки и
сплошные слоисто-неоднородные эллипсоиды,
связанные специальными софокусными преоб-
разованиями, являются эквигравитирующими.

7. Крупная игра – вылет черной дыры. При
тесном взаимодействии двойной черной дыры с
третьей (а это – задача трех тел!) одна из черных
дыр может быть выброшена из галактики. Есть
наблюдательные подтверждения этому, получен-
ные на телескопе “Хаббл”.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рамки обзорной статьи не позволили привести

конкретные решения для многих задач небесной
механики. Просим извинить за это. В этом обзоре
хотелось показать, как зарождалась небесная ме-
ханика, как ходе работы над задачами начинали
витать те общие идеи и формировалось то особое
поле творческой мысли, вне которого не было бы
современной науки.
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MILESTONES IN THE DEVELOPMENT OF CELESTIAL MECHANICS

B. P. Kondratyeva,b

a M.V. Lomonosov Moscow State University, Faculty of Physics, Sternberg Astronomical Institute, Moscow, Russia
b Main (Pulkovo) Astronomical Observatory of the RAS, St. Petersburg, Russia

A brief outline of the development of ideas and a review of some achievements in modern celestial mechanics
are given. The emphasis is on the fact that the classical definition of this science given by Laplace does not
fully ref lect the content of modern celestial mechanics, and the term dynamic astronomy is more capacious.
Dynamic astronomy studies almost everything that moves and rotates in space: from dust particles to comets
and asteroids, from satellites, planets and their satellites to stars and galaxies. This complex science includes
not only the problems of classical, but also relativistic celestial mechanics, it includes the theory of equilibri-
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um figures, various computational methods and computer simulation methods. Qualitative methods are of
great importance, the culmination of which was the creation of the KAM theory. The development of celestial
mechanics went through the practice of various applications, and the range of problems in it is exceptionally
wide. A striking stimulus for the development of dynamical astronomy was the discovery of exoplanets around
other stars. The article traces a chain of ideas from Keplerian orbits to osculating Lagrangian ellipses, from
two-body problems to many-body problems, from Gaussian rings to models built on the basis of precessing
analogues of these rings.

Keywords: celestial mechanics, dynamical astronomy, relativistic celestial mechanics, theory of equilibrium
figures, problems and tasks




